Matematika EP1 vizsga megoldasa, 2025. jan. 24.

A sikeres vizsgdhoz az integralési feladatokbol legalabb 6 pontot, Gsszesen pedig legalabb 20 pontot el kell érni.

Integralasi feladatok

1. (7 pont) A parcialis integréalas kétszeri alkalmazaséaval végezziik el az
/ r?e 3 dg
integralast.

Megoldas: Elészor f(z) = 2% és ¢’ () = e 37! valasztassal f/(z) = 2z 6s g(x) = —3e***1, 1p ahonnan
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majd a kapott integralban f(z) =z és ¢/(z) = e 3" valasztassal f'(z) = 1 és g(z) = —e 3T vagyis
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3. (7 pont) Legyen f(z) =2/x és g(x) =3 — x — sin(mx). A két fiiggvény grafikonjanak két metszéspontja
van, a szinusz értéke mindkét metszéspontban 0. Keressiik meg ezt a két metszéspontot, majd integra-
lassal szamoljuk ki annak a sikidomnak a tertiletét, amelyet ezen két metszéspont kozott az f(x) és g(x)
fliggvények grafikonjai hatarolnak.

Megoldas: A két metszéspont a 2/x = 3 — x két megoldasa, ami x = 1 és z = 2. 1p Ezért a keresett
tertilet 2p
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Szamitasi feladatok

4. (a) (2 pont) Adottak az u; = (1,2,3) és u, = (3,—3,1) egymasra merdleges vektorok. Valasszunk egy
olyan us vektort, amely merdleges u;-re és uy-re is, és szdmoljuk ki u; koordinatait.

(b) (3 pont) Legyen v = (18, —5, —12). Allitsuk el6 a v vektort az u,, u,, u; bazisban az alabbiak szerint.

Bontsuk fel v-t az u,-gyel parhuzamos és ra meréleges komponensek sszegére. Ezutan a meréleges
komponenst bontsuk fel u,-vel parhuzamos és ra meréleges komponensek Ssszegére.

Megoldas:
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(b) Mivel (u;,v) = 1-18+2(—5)+3(—12) = —28 és |luy ||* = 12422 +32 = 14, ezért az u,-gyel parhuzamos
komponens —2u, = (-2, —4, —6), a meréleges pedig w = v — (—2u,) = (20, -1, —6). 2p A kapott w
vektor felbontasahoz pedig (u,, w) = 3-20—3(—1)+1(—6) = 57 és |Juy||* = 32 +3%+1 = 19, ahonnan
az uy-vel parhuzamos komponens 3u, = (9, -9, 3), a merdleges (egyben us-mal parhuzamos) pedig
w— 3uy, = (11,8,-9) = ug. 1p

5. (5 pont) Szamitsuk ki az

. = ((Qn— 1)(n+3)— 2n2)"
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sorozat hatarértékét.
Megoldas: Mivel
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6. (5 pont) Legyen f(z) = 223 + 2% — 32+ 3. Keressiik meg azokat a pontokat, ahol a fiiggvény grafikonjanak
érintGegyenese merdleges az x+y = 3 egyenesre. Irjuk fel az érintGegyenes egyenletét ezekben a pontokban.

Megoldas: Derivélassal f'(z) = 622+22—3. Az 2+y = 3 egyenes meredeksége —1, ezért olyan x pontokat
keresiink, ahol a f’(z) = 1, vagyis a 622 + 2z — 3 = 1 egyenletet oldjuk meg. 2p A megoldasok z; = 2

3
és 9 = —1. 1p Mivel f(z1) = g—g és f(xq) = 5, tovabba a megoldott egyenlet miatt f'(x1) = f/(z2) = 1,

ezért a két keresett érints egyenlete y = g—? +x— % =+ g—; ésy=5+ax+1=24+6.2p

Elméleti feladatok

7. (a) (3 pont) Hany megoldasa lehet egy harom egyenletbdl all6 harom ismeretlenes linearis egyenletrend-
szernek? Mit mondhatunk az egyiitthatéméatrix determinansarol az egyes esetekben?

(b) (3 pont) Adjuk meg az a,b € R paraméterek értékét tgy, hogy az alabbi egyenletrendszernek végtelen
sok megoldasa legyen. A megoldasokat nem kell kiszamolni.
2v4+ 11y =7
20 + 6y — 202 =2
r+5+az=>

Megoldas:

(a) A megoldasok szama nulla, egy vagy végtelen lehet. Nulla vagy végtelen sok megoldas esetén az
egylitthatométrix determinansa nulla, egy megoldés esetén nem nulla.

(b)
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Akkor lesz végtelen sok megoldas, ha a = -2 és b =3
8. (a) (2 pont) Egy R3-beli vektorokra alkalmazhato linearis transzformécié matrixa hogyan irhato fel R3
bézisvektorainak képeivel?
(b) (1 pont) Mi harom R3-beli vektor vegyes szorzatdnak geometriai jelentése?

(c) (3 pont) Irjuk fel annak az R? térbeli linearis transzformécionak a matrixat, amely az xy sikban 7/2-
vel forgat (az x tengely pozitiv felét az y tengely pozitiv felébe viszi), a z irdnyban pedig kétszeresére
nyujt. Szamitsuk ki a bazisvektorok képeinek vegyes szorzatat.

Megoldas:

(a) A matrix oszlopai az R? standard bazisvektorainak képei.
(b) A vektorok altal feszitett paralelepipedon elGjeles térfogata.

(¢) A transzforméacié matrixa

0 -1 0
1 0 0
0 0 2

A képek vegyes szorzata a fenti méatrix determinansa, ami 2.



(a) (2 pont) A differencialhato f(z) fiiggvény esetén adjunk sziikséges feltételt az xo-ban lokalis széls6-
érték létezésére.

(b) (2 pont) A kétszer differencialhato f(x) fiiggvény esetén adjunk elégséges feltételt az xo-ban lokalis
szélsGérték létezésére.

(c) (2 pont) Az f(x) = x* + 42® + 5 fiiggvény esetén mely pontokban teljesiil a lokalis szélsGérték léte-
zésére vonatkozo sziikséges feltétel? Ezek koziil hol teljesiil a lokalis szélsGérték 1étezésére vonatkozod
elégséges feltétel?

Megoldas:
(a) f'(zo) =0

(b) f'(zo) =0 és f"(x0) > 0 esetén lokalis minimum van zg-ban, f'(z¢) =0 és f”’(x0) < 0 esetén pedig
lokalis maximum.

(c) f'(z) = 423 + 1222, f'(x) = 1222 + 242, a sziikséges f'(x¢) = 0 feltétel zop = 0-ban és zg = —3-
ban teljesiil. f”(0) = 0, azaz x9 = 0-ban az elégséges feltétel nem teljesiil (nincs is szélsGérték).
1"(=3) = 36, azaz xy = —3-ban a teljesiil az elégséges feltétel, és lokalis minimum van.



