Matematika B1 gyakorlat

1. feladatsor
2003. szept. 19.

. Abrazoljuk a Gauss-féle szamsikon a kovetkezé komplex szamokat és
helyvektorukat: 21 =3 — 14, 20 =1444, 23 =—-2+4+31, 24 = —2— 31

. Allapitsuk meg, hogy a komplex szamsik mely pontjai tesznek eleget
az alabbi egyenlGtlenségeknek:

(a) Im(z +1) > 2

(b) Re(2z) <4

(c) |z] <2
. Szamitsuk ki az aldbbi két-két komplex szam Osszegét, kiilonbségét,
szorzatat és hanyadosat:

(a) 2+ 5iés4—3i

(b) 1—3iés —i
. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges z1, 29, 2 komplex szamokra z; + 25 =
2+ 7, 7= 7 7 22 = |27 |az] = 2|2
. Szamitsuk ki a kovetkez6 komplex szamok abszolit értékét:

(3+44)(2 4+ 1)
(14 24)(4 + 37)

54120, (=24 44",

. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket:

(a) 22 -6z +13=0

(b) z*— 22 —=6=0

¢) 2 4+5+5=0

a) Irjuk 4t az alabbi komplex szamokat trigonometriai alakba;

1 \/§
B 144 _L_ Vo,
8, + 1, 5 5 1

(
(
(b) Ezeket pedig algebrai alakba:

7 7
5 (cos% —|—isin%), 2V/3 <cosg+z’sin %)
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2. feladatsor
2003. szept. 26.

. Szamitsd ki az aldbbi két komplex szam szorzatat és hanyadosat trigono-
metrikus alakban:

/2 (cos%-i—ising) , 3 (cos%—i—isin%)

. Adjuk meg az alabbi kifejezések értékét algebrai alakban:

(a) (1+0)*

(b) (—2v/3+2i)~°

. Hatarozzuk meg az alabbi z komplex szdmok 0Osszes komplex n-edik
gyokét:

(a) z2=-1, n=4

(b) z2=-243i, n=15

. Szamitsd ki annak a Gauss-féle szamsikra rajzolt szabalyos harom-
szognek a harmadik csicsat, melynek két ismert csticsa z; = 1 + 41
és zo = H+1!

. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket:

(a) z2t—2=0

(b) lz]+2 =2+

. Osszuk el maradékosan az alabbi polinomokat:
(a) 2°+32* — 22> —z+8ész+2

(b) 25 és 222 —x + 3

. * Legyen a p valos egyiitthatos polinom, melynek gyoke a z komplex
szam (p(z) = 0). Bizonyitsuk be, hogy ekkor z, z konjugaltja is gyoke
p-nek, vagyis p(z) = 0!

. ¥ Az el6z6 feladat eredményének segitségével lassuk be, hogy az algebra
alaptételébsl kovetkezik az alabbi allitds: Minden valds egyiitthatos
polinom felbonthat6 valos els6- és masodfokt polinomok szorzatéara!



Matematika B1 gyakorlat

3. feladatsor
2003. okt. 3.

. Keressiink az alabbi sorozatok szaméara ¢ = 0, 001-hez tartozo kiiszob-
indexet:
2n —1 4m

lim a, =1; b, lim b, = =

an:2n+1, n—00 :34n+1’ n—00

. A konvergencia definici6ja alapjan bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd
sorozatok konvergensek:

_n b — /n+4
M=y "7 n

. Dontsiik el, hogy a kovetkez§ sorozatok konvergensek-e:

sinnf gn—1

a, = NoTT b, = FrS T

. Szamitsuk ki az alabbi sorozatok hatarértékét, ha létezik:

0 = 1000n® + 20n? b — (n—183—(n+1)> . :c/m
0,001n%+100n2" "  (n+12+(n-1)2" ™ n+ 2"’
(2) _ 1 VRt 32+ Vnt+1

dn = 7\ n — ) n T 4 5 ’
%) ‘ Vvn(yv/n? —1—n) i V5nb + 2+ v/n7 + 3n3

1\" 1\"
gn = V512 —30n + 21 (n > 2), hn:<1+ﬁ> , in=<2——) i

n

. Bizonyitsuk be, hogy az /n sorozat korlatos és a harmadik tagjatol
kezdve monoton csokkend, tehat konvergens!

. Konstrualjunk olyan a, és b, sorozatokat, melyekre lim a, = oo,
n—r00

lim b, =0, és
n—oo

(a) lim apb, =7, ahol r € R,

n—o0

(b) lim a’* = s, ahol s € R*.

n—oo
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4. feladatsor
2003. okt. 10.

. Abrazold az alabbi fiiggvényeket derékszogi koordinatarendszerben:

sinz ha —7<zx<0
(a) f(z)=¢ 2 ha 0<z<1

ﬁ ha 1<z<4
(b) g(z) =log, |z + 2|,

(c) h(z) = arsinh(z — 3).
. Mi a kovetkez6 fliggvények értelmezési tartoméanya és értékkészletei?

(a) f(z) = log,log;log, ,
(b) g(x) = cosharcsin g,

(c) h(x) = arctan \/11_7

. Invertalhatok-e az el6z§ feladatban adott fiiggvények? Ha igen, fe-
jezziik ki az inverz fliggvényt! Mi az inverz fiiggvény értelmezési tar-
tomanya és értékkészlete?

. Az alabbi fliggvények koziil melyek péarosak, péaratlanok vagy peri-
odikusak? Periodikus esetben adjunk legkisebb periodust (ha lehet)!

(a) f(z) = zsignz,
(b) g(z) =sin* 2

(c) h(z) =zvz?® -1,

. 0 ha =z irracionélis
(d) i) _{ 1 ha z racionalis

. Milyen geometriai transzformaciokkal szairmaztathato az f(x) grafikon-
jabol az f(xz + a), |f(z)| és f(Jz|) (a € R) fiiggvények grafikonjai?
(Feltessziik, hogy f(r) az egész szamegyenesen értelmezett.)

. * Mutassuk meg, hogy tetszSleges R-en értelmezett fiiggvény felirhato
egy paros és egy paratlan fiiggvény Osszegeként!
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5. feladatsor
2003. okt. 17.

A fiiggvényhatarérték definicidja alapjan bizonyitsuk be a kovetkezs

allitasokat:
3x+1 1 . x?—16

im =—, lim = 2.
—2b5r+4 2 z-4x2—Adx

. Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket (ha sziikséges, akkor az x — x

tényezovel valo egyszertsités utjan):

. Hatarozzuk meg a kovetkezs hatarértékeket:

in 3 1— 21
lim 2 x, limﬂ, lim L, lim V22 +1—+Vz2 — 1.
z—0 €T z—0 €T z—oo x4+ 1 r—00
. Dontsiik el, hogy folytonosak-e a kovetkezd fiiggvények az xop = 1
helyen:

—2rxr+3 ha <1,
(a) f(:r)—{3$_5 ha z>1

22 —1

. A differencidlhanyados definici6ja alapjan hatarozzuk meg az alabbi

fliggvények derivaltjat a megadott zy helyen:

(a) flz) =2% =0=35,

1
(b) f(fr)=\/m, o = 3.

. Derivaljuk a kovetkezd fliggvényeket:

r?—2z+3, a’sinz, ze®, (52°-37+2)lnz, —+Vad,
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6. feladatsor
2003. okt. 18.

. Allapitsuk meg, hogy mely fiiggvények Osszetételébdl szarmaznak a
kovetkezd fiiggvények, majd szamitsuk ki a derivaltjukat:

sinz®, sin’(tanz), sin(tan®z).

. Mennyi az alabbi fiiggvények derivaltja?

6 2 5
(73:2 _4 + 6) ; (x T 1) , (sin?z + 1),
x

rz+1

. A lancszabaly segitségével szamitsuk ki a kovetkez6 magasabb rendi
derivaltakat:

11—z

(sin(3z 4+ 1))@, ( ! )(5), (z™) ™.

. Irjuk fel az alabbi gorbék érint6jének egyenletét az adott xq értékhez
tartozo pontban!

_:L‘—i—l
=1

(b) y = arcsiny/1 — 2?2, 1z =

(a) y zo = 2,

N =

. Hatarozzuk meg az y = arctan 5 egyenletii gérbének azokat a pont-
x —

1
jait, amelyekben az érint6 parhuzamos az y = —5% egyenletd egyenes-

sel! Irjuk fel e pontokban az érinté egyenletét!

. Hatarozzuk meg az alabbi gorbék metszési szogét (az egyes gorbékhez
a metszéspontban huzott érinték hajlasszogét):

(a) y=2a? y=1x,

(b) y=Inz, x tengely.
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7. feladatsor
2003. okt. 31.

Allapitsuk meg az alabbi hatarértékek tipusat, majd szamitsuk ki Gket

a L’Hopital-szabaly segitségével:

. sin3z . cos’zx sin z

lim , lim —, lim

0 I s T — 5 @0 arcsinz’
. Inx . 1 1 . shz—=x
lim ———~, lim{—————/, lim -
z—1 ctg (gm) z—=0 \ 1 sin® ¢ z—0 T

. Hatarozzuk meg azokat az intervallumokat, amelyekben a kovetkezd
fliggvények szigortian monoton novekeddk ill. csokkendk

(a) f(z)=a°%+22% -7,

(b) g(z) = 2* — Ina?,
(c) h(z) =+ 2cosx.

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények lokélis szélsGértékhelyeit

3.
(@) fl@) =2+,
(b) g(z) = 3z + cosz,
(c¢) h(z) =z — arctgx.
4. Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot, és abrazoljuk vazlatosan az alabbi
fliggvényeket:
(a) f(z) =22%— 23,
(b) g(z) ==z + 3,
(c) h(z) =2’Inz.
5. * Bizonyitsuk be, hogy ha f és g [a, b]-ben folytonos, (a,b)-ben differ-
'(z), akkor f(b) — f(a) >

encialhato, és minden z € (a,b)-re f'(z) > ¢

g(b) — g(a). (Utmutatas: Vizsgaljuk h(z) = f(z) — g(z)-et.)
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8. feladatsor
2003. nov. 14.

. Egy foly6 partjan egy 3200m? teriiletd, téglalap alaku telket akarunk
elkeriteni a lehetd legrovidebb keritéssel. A foly6 partjan nem &llitunk
keritést. Hogyan valasszuk a téglalap oldalait?

. Egy t6 partjatol 300m-re tartézkodunk egy csonakban. A parton, a
csonakbdl a partra bocsatott mer6leges talppontjatol 1000m-re van az
allomas. Elérhetjiik-e a 21 perc mulva indul6 vonatot, ha a vizben a
csonakkal percenként 48m-t, a parton pedig percenként 60m-t tudunk
megtenni?

. Adott R sugaru korlemezbdl mekkora nyilasszogi korcikket kell kivag-
nunk, hogy maximalis térfogatia tolcsért kapjunk?

. Szamitsuk ki a 2zy — y? = 3 implicit alakban adott z — y(x) fiiggvény
méasodik derivaltjat!

2 2
. Az — + - =1 egyenleti ellipszishez érint6t hizunk. Az érint6 és a
koordinatatengelyek altal meghatirozott haromszog teriilete milyen x
és y értékekre lesz minimalis, és mennyi a hiromszog teriilete?

. Hatarozzuk meg az x = 2t — 2, y = 3t — t® paraméteresen adott gorbe
derivaltjat a

paraméterértékekez tartoz6 pontokban, majd adjuk meg a két érinté
egyenletét!

. Irjuk fel a ciklois, vagyis az x = p(t—sint), y = p(1—cost) paraméteres
egyenletl gorbe P(z,y) pontbeli érint§jének irdnytangensét! (Cikloist
ir le egy egyenes mentén csiszasmentesen gordiil kérvonal kiszemelt
pontja, azaz a bicikli kerekének szelepe oldalrol nézve.)
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9. feladatsor
2003. nov. 21.

. Szamitsuk ki a kovetkezs, alapintegralokra visszavezetheté hatérozat-
lan integralokat:

4 s r+1 1
/7ac dz, / (ﬁ-l— \/xﬂ) dz, /x — ld:c, /7sin2xc052xdx'

. Hatarozzuk meg az alabbi, [ f(z)"f'(z)dz alakd integralokat:

2 — Vin?
/ z daz, / - xdaz, /de.
V(22 = bz + 10)7 T 1 — 272

. Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt:

i \/_
/ cos bz cos Trdz, / sinlnz dz, ¢
x \/_

dz.

sin? x e'8®
\/9;52 61 — cos? 1 cos? x

. A parcialis integralds modszerével oldjuk meg az aldbbi feladatokat:

/x3 Inz dzx, /x2 sin 2z dzx, /arch:rdx.
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10. feladatsor
2003. nov. 28.

. Ha sziikséges, parcidlis tortekre bontas utén integraljuk az alabbi racionélis
tortfiiggvényeket:

3r—1 2zt — 1 2x° — 322
—d —d —d
/x2—2x—3 © /x?’—l “ /1+3m3—x6x

. Integraljuk a kovetkezd torteket megfeleld helyettesitéssel:

e V2 —1—-+vz2+1
/ Va? — x22dzx, / rnm xdm, / 7 dz

. Szamitsuk ki a hatarozott integralok értékét:

5 4 In?
/ (52% + 1)dz + / (52° + 1)dx, / ze dx
0 5 0

, = ha 0<z<1
/0 cos” 2z, /0 f(x)dz, ahol f(x)—{ 2—z ha 1<z<2

. Készitsiink vazlatot, majd hatarozzuk meg az alabbi gérbék altal hatarolt
siktartomany geometriai teriiletét:

(a) y=4—22ésy=0
(b) lnm,y:21n§é5y20
) ze4yz=1lész+y=1

. A forgastestek térfogatara tanult képlet alapjan igazoljuk, hogy az r

r3m

sugari gomb térfogata
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11. feladatsor
2003. dec. 5.

. Szamitsuk ki annak a sikidomnak a teriiletét,

(a) amelyet az 22 + y? < 4 kérlapbol az 22 + (y — 2)% = 4 koéron kiviil
es6 pontok elhagyaséval kapunk;

(b) amelyet az y =sinz, y =, v = § egyenletii gérbék hatarolnak.

. Hatarozzuk meg az aldbbi explicit, paraméteres ill. polarkoordinatas
alakban adott gorbéknek a megadott intervallumhoz tartozo ivhosszat:

2

(a) y=1-", z€[0,2];

(b) y=In(1-2?), z €0, 5];

(¢c) z =a(t—sint), y =a(l —cost), y € [0, 27];

(d) z =tsint, y=tcost, t € [0,T] (T > 0 paraméter);
(e) r=1—cosgp, ¢ €[0,2n]

. Szamitsuk ki az alabbi egyenletii gérbék adott intervallumhoz tartozo
részének z-tengely koriili megforgatasaval keletkezs forgastestek térfo-
gatat és felszinét:

(a) y=v1+a? z€[0,3];
(b) y =+va?>—2a?, z € [—a,a] (a > 0 paraméter).

. Abrazoljuk a kovetkezd egyenletii gorbék és egyenesek altal hatarolt
sikidomot, és hatarozzuk meg tomegkozéppontjanak koordinédtait:



w
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12. feladatsor
2003. dec. 12.

. Szamitsuk ki az alabbi sorozatok hatarértékeit:

(a) lim (\/n4+7n2—2—\/n4+2n2 —3)

n—o
1 2 4 8 on—1
(b) lim l+s+5+5m+tgt+ + 5
n—00 2" + 1
) 1 "
(c) Jlﬂnolo (1 C on+ 1>
. sinhz — =z
(a) alc—>0 3
T _ T
(b) lim & (a>0,b>0)
z—0 e
Legyen

1
)
Hatéarozzuk meg az inverz értelmezési tartomanyat (Dj-1) és értékkés-
zletét (Ry-1). f(z) =7
Vazold az y = f(z) grafikont! f(—3)=?, f(-1) =2, f(3) =?
Milyen szog alatt metszi f~! grafikonja az z tengelyt?

flz)=n+2 arccos(x +

. A derivaltak segitségével allapitsuk meg, hogy az alabbi fliggvények
értelmezési tartomanyuk mely részhalmazan (szigorian) monoton névekvgek
és melyeken (szigorian) monoton csokkendek:

x

(a) f(z) = o
(b) f(z) =z3(z +4)

0
/ (x + 3) sin 2xdx =7

™

4
36 1

S —
1 Vx4 2y

=7
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13. feladatsor
2003. dec. 13.

Szamitsuk ki az alabbi improprius integralokat:

1.
o0 o0 1 o
e *dx, / ——dr, / e *cosxdx
A —oo V 1 + .’L'2 0
2.
/1 1 /2 dz
—d, —
o VT 1 V=1
3.

/°° dx /°° (lnx>2
. ) dzx
oo 2+ 322 1 x

I'(t) :=/ e dx
0

improprius integréallal definialt fiiggvényt, ahol ¢ > 0 valés paraméter.

4. Tekintsiik a

(a) Hatéarozzuk meg I'(1)-et.

(b) Parcialis integralassal bizonyitsuk be a T'(t+1) = ¢-I'(¢) azonossé-
got tetszdleges t > 0-ra.

(c) Ezért t — I'(t) at+— (t — 1)! természetes kiterjesztése.



