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8:9<;>=@?BADCE=EFHG�I&JEK<LNM/OQPRIESUTVIES@WYX[Z�\]Z@OQK^LNM#K`_ {1, . . . , n} K<aRZ�\^ObLNIcPda	e b√ntc ObLNP[IcTVIcLRfP[IEL	Z7\^T[TNgbObJh\`Z@ObK^LNM7K^_iS�\^LjPRK<WkM>Z@OlS/S@OQL[m[n�opL*Ih\`J�qrM>Z@IcTsZ@qNI�M@\`WtI�Wu\`S@vDIcPsM>Z@OlS/S@ObLNmIcgbIcWtIcL	Z7ObM7Z/S�\^L[M/TVK<M/IhPrw&OlZ@qxT[S@K<aN\^a[OQgbOlZye

1/n
w&OlZ@qz\^L	erK^LNItK^_:Z@qNI

n
IcgbIcWtIcL	Z@Mcn{ K`S@Wu\^gbOb|cObLNm}a	e √

n ~ w:I5P[IEM/JES@ObaVIUZ@qNI:\^M>eRWtTRZ@K^Z@ObJ:PROQM>Z/S@Oba[X[Z@ObK<LYK^_NZ@qNIUJ�e[JEgbI:M>Z/S@XNJEfZ@X[S@I�K`_�Z@q[IcM/I�TVIES@WYX[Z�\]Z@OQK^LNM ~ _�K`S}\^gbg t ≥ 0 ~ \^M n → ∞ n
�*� �]�t�5�[�x�z�����5�y�x�
�����]�[�������V�^�#�������B�R�����D �����¡7�c¢£���V�[¤¥���������E����¡�¤¦�<�E��¢R������¤x§

n
�j¨�¤�©ª�`�E�^�t©�¢R�«���i¢£�E�&¡R��¬R�`�t���������©ª�`¡[�«�����«��¡d�R�������`�����]�R�E�E�^��­ª�£�®�V�«��¡Y�j¨�¤�©ª�`�E�^��­���¢R�`�^�^¯i°/�¦�^¢[�E�±�@�E�`­#²[�«�����`­ª�`�����`�[�E�«³[²�����}´��c���:©®¢£���y²R ������E�����:�E�]�B�^���E�^�u���t¢[�i������µh¶p·¹¸h¸h·¹ºN»�¼�½	¸]¶y·¿¾`À«Á%�R�}µh¶p·¹¸h¸h·¹ºN»�Á]À�Á]Â±Á`º�¶p²R�c��¢£��¡[�^�­���¢R�`�5 ��«���u�R���&�R�N�E���

n
©®¢£�����#�[�-���E¢D³j�#¨����c��¢£��¡[�^�d ��Q�E�t­����[©�¢£©������Q�@³

1/n
¯-�����«�j¬R�^������¡[¢	�E����®¢	�7­ª�`�E¤�¨V�E¢£�����R�� ������E�x©��E�«��¡[�}�����t©�¢R�«���}�B���[¤Ã�E���`���7�«���«����¢£�#­���¢R�`�������E���`���7­���¢[�]�t¢£�¹���`�

i
�@�E�`­��^¯Ä��R�E¤±¢£���«³[²ª���]�

π(n)(i) := T
(n)
i ◦ T

(n)
i−1 ◦ · · · ◦ T

(n)
1

©ª��¢*­ª�^��¤�¨V�c¢	�E�«�[��¢[�h������¡r�R�Å�E������]�
[n] := {1, . . . , n} ¯ÅÆ����s­ª�`�E¤�¨V�c¢	�����R�®� (T

(n)
i )∞i=1

¢£�E�s�c���[���`�"�����V�^­ª�`���V�^�[�E�«³" ��Q�E�¨����«�B�R�E¤Ç�V���@�E����©�¨V�E�«�[�*�B�E�R¤Ã�����
n− 1

�E�E¢R����­ª�N���«�E�«�[����¤¦�	¬j�«��¡��E���t�@�E�«�E�E�«��¡�­�¢£�������]���d¢£��������t���V�^�[�E�Q�@³*­ª�^��¤�¨��E¢	�E�«�[�#¯È-�]�
σ
©ª�É¢±­ª�`�E¤�¨V�c¢	�����[�z�£�&¢¦´®���Q�E�É���]�

S
²®�p¯ �R¯ª¢R�

S → S
©�� Ê@�^�]����¬R�u�B¨����]�����R�#¯YÆ����¾`ËR¾]À«ÁD�*ÌB�[��©��«�E�cÍ��£�

σ
¢£�E�������*���]�E�t�R���B�[��¤ {v, σ(v), σ2(v), . . . } ⊆ S

�B�R�����[¤¦�
v ∈ S

¯Æ����Y���`�
S
���&�����Y�V���¿Ê@�R���[��¨������R�±�R�H�«�E���`³j�`�«�<�`¯:Æ�����¾]ËR¾`À«Á�µc¶p¸hÎ�¾`¶yÎV¸�Á7�£�

σ
���5�E���Y���<Ï[¨��`���`��£�i�E���u�`¢R�E���«��¢R�«�«�����^���£�i�E���u�V�«Ðª�`�E�`�N�%�]³V�]���^�����x���R�VÑ>�����]�E�^¢R������¡É�R�c�V�`�<¯°/���R¨����`¢[�����R�����R�5�������]³V�]���^�Y�^¢£�Å©ª�É�V����������¡R¨��������^�x�B�E�R¤Ò�����É�R�����^�E�ÉÌB��¢R¤��^�«³��E����]³V�`�«�t����¢£�Y�]�R�N�E¢R�«���������É�@�E�«�E������¡±�`���`¤¦�`�N�cÍh²ª ������c�z ����«�i©®���^¢£���«�<�r������½R¾`¶y·¹Ó	Á±¾]ËR¾`À«Á`¯�Ä��[��������`�R¤¦­����]�����V�<���`����­V�E�«�[�Ô�Q�r���s�`���[¨�¡R�Õ�E���V�]�E�`�E¤������z�E���Ö�V�������E��©�¨V�����R�×�R���E�����`³V�]��������E¨��h�E¨����¦�£���E���±­ª�`�E¤�¨V�E¢£�����R�

π(n)(i)
Ì¿���^¡[¢R�E�V����¡*�E���s¢R�h�E�«¬R�±�]³V�`�«�±���`­�¢R�E¢£���^�«³�Íh¯¦Æ������¡R��¬R�^���E�����V���@�E����©�¨V�E�«�[�x�R�U�������`�R�	Ê@¨�¡[¢R�`³r�]��¢R�E���R�

π(n)(i)
²® ��Q�E�Å¢	�����`�N�����R�z���<�@�E�����h�E�^�r��������±�`�R�	Ê@¨�¡N¢	�E�«�[�� ��«�E��­ª�`�E¤�¨V�c¢	�����R�®�Y�E��¢	�t´�Ø������s�@�E�«�E�E�«��¡�­�¢R���E���`�«�[¯¦Æ����±���������E��©�¨V�����R��£�

π(n)(i)
����¨����Q�B�[��¤Ç ��«�������z¢É´�ØV�^�x�]�R�£Ê@¨�¡[¢[�]³*�]��¢R�E�`¯���t�`�®�]�V�V���E���t­ª�`�E¤�¨V�E¢£�����R�

π(n)(i)
 ��«���������t¬[�^�h�E�R�

C
(n)(i) := (C

(n)
0 (i), C

(n)
1 (i),

C
(n)
2 (i), . . . )

²< ����^���
C

(n)
0 (i)

�V�^���£�E�^�H�E���&�«�^��¡£�E�d�£�N�E����¢R�]����¬R�&�]³V�]���R²
C

(n)
1 (i), C

(n)
2 (i), . . .�����d���`��¡R�������R�-�����[���d�`³j�`�«�<�}�������R��Ñp�����]�E�^¢[������¡É�R�c�V�`�� ������E�x¢R���d¢£���E�^¢R�V³±¤¦�	¬R�^�*©j³s�R����£�:�����t���c¢£�®��­ª�[���«�����R���

(T
(n)
j )i

j=1

¯�Ù7���-�R�����^�
C

(n)
j (i)

Ñ>�%¢£�E�
0
¯

(C(n)(i))∞i=0

���%¢¦­����V�`�^�E�
Ú



d(A,B)

A1

B0 B3B2

A0 A3A2

B1

ÛUÜ�ÝRÞ�ßEà¦áRâ5ã�ä�àtå¦à]æEß�Ü�ç�è[é
S

èRéræEä�àuê@æcë	æEàtê�ì®ëRç]à
S := {(s0, s1, s2, . . . ) : sn ∈ R, sn ≥ 0 n = 0, 1, 2, . . . ,

s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ sn ≥ . . .
ë£é�í

sj > 0 î èRß�ï�é�ÜQæEà`ð�ñ*å±ë£éjñ j}
ò Ü«æ�ä�æ�ä�àtí�Ü�ê�æEëRé�ç]à

d(A,B) := sup







∣

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

j=0

Aj −
k
∑

j=0

Bj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

: k = 0, 1, 2, . . .





 ó á<ô
ò ä�à^ß�à A = (A0, A1, A2, . . . )

ëRé�í
B = (B0, B1, B2, . . . )

ë£ßEà�à`ð�à`å¦à`éNæEêiè î�õ:ö óy÷ à^à}ÛUÜ�ÝRÞ�ßEàá ö ôÉã�ä�à�ßEëRé�øjÜ«é�Ý�Ü�ê}é�èRæ�ëÉé�ë	æEÞ�ßEëRðªì�ë£ß�æ}è î æ�ä�à�ì�ß�è[ù�ð«à^å�újù�Þ�æ�Ü«æ î ëRç`Ü«ð�Ü«æEë	æEà^ê�ê@æEÞ�íVñjÜ«é�Ý�æEä�àå¦èVíVà^ð öû æuà<ëRçcä�ê�æ�à^ì"ë î æEà`ßuëRì�ì�ð�ñNÜ�é�Ýzë�ßEëRé�íVèRåüæEßEëRé�ê�ìªèNê�Ü«æ�Ü�èRé�æ ò è�æ/ñjìªà<êdè î çcä�ëRé�ÝRà^êdå±ë<ñä�ëRì�ìªà`é�Ü�é�æ�ä�àuç`ñVç]ð�àtê@æEß�Þ®çhæ�Þ�ß�à[â:å¦à`ßEÝRÜ�é�Ý�è î æ ò è±íVÜ�ê@æEÜ«é®çhæ%ç`ñVç]ð�à^ê�èRß7ê�ì�ð�ÜQæ�æ�Ü�é�Ý±è î ë¦ç`ñVç]ð�àÜ�éræ ò è ö5ý ä�Ü�ð�àuíVÜQþHà`ßEà`éNæ�æ�ßcë£é�ê�ìªè[ê�Ü«æ�Ü�èRé�ê (T
(n)
j )i

j=1

ë£ßEàdëRì�ì�ð«Ü�à^í ó ò ä�Ü�çcä�å¦à<ë£é�ê}æEä�ë	æ�æEä�àê�æ�Ü�ß�ßEÜ�é�Ý�ì�ë£ß�æEÜ�ç`ð«à�çcä�èjè[ê�à^ê5ë�é�à ò à`ð�à`å¦à`éNæ&Ü«é¦à<ëRçcä�ê�æEà`ì¦Þ�é[æ�Ü�ð i ô]ú£æEä�à7ç]ñVç]ð�à�íVà<ç]è[å�ìªèNê�Ü«æ�Ü�èRéè î π(n)(i)
ç`èRéNæEë£Ü�é�êuèRé�ð«ñÖï�ÿVà^í"ìªè[Ü«éNæEêÉë£é�í"æ�ä�àrë[çhæ�Ü��Rà*ç]ñVç`ð«à[ú ò ä�Ü�çEä Ü�é�ç]ßEà^ë[ê�à<êdùjñ�èRé�àÜ�é4à^ë[çEä4ê�æ�à^ì#â

C
(n)(i) = (i + 1, 0, 0, . . . ) ö � î ë�æEßEëRé�ê�ì®èNê�Ü«æEÜ«è[é�ß�à<ç]Þ�ßcê`ú-æEä�à`é4æ�ä�àrç]ñVç]ð�àê�ì�ð«Ü«æEê�Ü�éÅæ ò è®úHèRé�àÉè î ò ä�Ü�çEä ò Ü�ð«ð:ùªà�æEä�à�é�à ò ëRçhæEÜ��RàÉç`ñVç]ð�à ö � î æ�ä�à^ß�à�ëRß�à�ë£ð�ß�à<ëRíVñ�å¦è[ß�àæ�ä®ë£é�è[é�à�é�èRé��pæ�ßEÜ��jÜ�ë£ð5ç]ñVç`ð«à<ê�Ü�éÖæEä�à±í�à^ç]è[å¦ìªè[ê�ÜQæEÜ«è[é#ú�æ�ä�à^éÖæEä�à±ë[çhæEÜ��Rà±ç]ñVç]ð�à±ç`ëRéÖå¦à`ßEÝRàò Ü«æ�ä±ë£é�è£æ�ä�à`ß&ç]ñVç]ð�à ö óy÷ à^à7ÛUÜ«Ý[Þ�ß�à�� ö ô�ã�ä�à�å�è�íVà`ð�ß�à<ë£ð�Ü��`à^ê:ëtç]è[ëRÝRÞ�ð�ë	æEÜ«è[é
	 î ßEë£ÝRå¦à`é[æcë	æEÜ«èRéì�ßEèVç]à<ê�ê öû ß�à<íVÞ�çhæEÜ«è[é�è î æEä�à�ì�ßEèRù�ð�à`å Ü�êUæEètê�æ�Þ®íVñuæ�ä�à7ç]èNë£ÝRÞ�ð�ë£æ�Ü�èRéÉëRé�í î ßcë£ÝRå¦à^é[æEë£æ�Ü�èRéÉà��Rà`éNæEêè î æEä�àrç]ñVç]ð�à^êtæ�è[ÝRà`æ�ä�à^ß^úUùªà^ç`ëRÞ�ê�à±ùªè£æEä4è î æEä�à^ê�àsà��Rà`é[æcêuä�ëRì�ìªà`é ò ä�à`é"æEä�àrê@æEÜ«ßEßEÜ«é�Ýzà^ð��à`å¦à^é[æ�ê�æ�à^ì�ê�æEèzë�ì�ð�ë[ç]à±ë£ð�ßEà^ëRí�ñ
�jÜ�ê�ÜQæEà^í ösý à±Ü�é��Rà<ê@æEÜ«ÝNë	æEàÉæEä�Ü�ê�ê�Ü�å¦ì�ð«à^ß��NÞ�à^ê�æ�Ü�èRéÖï®ßEê�æ öã�ä�à^é ò à�Ü�é[æEß�è�íVÞ�ç]àdë�ç]è[é[æEÜ«éjÞ�èRÞ�ê�æEÜ�å�àdì�ßEèVç]à<ê�ê�è[é õ ú ò ä�Ü�çEäræ�Þ�ßEé�ê}è[ÞVæ}æEè�ùªàYæEä�àdð«Ü�å¦ÜQæì�ßEèVç]à<ê�ê ö ã�ä�à�ç`èRé
�Rà`ßEÝRà`é�ç`à7Ü�ê�ì�ß�è��Rà^í±ùNñsç]èRÞ�ì�ð«Ü�é�Ý ö �/é ÷ à<çhæ�Ü�èRé�� ò à�ê�ä�è ò æEä�ë	æ�æEä�à�ê�æEë��æ�Ü�èRé®ë£ßEñ�í�Ü�ê�æ�ßEÜ«ù�ÞVæ�Ü�èRé�è î æEä�à�Þ�é�í�à`ßEð«ñjÜ�é�ÝYê�ì�ð«Ü«æ��/ë£é�í��på¦à`ßEÝRà5æEßEëRé�ê î è[ß�å±ë£æ�Ü�èRédÜ�êUë£é�ë[íVà��NÞ�ë£æ�àå¦èVíVÜ«ï®ç`ë£æ�Ü�èRé�è î æEä�à��Uè[Ü�êEê�è[é�	��YÜ�ß�Ü�çcä�ð«à`æ�íVÜ�ê@æEßEÜ«ù�ÞVæEÜ�èRé öû ê�Ü�å¦Ü«ð�ë£ßYå�è�íVà`ðiÜ�êYê@æEÞ�íVÜ�à^ízùjñ ÷ çcä�ßcë£å¦åÒÜ«é���áRá�� ö � àÉçcä�èjèNê�à^ê (Ti)

∞
i=1

æEè*ùªà�Ü«é�í�à��ìªà`é®íVà`é[æ}ßEëRé�íVèRå æEßEëRé�ê�ìªèNê�Ü«æ�Ü�èRé®ê ò Ü«æ�äsÞ�é�Ü î èRßEå2íVÜ�ê@æEß�Ü�ù�ÞVæEÜ«è[é î ß�è[åkëRð«ð®ìªè[êEê�Ü�ù�ð�à�æEßEëRé�ê�ìªè!�ê�ÜQæEÜ«è[é�ê�è î æ�ä�à±ê�à`æ [n] ö"� à¦Ü�íVà^é[æEÜQï�à<êYæEä�à¦ð«Ü�å¦ÜQæuíVÜ�ê�æ�ßEÜ«ù�Þ�æ�Ü�èRéÖè î æ�ä�à�ì�ßEèRìªè[ß�æEÜ«è[é�ê%è î æ�ä�àÝRÜ�ë£éNædç`ñVç]ð�à^êYÜ�é�æEä�à�ìªà`ßEå�ÞVæcë	æEÜ«è[é
Π(t) = Tt ◦ · · · ◦ T1

ë î æ�à^ß t = cn
ê@æEà`ì�êdë[ê

n → ∞ úò ä�à^ß�à c > 1/2
Ü�ê�ë¦ç`èRé�ê�æEëRé[æ ö

�



1

2 3

4

5678

9 1

2 3

4

5678

9

1

2 3

4

5

67

8

1

2

8

7

3

4

5

6

ÄU��¡R¨��E��#V§%$��N¢£¡[¨���¢£�����R�r¢R���*�B�c¢£¡R¤¦�^�[�E¢£�����R�r�R�:�]³V�]���^�
Æ��������E�^��¨��Q�x������� ¢[�`�`�R�c��¢£���`�Å ��«���$�����"�]��¢R�E�����`¢R�%�����^�R�E³Ô�£�u�E�����c¢£�����R¤ ¡R�c¢£­��®��V�^����¬R�^�Å�B�E�R¤'&��E��(N�*) +�,p¯±È#�`�t¨��t�`�R�������V�`���E���¦�c¢£���V�[¤ü¡[�E¢R­��

G(t)
�R���E���±¬R�`�����]ØÖ���`�

[n]
 ����`�E� {u, v} ����¢R�"�^��¡R�±���4�«���«�7¢£�®���[���«³Ö�«�������±�E�E¢R����­ª�N���«�����R� (u, v)

¢R­�­ª�^¢R�E�t�«�
{T1, . . . , Tt}

¯.-}³Y�����%&��E��(N�
/�021`�j³j�[Æ����`�R�E�`¤3)546,[�E����¡[�E¢R­��
G(t)

��¢[�-¢�¡[��¢R�[�i�`�R�����^�h�E�^��]�[¤¦­ª�R���`�N���R���«³¦�«�s�������^¢R���
t/n = c > 1/2

����¤¦�«��¢£�E��³��E�u�������]�R�����Q�E�«�[�s�R�±�����Y�E¢R���V�R¤­ª�`�E¤�¨V�c¢	�����R�®�`¯�ÌyÄ��[���E¢R���V�R¤ ¡[�E¢R­�����¢£�®�r�E¢R���V�R¤ ¡[�E¢R­��r­������]�^�E���^�}���`�7) 8�,i¢£���9) Ú #:,¹Í]¯°/�<;V�c���E¢R¤�¤>= �&­�¢£­ª�^�5�E���7¬R�<�h�E�R�&�R�ª�E���Y�]³V�]���%����?`�<�&�£�
Π(t)
²[���������<�¦���±���[�VÑp�����`���<¢R���«��¡�R�c�V�^��¢R���r���[��¤±¢£����?`�^�*©N³s�E���t¤¦¢R¡R���«��¨®�V�d�£�i�E���t¡R��¢£�[�7�`�R�����<�h���<���]�[¤�­ª�[���`�N���£�

G(t)
²�]�[�N¬R�^��¡[�^�����Ö�V���@�E����©�¨V�E�«�[�z���<@U�[���E���[��/�A%�������c���«�`�Y�V�������E�«©�¨V�����R�Å ��«�E�Å­®¢£�c¢£¤¦�]�E�`�

1
¢£���E�`�

t = cn
�@�E�`­��rÌ

c > 1/2
Íu¢R�

n → ∞ ¯ÅÆ��®¢	�É���t�E���*���«¤¦�«�����������E��©�¨V�����R� �£�������r���`��¢£����¬R��]³V�`�«�u����?`�^�����Å¢¦�c¢£���V�[¤Ç­ª�`��¤É¨V�E¢£�����R�z�c���[���`�x¨����«�B�R�E¤¦�«³*�B�E�R¤Ò¢£���#­ª�`�E¤�¨V�c¢	�����R�®���£�
[n]¢R�

n → ∞ ¯�Æ��j¨����B�[�7��¢£�E¡R� n
�E���u­ª�^��¤�¨V�c¢	�E�«�[�

Π(t)
©ª�`�®¢<¬R�<���R�x������¡R��¢£�N�%�`�R�����<�h�E�^��]�[¤¦­ª�R���`�N���£�U������&&�c��([��/�021`�j³N��¡R�c¢£­��

G(t)
¢[��¢�¨����Q�B�[��¤Ç­ª�^��¤�¨V�c¢	�E�«�[�#¯

B ¨���­�¢£­ª�^�����Y¤¦�R����¬	¢	�E�^�Å©j³ÅÆDC£�E�E) Ú�F ,5�«���`�R�����<�h�E�«�[�� ��Q�E�������±ÏN¨�¢£�N��¨�¤�Ñp­��N³V�����`¢R�¢£­�­��«���`¢£�����R���}�R�-�����d­����[©��«�^¤x¯5Ù7��¡[�`�#¢£��¢R�«³
?^�^�*ÆDCR���G= �}�c¢£�®�V�R¤Ã }¢R��Hs¤����V�`���R�r�E�`¡[¨���¢£����E�`�<���«�I) Ú ,>¯&Ä��R�7����¤¦�«��¢£���c¢£���V�[¤Ç�@�E�«�E������¡�¤¦�V�V�^���7���^�t¢£�����J)5#:,i¢£���9)5K:,>¯

F



Lz� M�N%�&�±�ª� �5�POQN R �"S �UTVNWR-�5�����®����XZYV[��R�5�p��\]N
Æ����s¤¦�D¬R�^¤¦�`�[���£�������r�@�E�«�E������¡x­®¢£�������]���±����¢x�c¢£�����R¤  }¢R��H

(B
(n)
i )∞i=0

�R���E���*���`�
[n]
² ������E�x�������[¤¦�R¡R�^���`�[¨������z��­�¢[�]�t¢£���*�E�«¤¦�[¯&È#�`�

V
(n)
i := #{k : k ≤ i,∃j < k : B

(n)
j = B

(n)
k }©ª�Y�������N¨�¤�©ª�`���£��¸�Á`¶yÎV¸hºH��¨��[�E�«�H�����

i
�E���@�E�`­s�E�É­���¢R�`�^�}¢£���E�^¢R��³�¬N�����Q�E�^�s©j³¦�������c¢£���V�[¤ }¢R��H

(B
(n)
j )∞j=0

¯����x¢£�����������]��¨��V�������N���x�����`­®�� ����`���E���x�������E������¡Ö­�¢£�������]���<HR�`�^­����Q�c�­���¢R�`�R¯Ù7�¹���^�Y�E���
i
�����@�E�`­Å���������������E����¡s�^�«�^¤¦�`�[�d��¢[�Y¢R�«�E�^¢[�V³r¬j�����Q�E�^�Å�]Ø�¢R�]����³

i + 1 − V
(n)
i­���¢R�`�^�tÌ¿�«�®�]��¨��V����¡¦�E�����@�c¢£��������¡¦­ª�R���[�hÍh²®���������t���c¢£�®���«�����R��­��E�R©�¢R©����«�«�����^���£�U�����V^Å¢£�PHR�	¬[Ñ�c��¢£���

(V
(n)
i )∞i=0

¢R���
P

(

V
(n)
i+1 − V

(n)
i = 1

∣

∣

∣
V

(n)
i

)

= 1 − P

(

V
(n)
i+1 − V

(n)
i = 0

∣

∣

∣
V

(n)
i

)

=
i + 1 − V

(n)
i

n
.
Ì_#RÍ

°/�x�[�E���`�����±¡R�`�7¢¦���R��Ñy�E����¬j��¢R�H����¤��«�Y�V�����E����©�¨V�E�«�[�#²V�E���d�E�«¤¦�t�R�i�E���t­����V�`�^�E���<�������[¨����©ª�d¢R�^�]�^�«�^�E¢£���^�#¯UÙY�}�R­�­ª�N���<�¦�E�7;��E���c¢£¤¦¤`) ÚRÚ ,>²V�«��Æ����^�R�E�`¤ Ú �����t�E�`¢£������¡���� √
n
¯5Æ������¤¦�^¢R�������®¢	�Y ��É�V�^�E�]�E�«©ª�t�E����©ª�`¡[�«�����«��¡s�R�:�������`¬R�R��¨V�E�«�[�#²®©ª�^�`¢R¨�����¢£�¹���`� O(

√
n)
�����^­�������u©�¨���Hr�£�U�����u�`���`¤¦�`�[�c�7���%�@�E���«�-¨����c��¢R��¡R�<��¯�;j��¤�¨��«�E¢£���`�R¨®����³* ��u���R�E¤±¢£����?^���������`³V�]�������?^�^�� ��«��� √

n
¢£���r }�d���]�

n → ∞ ¯
Ä��E�R¤2���D  �R�* }�Y���N¬R�<�@�E�«¡N¢	���%�E���d¢R��³j¤�­����£�E���%©ª�^��¢<¬j���R¨��}�£� (

C
(n)(b√ntc)/√n

)

t≥0¢R�
n → ∞ ²N ����`�E�������Y�V��¬j�������R�¦���&¤¦�^¢R�[�}�]�j�[�E�V����¢£���` ������R²£��¢R¤��^�«³ C

(n)(b√ntc)/√n :=

(C
(n)
0 (b√ntc)/√n,C

(n)
1 (b√ntc)/√n, . . . )

¯a&&���`¤¦�`�N�E¢£�E³��`¢R���`¨���¢£�����R���^²�����¤�����¢£������������]��¢R�E�����^¢£��©������E����¢D³*­��E�R©��«�^¤�²�¡R��¬R�d�����t�B�R�����D �����¡±�«��¤¦�Q���V���@�E����©�¨V�E�«�[�x�£�U�E���u���`��¨��E���^¯�Ä��[����«¤¦�«�������`�R�E�`¤±�����^��¢£���<�s�E�¦¡R�^���`�c¢£����?<¢	�����R�®���£�i�E���t©������E����¢D³s­��E�R©����`¤ ���^�t¢£�����J) F ,p¯
bdcfehghejilk m�k5ehn*oqp%r Á]¶

(Vt)t≥0 s Á7½	º¦·¹º
tqu	Âvu�»NÁ]ºHÁPu£ÎjµUw2u	·�µcµlu	ºd¼ju	·¹º®¶j¼ª¸xu^¾cÁhµcµ�y5·¹¶ztÉ·¹º®¶>Á`º�µh·¹¶pË
ρ(t) = t {7| t�Á`º

(V
(n)

b√ntc)t≥0
d

=⇒ (Vt)t≥0 (n → ∞)·¹º�¶/Á]¸hÂÉµ�u~}U�&º®·¹¶>Á"�£·�Â±Á`º�µh·�u	ºH½	ÀiÂ±½	¸y»R·�ºH½	À��	·�µh¶y¸h· s ÎV¶p·�u£º�µ {
�z� �Ô����Y�\��E��X
^z¨��c�$¤¦�R�E���^¢£� ©ª���@�c¢	���<�Ô�B�R�r������¢R©ª�D¬R��¤����V�`�p¯3�7�R�r�[����³

(V
(n)

b√ntc)t≥0
²7©�¨V�r�E������^ÏN¨��`�®�]�*�£���E���r­������]�^�E���^� (

C
(n)(b√ntc)/√n

)

t≥0

�]�R�j¬R�`�E¡R�<�`¯�^z�R�E�`�	¬R�`�^²:¢������E�R��¡[�`��@³N­ª�t�R�:�]�R�j¬R�`�E¡R�`�®�]�Y�������<¢£����?^�^�*©N³*¤¦�<¢£�����R�:�]�R¨�­��«����¡®¯Æ����Å�«��¤¦�Q�r­��E�V�]�<���±���*¢4��¢	�E¨��c¢£�%�`�R�[�E���N¨��[¨��±�`Øj���`�®�����R�Ô�R���E�����V���E�]�E�]���Å­��E�V�]�^�E���^�
(C(n)(i))∞i=0

¯&Ä��[����¢£�E¡R�
n
²V�����u¢[�h�E�«¬R�t�`�j�R�c�V����¢	�E�

C
(n)
0 (i)

�����]�E�^¢[���<�}�«�������t©�¨���H*�R�i����������`­®�±ÌB ����^�"���z��­����«�t�[�d¤¦�`�E¡R�����`�]¨��E�cÍh¯�°/�������¦����¤¦�^�t�£�iÊ@¨�¤¦­��t�R�
(V

(n)
i )∞i=0

¢x��­����«�
�



�R��¢�¤¦�^��¡[�%��¢R­�­ª�`�����V�`­ª�^���V����¡��R�s�E����­��E�R­ª�[���E�«�[���&�R�#�����d�]³V�]��������?^�^�}¢[���B�R���«�	 7�^¯:Æ����­��E�R©�¢R©����«�«�/³x�R��¢r��­��«�«�d�«�������
i
���������`­#²#�`�R���V�«�E�«�[��¢£���«³[²H¡R��¬R�`�Å����¢£�Y�E���¦�@�E�����E�«��¡*­�¢£�������]����E�]��¨������}�E�±¢�­���¢R�`�d¢R�«�E�^¢[�V³±¬j�����«���<��²V���

C
(n)
0 (i − 1)

∑∞
m=0 C

(n)
m (i − 1)

.
Ì F Í

Æ����u�]�[���V�«�����R��¢R�H­����[©�¢£©������Q�@³s�£�i�E���t¤��^��¡[���R�i�����
j
���z�`³j�`�«�t¢R���*�����u¢R�h�E�«¬R�d�[���d���

C
(n)
j (i − 1)

∑∞
m=0 C

(n)
m (i − 1)

.
Ì � Í

���É�V�]´�����¢R�
S
Ñp¬£¢£��¨��^�x�`�R�[�E���N¨��R¨®������¤��É�����V�c��¢R���E���d­��E�V�`�^�E�

C(t) = (C0(t), C1(t),
C2(t), . . . )

 ��Q�E�Õ�l�[�V���£¡Ö­�¢	�E���`²� ������E�Õ�«¤¦�«�E¢	�E�^�É�E�����^¬R�R��¨V�E�«�[���£�
(C(n)(i))∞i=0

¯ °>�¦���©�¨����«���R�4¢>@U�R���E���[��­ª�R���[��­����V�`�^�E�
(Vt)t≥0

 ��«���4�«�N���^�����«�@³
ρ(t) = t

¯J;j��¤¦�«��¢£�E�«³Å�E�x������V�����`���`���¦�^¢R���R²#¢£���E���¦¤¦�R¤¦�^�[�E�d�R�-Ê@¨�¤¦­��t�£�
(Vt)t≥0

¢���­��«�«�t�[�d¢�¤¦�`��¡[���`¬R�`�N�t�V�`�`¨��E� ��«���x­��E�R©�¢R©��«���«�/³s­��E�R­ª�[���E�«�[��¢£�ª�����E���u�]�j�[�E�V����¢£���^�}�£�
C
¯Æ����Å�����«����¢£���@�c¢	�E�Å���

C(0) := (0, 0, 0, . . . )
¯�Æ������`¬R�R��¨V�E�«�[�Ô�R�d������­��E�V�`�^���±���r¢R��B�R�����D 7�^§������r�`�j�R�c�V����¢	�E�

C0(t)
�«���`���<¢R���^�t ��«�����]�R�®�@�c¢£�[�É��­ª�`�<�

1
©ª�]�@ ��`�^�"�E���uÊ@¨�¤¦­���£�

(Vt)t≥0
¯%È#�`�

τk
©ª�u�E���

k
�E�z�E�«¤¦���R�HÊ@¨�¤�­��R�

(Vt)t≥0
²ª�«���£�����`�% }�R�c���

Vτk
= k
¢£���

Vτk− = limε↓0 Vτk−ε = k − 1
¯�È#�]�

(Uk)∞k=1

©ª���p¯ �p¯ ��¯ª�E¢R���V�[¤ ¬	¢R����¢£©��«�<�� ��«����¨����«�B�R�E¤�V���@�E����©�¨V�E�«�[�t�[�
[0, 1]

²D�����V�`­ª�^���V�^�[�U�£�
(Vt)t≥0

¯ B �����£�j�E���&�B�R�����D �����¡��@ ��%¢[�h�E�«�[���#�V�`�`¨��E�¢	������¤¦�
τk
¯

Ú ¯��£¼HÀb·¹¶f�7°>�
Uk ≤ C0(τk−)

∑∞
m=0 Cm(τk−)

,
Ì_KRÍ

�����`�r�«�`�
C0(τk) := Uk

∑∞
m=0 Cm(τk−)

²V¢£���±���������^ÏN¨��`�®�]�
(Cm(τk))∞m=1

 ������ª©ª������7�]�[���«�<�h�����R���R�
(Cm(τk−))∞m=1

¢R���
C0(τk−)−Uk

∑∞
m=0 Cm(τk−)

���<¢£�E�E¢£��¡R�^����x�V�<�]�E�^¢[������¡��R�c�V�`�<¯
#V¯���Á`¸¿»NÁ6� B �E���`�E ������[²V¢�¨�����ÏN¨��t�����V�]Ø

j ≥ 1
�`¢£��©ª�u�E���[���`��¢�¯ �`¯V¬j��¢

∑j−1
m=0 Cm(τk−)

∑∞
m=0 Cm(τk−)

< Uk ≤
∑j

m=0 Cm(τk−)
∑∞

m=0 Cm(τk−)
.

Ì]+[Í
È#�`�

C0(τk) := C0(τk−)+Cj(τk−)
²j¢£���

Cm(τk) := Cm(τk−)
�«�

1 ≤ m < j
²j¢R���

Cm(τk) := Cm+1(τk−)
�Q�

m ≥ j
²��E�^�@�E�R�E����¡������u�V�^�`���^¢[������¡��R�c�V�`�<¯

B ©®���^��¬R���E��¢	� ∑∞
m=0 Cm(t) = t

²#©�¨V�t }�¦�V���Ö���R�d¨������«�d�E�x���«¤¦­����Q�B³Å�����¦�B�R�E¤�¨���¢[�Ì]K[ÍY¢£����Ì]+[Í%���Å�E���¦¢£©ª�	¬R�É���]´����«�����R�Ö©ª�<�`¢£¨����������¦¢£��¢R�«�[¡R�R¨��Y�V���E�]�E�]�E��¢R�E���^���E�«�[�z���Y���£����E¨������`�R¤¦­�¢£�E�� ��«���4Ì F Í}¢R����Ì � Íh¯Æ����Y¤±¢£���*���^��¨��«�}�£�#�������}­�¢£­ª�`�}��������¢£���E���Y���R�E¤¦¢R�«��?`�<�±�����E�]�E�]�E�%­��E�V�]�<�����^���]�R�j¬R�`�E¡R����Ö­��E�R©�¢R©��«���«�/³x���
(C(t))t≥0

²#¨����Q�B�[��¤¦��³z�R�Ö�^¢[�E��´����«��������¤¦�]Ñ>�«�N���`�E¬	¢R�y²��������^��¤±���£���E����V���@�c¢£���`�t�V�]´®���^��©N³"Ì Ú Íh¯
K



� ����e
c�����ohp | t�Á`¸�Á�ÁP�[·�µh¶¿µs½�¼H¸xu s ½ s ·¹Àb·B¶yËÅµp¼�½[¾EÁ (Ω,F , P) � u	ºEy�tV·¿¾Pt ¶�t�ÁJ�	·�µ`¾]¸�Á`¶>Áu¼ª¸xu��¾cÁhµcµ`Áhµ
(C(n)(i))∞i=0, n = 1, 2, . . . � ½£º��s¶�t�Á�¾Pu£º�¶p·¹º�Îqu	Îjµd¶p·¹Â¦Á�¼ª¸xu<¾EÁ]µEµ (C(t))t≥0

¾c½	º s Á� u	·¹º®¶yÀQË±¸�ÁE½£Àb·��<ÁP�sµlu¦¶�t�½£¶�· }
T > 0

·�µd�.�NÁ��s½	º �
f(n)

·�µ�½	º®Ë2}cÎVºª¾`¶p·�u	ºÅ¶/Á]º �	·¹ºj»±¶fu¦·¹º6�&º®·¹¶yË
y5·¹¶�t

n � ¶�t�Á`º
P

(

sup
0≤t≤T

d

(

C(t),
C

(n)(b√ntc)√
n

)

<
f(n)√

n

)

→ 1
½	µ

n → ∞.

¡�¢f£�¢ ¤¦¥�§©¨ ª2«�¬�§d­P®%§d«�¨ §¯ªU°�±�¥.§²­�§³±�´�­�«¶µ�­�ª2¨ §G·�·
È#�`�

(Ω,F , P)
©ª�Å��¨��E�×¢"­��E�R©�¢R©����«�«�/³���­®¢R�]�z ����`�E�z¢I@U�[���E���R�Õ­ª�R���[�*­������]�^�E�

(Vt)t≥0 ��«���s���[�E�`�����«�/³
ρ(t) = t

¢R�����E���%�p¯ �y¯ ��¯N�E¢R���V�[¤ ¬	¢R����¢£©����^�
(Uk)∞k=1

¢£���
(Z

(n)
i )∞i,n=1

 ��Q�E�¨����«�B�R�E¤ �V���@�E����©�¨V�E�«�[���R�
[0, 1]

¢R���d¡R��¬R�`���«�®�V�`­ª�^���V�`�N����³*�R�U�^¢[�E���£�E���`�<¯������¢D¬R�}�`�R�������E¨��]���^�u�����}­����V�`�^�E�
(C(t))t≥0

�B�E�R¤
(Vt)t≥0

¢£���
(Uk)∞k=1

�^¢R�����«�^�^¯-���´��c�@���E�]Ñ>�`���<¢	�E���E���7­��E�V�]�<�����^�
(V

(n)
i )∞i=0

 ��«���¦�E���%¢£­�­����[­��E��¢	�E���V�������E��©�¨V�����[���5�[�������7���` ­��E�R©�¢R©����«�«�/³���­®¢R�]�
(Ω,F , P)

¯¦Æ����¦¤¦¢R�«�����V�^¢��£���E���±�`�R�������E¨��h�E���R�Ö�����E��¢	�t }���[©����`��¬[������t­������]�^�E�
(Vt)t≥0

�«������¤¦�t�«�N���^��¬£¢£���}�£�U���`��¡£���
1/
√

n
¯È-�]�

X
(n)
i := 11

(

Vi/
√

n − V(i−1)/
√

n ≥ 1
)

, i = 1, 2 . . . , n = 1, 2, . . .
²�©ª�É�����������V�«Ñ�`¢£���[�E���£�:�E�����«�®�]�E�^¢R���t�£�:�E����­������]�^�E�

(Vt)t≥0
²ª ������c��¢£�E��-}�`�E���R¨������#�c¢£���V�[¤ ¬	¢£�E��¢R©����^� ��«���x�E�^��­ª�<�h�E�«¬R�d­�¢£�c¢£¤¦�`���`�c�

p
(n)
i = 1 − exp

(

−2i − 1

2n

)

=
i

n
+ O

(

i2

n2

)

.
Ì�4£Í

Æ����t���<ÏN¨��«�E�^�*­®¢£�c¢£¤¦�]�E�`�}�B�R���E���t�«�®�]�E�^¢R�����£�
V

(n)
i

���
q
(n)
i =

i

n
−

V
(n)
i−1

n
.

Ì]8[Í
�������]´����%�E���Y¬£¢£��¨��^���R�

V
(n)
i

�B�[��´�ØV�^�
n
 ��«���*�����V¨®�h�����R�*�[�

i
¯5È-�]�

V
(n)
0 := 0, n =

1, 2, . . .
²�¢£���

Y
(n)
i := X

(n)
i − 11

(

p
(n)
i > q

(n)
i

)

11
(

X
(n)
i = 1

)

11

(

Z
(n)
i >

q
(n)
i

p
(n)
i

)

+ 11
(

p
(n)
i < q

(n)
i

)

11
(

X
(n)
i = 0

)

11

(

Z
(n)
i <

q
(n)
i − p

(n)
i

1 − p
(n)
i

)

.
Ì]¸[Í

���u�V�]´����
V

(n)
i := V

(n)
i−1 + Y

(n)
i

¯°>�������^¢[��³����¦���^�7�E��¢	�}�������V�������E�«©�¨V�����R�*�R���E�������` 
(V

(n)
i )∞i=0

���}�«��¢R�`�`�R�c��¢£���`�7 ��Q�E�Ì]#[Íh¯�È-¢£���^�7�R�x }�u�E¢<³*����¢£�Y¢Å¾Pu£¸h¸�ÁE¾`¶y·�u£º���¢£­�­ª�^���7�Q�:�E���u­��E�V�V¨��]�E���R�U�E���u�����V���`¢	�E�R�c�����Ì�¸NÍ7�V�*���R���V���E¢£­�­ª�^¢R�^¯7���� ������U���`�u���®¢	�Y���������R�E¢£�U­����[©�¢£©������Q�@³r����¢£��¢*�]�[���E�^�]�����R�x�`¬R�^��V�^�]¨��c�7������¤±¢£���i�«�
n
���Y��¢R��¡[�t�`���R¨�¡[�#¯%Æ������%¡[�«¬R�<�%¢£��¢£�«���^���®¢	����¬R�u­��E�j�£�5�R�d@����[­®�N���«�E�«�[�Ú ¯

+



¹��
�J��º"oqp%r Á`¶
T > 0 s Á �.�jÁP� � �[Á]º u	¶/Á s Ë 0 = τ0, τ1, . . . , τκ

¶�t�Á�¸�½	º �!u	Â ¶y·¹Â±Á]µ�u~} � ÎVÂ%¼®µ
u~}z¶�t�Á¦¼H¸xu^¾cÁhµcµ

(Vt)0≤t≤T
½	º �4À�Á]¶

0 = τ
(n)
0 , τ

(n)
1 , . . . , τ

(n)

κ(n) s ÁÅ¶�tju	µ]Á»u�}x¶�t�Á»�	·�µ`¾`¸�Á`¶/Á¼ª¸xu<¾EÁ]µEµ
(V

(n)

b√ntc)0≤t≤T
�RÁ]�&ºHÁP�*½ s u£ÓDÁ {�| t�Á]º � }�u	¸dµhÎ�¼Ô¾]·¿Á`º�¶pÀbË¦À�½	¸y»NÁ n � y5·�¶�tÉ¼H¸�u s ½ s ·BÀb·B¶yË¾`À�uDµ`Á�¶fu

1 � ¶�t�ÁÉº®ÎVÂ s Á`¸Vu�}u¶�t�Á � ÎVÂ7¼ªµÉ½£¸�Á¦Á�½`Î�½	À�� κ = κ(n) {¿¾ ÎV¸h¶�t�Á`¸hÂ7u£¸�Á � ¶�t�Á`¸�Á¦ÁP�[·�µc¶yµ½ s · � Ác¾]¶p·�u	º s Á]¶_y�ÁEÁ`º�¶�t�Á � ÎVÂ7¼ªµ�u�}d¶�t�Á�¼ª¸xu^¾cÁ]µEµ`Á]µu·¹ºÅµhÎ�¾PtÅ½�y�½	Ës¶�t�½	¶
|τk − τ

(n)
k | ≤ 1√

n
, k = 1, . . . , κ,

tju£À��sµh·¹ÂÉÎVÀb¶/½	ºHÁPu£ÎjµhÀbËvy5·¹¶zt�¼ª¸xu s ½ s ·¹ÀQ·¹¶pË*¶>Á`º �	·¹ºN»*¶�u 1
½Dµ

n → ∞ {Ä��R���E�^�c�������`¢£�-�]�[�N¬R�^���«�^���]�[²V ��d���[�E�����V¨��]���E���d�B�R���«�	 �����¡��^¬R�`�[�c�}�B�[��´�ØV�^�
ε, δ > 0

§
Eε := {V (n)

b√nTc ≤ Kε, n = Nε, Nε + 1, . . . }, ����^���
Kε
����¢r��¨�Às�]���`�N����³z��¢R��¡[���`�R�����E¢R�[�d¢R���

Nε
���d¢s�����E�^�����R���Å�E¢	�E���@�B³j����¡

P(Eε) ≥
1 − ε

¯dÆ������Y¤±¢�HR�<�Y���^������©N³
@&�E�R­ª�[���«�����R� Ú ¯dÈ-¢£���`�� ���¢£�� }¢D³V�%��¨�­�­ª�[���u�E��¢	�
n > Nε

¯È#�`�
Mδ :=

{

min
k:τk≤T

{τk − τk−1} > δ

}

∩ {VT − VT−δ = 0},
 ����^���

τk
���&�E���%����¤��Y�£���E���

k
�E�uÊ/¨�¤�­r�£�������Y­��E�V�]�<���

(Vt)0≤t≤T
¢£���

τ0 = 0
¯:°>�������<¢R��³���s���^������¢£�

limε↓0 P(Eε) = limδ↓0 P(Mδ) = 1
¯

bdcfe�e
Á�e
Á7¹����<��º�oqÂ -}³��V�]´®���Q�E�«�[�#²-�[���E���¦�^¬R�`�N�
Mδ
�E���¦�����]�E�`¤¦�^�[�t�R���E���¦­����V�`�^�E�

(Vt)0≤t≤T
�R��¢£�j³��«�N���^��¬£¢£�

[i/
√

n, (i + 1)/
√

n]
�V�j�<�7���£�Y�`Ø��]�`�<�

1
�«�

n > 1/δ2 ²ª���`�®�]�
Vi/

√
n − V(i−1)/

√
n = X

(n)
i

¯*;j�����]�
V

(n)

i/
√

n
− V

(n)

(i−1)/
√

n
= Y

(n)
i

²#�Q�t�����`���[¨�¡R������­��E�D¬R����®¢	�
P

(

{∃i ≤ b
√

nT c : X
(n)
i 6= Y

(n)
i } ∩ Eε ∩ Mδ

)

→ 0 (n → ∞)�B�R�7¢R���H´�ØV�^�
ε, δ > 0

¯
B �Å�����É�^¬R�`�N�

Eε
²
X

(n)
i = 1

�`¢R�Å©ª�����E¨��u�B�[��¢	��¤¦�[���
Kε
¤±¢£�j³������V���]�<�

i
¯¿;V�s�����­��E�R©�¢R©����«�«�/³s�R�i�����u�`�R�E���<�h�E�«�[�*�«�������t�^¢R���^�

p
(n)
i > q

(n)
i

��¢£�����@´®�^�
1 − q

(n)
i

p
(n)
i

= O
(

1√
n

)

(n → ∞)

¨����«��¡��E���Å­ª�D ��^�s���`�E�«�<�¦�£�������z�`ØV­ª�R���`�N����¢£���B¨����]�����R� ¢£���Õ�<ÏN¨�¢	�E�«�[���zÌ_4RÍ¦¢R��� Ì�8NÍÉ����^������¤±¢	�E�
p
(n)
i

¢£���
q
(n)
i

¯u°>�� }�¦¢R���Å�������d¢£�d¤¦�[���
Kε
¤±¢R�N³x����¤¦�^�^²������`�Ö�����±��¨�¤ ���������¡R�V�^�:�E�

0
¢R�

n → ∞ ¯5Ù$���«¤¦����¢R���`¢R���`¨���¢£�����R�s�����	 7�5����¢£���B�R�}¢£� i
²[�B�[�� ������E�

p
(n)
i < q

(n)
i���[�����^²j�E���t­��E�R©�¢R©��«���«�/³s�R�i�����u�`�R�E���<�h�����R�r���7¢	��¤¦�N�@�

q
(n)
i − p

(n)
i

1 − p
(n)
i

= O
(

1

n

)

(n → ∞).

;j¨�¤¦¤¦����¡u¨�­¦�B�[�
i = 1, . . . , b√nT c ²R���������R�E¢R��­��E�R©®¢£©����«�«�@³É�������«�����`�®���5�E� 0

²N¢[�5�E�^ÏN¨������<��¯
4



¡�¢�ÃÄ¢ Å¿µ�Æ�Ç�±�·¦È�«�ÉËÊÌ§d­P®%§G·
Æ����x­��E�V�`�^�E���<�

(V
(n)
i )∞i=0

�V�]�E�`�E¤������x ����^�Ô��­��«�«�E�±�R�¦¤¦�`�E¡R�<�É���`�]¨��^²�¢R�����[¨����c¢R�xH4������	  ��� �V�<���`����©ª�z���D  �E���^���z�^¬R�`�[�c�s�����[¨����Õ�®¢£­�­ª�`�-¯Í;j�«¤¦����¢R����³ �E�"�����Å���]´����«�����R�×�R������Y����¤��«��­��E�V�]�<���
(C(t))t≥0

²j ����^¢£�*­����<���`����©ª�7�������`¬R�[��¨V�����R�s�R�#�����d�V�����`���`���Y­��E�V�]�^�E���^�
(C(n)(i))∞i=0

 ��«���t������¨����&�£�j��������¢R¤¦�5�����V�`­ª�^���V�`�N�i¨����«�B�R�E¤ �c¢£�����R¤$¬£¢£�E��¢R©��«�<�
(Uk)∞k=1¢R���B�R�����D 7�^¯&È-�]�

C
(n)
0 (0) := 1, C

(n)
m (0) := 0, m = 1, 2, . . .

¯�Æ����u�V�`¬R�^�«�[­�¤¦�`�[�7�R�i�E���­��E�V�]�<���
C

(n) �«�������t�����^­�� i = 1, 2, . . .
���7�V�^�E�]�E�«©ª�<�*©ª�^�«�	 t§

• �«� V (n)
i − V

(n)
i−1 = 0

²������^�
C

(n)
0 (i) := C

(n)
0 (i − 1) + 1

¢£���r�����t�£�E���`�%�]�V�R�c�V�«��¢£���<�¢£�E��¨����E��¢R��¡R�<��²
• �«� V

(n)
i − V

(n)
i−1 = 1

¢£�®�
V

(n)
i = k

²7�E���`� �E����¨����«�¹�[��¤ �E¢R���V�[¤ ¬	¢R����¢£©����
Uk�V�`���`�E¤¦�«���^��¢�¨�����ÏN¨��t�����V�]Ø

j
 ��«���x­��E�R©®¢£©����«�«�@³

1
¢R���«�4Ì�+NÍ}¬N��¢

∑j−1
m=0 C

(n)
m (i − 1)

∑∞
m=0 C

(n)
m (i − 1)

< Uk ≤
∑j

m=0 C
(n)
m (i − 1)

∑∞
m=0 C

(n)
m (i − 1)

.
Ì Ú�Î Í

;j��¤¦�«��¢£�E��³±�����E���u�V�]´®���Q�E�«�[�x�£�i�����t�«��¤¦�Q�7­����V�`�^�E�
Ú ¯

j = 0
§tµp¼ªÀQ·�¶p¯d°>�

Uk

∑∞
m=0 C

(n)
m (i − 1) < 1

²H�����^���«�`���`¬R�^��³N�E���«��¡s©ª�É¨����E��¢R��¡R�<��§
C

(n)(i) := C
(n)(i − 1)

�u ��"�`¢£���Y�E�����x�^¢R���<��¾`¶p·¹¶y·�u£Îjµzµp¼HÀb·¹¶�Ì¿�`�R�E���^��­ª�R�®�V�«��¡ ����������^¬R�`�N���E��¢	�¦�����x�������E������¡Ö­�¢R���E���`�«�JHR�`�^­����Q�c�¦­���¢[�]�DÍh¯ B �E���`�E ������R²
C

(n)
0 (i) :=

bUk

∑∞
m=0 C

(n)
m (i−1)c ²D¢R���Y�����&©��E�!H[�`�Y�B�c¢£¡R¤¦�^�[� C(n)

0 (i−1)−bUk

∑∞
m=0 C

(n)
m (i−

1)c ����¢[���V�^�¦�E�u�E�����]�R�����^�h�E�«�[�±�R�#���R�®¢R�h�E�«¬R�%­����^�`�^� (C(n)
m (i− 1))∞m=1

�����B�R�E¤ �E������^  �E¢R�jHR�^�����<Ï[¨��`���]�
(C

(n)
m (i))∞m=1

¯
#V¯

j > 0
§�Â±Á`¸y»[Á`¯�È-�]�

C
(n)
0 (i) := C

(n)
0 (i − 1) + C

(n)
j (i − 1)

¢R���*�B�[���E���t�E�]Ñ>�E¢R�jHj�«��¡­�¨V�
C

(n)
m (i) := C

(n)
m (i− 1)

�Q�
0 < m < j

²�¢R���
C

(n)
m (i) := C

(n)
m+1(i− 1)

�«�
m ≥ j

¯
°>�%�����<¢R��³±�E�s�����	 $���®¢	���E���������`  �V�]´®���Q�E�«�[�x�R�

(C(n)(i))∞i=0

­����	¬j�����^�}�����u�E¢£¤¦�t���������E�«Ñ©�¨V�E�«�[�s¢[�5���¦�E���7¤¦�V���`��¡[�`���^�E¢£���^��©N³É�E�E¢R����­ª�N���«�����R�®�`²R���t }�7­��E�D¬R���E���Y�]�R�j¬R�`�E¡R�^���]�}�B�[������^���d­��E�V�]�<�����^�^¯
bdcfe�e
Á7e
Áv� �
��e
c��
�ÏohÂ È-�]�

ε, δ > 0
©ª�r´�ØV�<��¯�È-�]�

An
�V�^���£�E�*�E�����^¬R�`�N������¢£���E���¢R�E���`�������R�x�R�&È-�`¤¦¤±¢ Ú ���R�����7�B�R�

(V
(n)

b√ntc)0≤t≤T
¯%�Ö�É�E�^�����E���]�%�R¨��E���`��¬R�^�����s�E�����^¬R�`�N�E�

Eε ∩Mδ ∩An
¯5È#�`��¨����V�`´����d¢É¤��<¢R��¨�����Ì¿ ������c�r���}���£��¢�­����[©�¢£©������Q�@³¦¤¦�^¢[��¨��E�<Í&�[�s�E������]�E�

B ∈ F §
Pε,δ,n(B) := P(B ∩ Eε ∩ Mδ ∩ An).

-}³ÖÈ#�`¤¦¤±¢ Ú ²-�«�u���t�`���[¨�¡R�Ö���Å�����D  �E��¢	�t�B�[�d´�ØV�^�
ε, δ > 0

�����±­��E�V�]�<�����^�
C(t)

¢£���
C

(n)(b√ntc)/√n
¢£�E�s��¨�Às�`�«�^�[����³��`�«�N���¦�E�z�^¢[�E�"�R�����^�t�B�R����¢R��¡[�

n
�]Ø��]�^­V�É¢z���`�� ��Q�E�

Pε,δ,n
Ñp¤¦�^¢[��¨��E�Y���^���V����¡¦���

0
¢[�

n → ∞ ¯&Æ����t­����j�R�U�]�[���������E���£�i�E���d�B�R���«�	 �����¡¦�����^­��`§
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Ú ¯������^������¤±¢	�E�t�������«���`���<¢R���t�£�5�����É�������E¢R���]�u©ª�`�/ }�`�`�
C(t)

¢£���
C

(n)(b√ntc)/√n©ª�]�@ ��^�`���/ ��s��¨®�`�]�<������¬R�d��­����«�7�R��¤��^��¡[���^¬R�`�[�c�`¯
#V¯����Y�«�N���E�V�V¨��`�7�����N���%�^¬R�`�[�c�� ����`�s�������V�����E¢£�®�]�%¨������`���V���E�]¨®�����«�[�s�^¢£�����R��©ª�%�<�@�E�QÑ¤±¢	�E�^��§&������¢< 2Hj }¢R�E�r�`¬R�`�N�E�uÌy�V�]´®���^�x��¢	���^�cÍ�¢R���r�����t´®�h�E�Q�E�«�[¨��%��­����«�E�^¯��Ö�������D ���®¢	�������^³*��¢D¬R�t��¤±¢£����­��E�R©®¢£©����«�«�@³R¯
F ¯ B �×�������]�R¤¦­����`¤¦�`�N�E¢R��³Õ�`¬R�`�N�^²7 ������c� ��¢R�*­����[©�¢£©��«���«�/³����`�����«��¡����

1
¢[�

n →
∞ ²U ��*�����D  �E��¢	��¢x¤¦�`�E¡R�s�V�V�^�t���£�������]�E�^¢R���¦�����r�V�����E¢R���]�s©ª�]�@ ��`�^� C(t)

¢£���
C

(n)(b√ntc)/√n
¬R�`�E³s¤�¨��c�#¯

� ¯����u�V���������7¢R�����É�B�R���E���u��­��«�«�E�^¯
KV¯����u��¨�¤¦¤±¢£�E��?`�Y�E���t�^������¤±¢	�E�^�^¯
Ð�Ñ ÒqÓÕÔjÖ È#�`�

d−k := d

(

C(τk−),
C

(n)(b√nτ
(n)
k c − 1)√
n

)

, d+
k := d

(

C(τk),
C

(n)(b√nτ
(n)
k c)√

n

)

�V�^���£�E�Y�����t�V���@�c¢£���`��©ª�]�@ ��`�^�*�E���d�����E�]�E�]�E��¢R���r�]�[�[�����N¨��R¨��}­��E�V�`�^�����^��©ª�]�B�R�E�d¢£���r¢£�¹���`������¦����¤��±�R�������
k
�E�4��­��«�«�u�R�t¤¦�`��¡[�R¯v0��<�`¢£���:�E��¢	�

τk
�����E���¦����¤¦�±�£�������

k
�E��Ê@¨�¤¦­"�£�

(Vt)0≤t≤T
¢R���

τ
(n)
k

�����E��¢	�}�R�
(V

(n)

b√ntc)0≤t≤T
²j ������E�r¢R���Y�]���[���

Pε,δ,n
Ñ>¢R�«¤¦�N�@�}��¨����`��³�©j³È#�^¤¦¤¦¢ Ú ¯�×���«���x���"��­����Q�s�R�¦¤¦�^��¡[�r���`�]¨��c�^²5�E���z�������E¢R���]�x©ª�]�@ ��`�^�������x­��E�V�]�<�����^�����j�^�����£������]�E�^¢[���u¬R�`�E³�¤�¨��E�-¯�Ä��E�R¤ È-�`¤¦¤±¢ Ú ²®�������V�«ÐH�`�E�`���`��©ª�]�@ ��^�`�

τk
¢£�®�

τ
(n)
k

�`¢R�z©ª��¢	�¤¦�[���
1/
√

n
¯&Æ����t�V�����]�E�]�E��­��E�V�]�<�����^�

(C(n)(b√ntc)/√n)t≥0
�c��¢£��¡R���R���«³s���*�E�����E�«¤¦�<� ������E�z¢£�E��¤�¨��«�E�«­����^�7�£�

1/
√

n
¯&Æ��j¨��

Pε,δ,n
Ñ/¢£��¤¦�[������¨����^�«³

d−k ≤ d+
k−1 +

2√
n

.
Ì ÚRÚ Í

Ð�Ñ ÒqÓØ×³Ö Ä����[¤ ���	  �R�  ��Å���N¬R�<�@�E��¡[¢	�E�Å�R����³��E���Ö��­����Q�r�[�*¤¦�`�E¡R�Å­ª�R���[�E�*�R�d�E���­��E�V�]�<�����^�^¯UÙ��}�E���
k
�E�s����¤¦�Y�R�VÊ@¨�¤¦­r�£�

(Vt)0≤t≤T
¢£���

(V
(n)

b√ntc)0≤t≤T
 ����c���j�N���% ��Q�E�

�����±���^�«­4�£�
Uk
�R���±�£�}�����*�]�[¤¦­ª�R���^�[�E�t�£�

C(τk−)
¢R���

C
(n)(b√nτ

(n)
k c − 1)

¬j��¢4Ì�+NÍ¢£�®� Ì Ú�Î Íh¯YÈ-�]��¨����`¢£���-�E���É­ª�[�E����©����«�«�@³r����¢£�Y�����^�����]�R¤¦­ª�R���`�[�c�Y¢£�E�u�£�����QÐH�`�E�`�N���«�������`�^�¢£� ½�y�Ù�y�½	¸x�ÔÁ]Ó	Á]º®¶y¯¥°>�u¢R�×¢D 2HN �¢£�c���^¬R�`�N�*�R�*¢"´®�h�E�Q�E�«�[¨��*��­��«�«�ÖÌ¿ ������E�×¤¦�<¢£���±����¢£�
Uk

∑∞
m=0 C

(n)
m (i− 1) < 1

Í5�V�^�]¨��c�`²R�����^�s }�%�^¢£�����£���<�@�E�«¤±¢£���
d(C,C(n)/

√
n)
¯:���% ���������`�����®¢	�������<���t�`¬R�^�[�c����¢D¬R�d­����[©�¢£©��«���«�/³±���^���V����¡¦���

0
¢[�

n → ∞ ¯���}�^¢£���c���j�[���5�E���}�]�[¤¦­ª�R���`�N�E�i�£�
C
¢R���

C
(n) ¢R�-�¹�[���«�	 7�`¯-���}�]�[�������E¨��h�-�@ ��Y­�¢£�����«Ñ�����R�®�&�R�

[0, 1]
���[�E�É��¨�©��«�N���`�E¬	¢R���^¯UÈ-�]�������%­�¢£�����«�����R� P �`�R�[�c¢£���±�«�N���^��¬£¢£���5�R�����`��¡R���±�<ÏN¨�¢£����t�E���%�]�V�R�c�V�«�®¢	���<�:�£�ª�E���7¬R�<�h���[�

C(τk−)/
∑∞

m=0 Cm(τk−)
¯:Æ����`�¦�����%����¡R�N�&�`�®��­ª�[�«�N��£�Y�E���

j
���×��¨�©����[���^��¬£¢£�������E�����±­�¢£�����«�����R�Õ��� ∑j

m=0 Cm(τk−)/
∑∞

m=0 Cm(τk−), j =

0, 1, 2, . . .
¯i�����V�%�������:¢£�i�����}�E¢£¤¦������¤¦�} ��«�����V��¬N���V����¡Y­ª�[�«�N�E� ∑j

m=0 C
(n)
m (b√nτ

(n)
k c−

1)/
∑∞

m=0 C
(n)
m (b√nτ

(n)
k c − 1), j = 0, 1, 2, . . .

���±�R©V�c¢£���r�����t­�¢R���E�«�����R� P(n) ¯�È#�]� Wk�V�^���£�E�É�E���±���]�t�£���E���[����­ª�[�«�N�E�d���
[0, 1]

 ������E�"¢R���¦�]�	¬R�`�E�^�Å©j³z�����s��¨�©����[�E�`�E¬	¢R�����£� P
¸



¢£�®� P(n) �£�����QÐH�`�E�`�N�d�����V���]�^�^¯�Æ�����­��E�R©�¢R©����«�«�@³x�£�������±¢< 2Hj }¢R�E�z�`¬[�`�[�c�¦ÌB ������E�����d¢R�¨�­�­ª�^���<�@�E�«¤±¢	�E���B�[�������^�«�
Pε,δ,n

Ñ>¤¦�^¢[��¨��E�<Í������]Ø�¢R�]����³±�����uÈ-�`©ª�^��¡R¨���¤¦�^¢[��¨��E���R�
Wk
¯����Hj���	  ���®¢	� ∑∞

m=0 Cm(t) = t
�B�[�7¢£���

t ≥ 0
¯&Ä��E�R¤Ã�E���u�]�R�®�@�E��¨��]�����R�#²

b√ntc − Kε√
n

≤
∑∞

m=0 C
(n)
m (b√ntc)√
n

≤ t
�«�

t ∈ [0, T ],
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©ª�^�^¢£¨����É¢£�Y�����¦��­��«�«���[�Y¤¦�`�E¡R��­ª�R���N�E��Ì¿�V�`�`¨����E����¡*¢	��¤¦�N�@�
Kε
¤±¢£�j³�����¤¦�^�cÍ7�����É���£�c¢£����`��¡R�����R�i�����u�����E�]�E�]�E��­����V�`�^�E���V�j�^�����R�������`���^¢[���[¯�Ú%�`���]�[²�©N³rÈ-�`¤¦¤±¢ Ú ²

∣

∣

∣

∣

∣

∑

m

Cm(τk−) −
∑

m C
(n)
m (b√nτ

(n)
k c − 1)√

n

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∣

τk − b√nτ
(n)
k c − 1 − Kε√

n

∣

∣

∣

∣

∣

≤ Kε√
n

+
3√
n

.
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°>�d����¢£���^�«�^¤��^�[�c¢£�E³��`Øj�^�E�`�����u���������	  �B�E�R¤Ò�E���¦¢£©ª�D¬[�t�E��¢	���������������E¢R���]�É©ª�]�@ ��^�`��������]�R�E�E�^��­®�[���V����¡u�V��¬j���V����¡É­ª�R���[�E���£�#�����Y­�¢R���E�Q�E�«�[��� P ¢£��� P(n) �`¢£�s©ª�[²N�E�^��­ª�^�h�E�«¬R�^�«³[²¢	�7¤¦�[���
d−k + Kε+3√

n

τk
.

;j�����]�d�E���t�N¨�¤�©ª�^���R�:�]�j�[�E�V����¢£���^�}����¢£��¤¦�[���
Kε
²V�E��������¤¦­����«�<�

Leb(Wk) ≤
d−k + Kε+3√

n

τk
Kε ≤

d−k + Kε+3√
n

δ
Kε,

 ����^���¦ ��¦¨����^���E�����¿¢[�h�t����¢£�
τk =

∑∞
m=0 Cm(τk−) ≥ δ

�B�R�u¢£���
k = 1, 2, . . .

�[���E����`¬R�^�[�
Mδ
¯&Æ�������³N���`�����

Pε,δ,n(
¢D 2Hj }¢£�c�s�^¬R�`�N�7¢£�

τk) ≤ Leb(Wk) ≤
d−k + Kε+3√

n

δ
Kε.

Ä�¨����E���`�E¤¦�R�E�R²
Pε,δ,n(

´®�h�E�Q�E�«�[¨��7��­����«�%¢	�
τ

(n)
k ) ≤

1√
n

∑∞
m=0 C

(n)
m (b√nτ

(n)
k c − 1)/

√
n
≤ 2

δ
√

n
,

�«�
n
������¢£�E¡R���^���R¨�¡[�#²V©N³"Ì Ú #[Íh¯%;j�¦ ��u�]�R�®�]��¨��V�����®¢	�

Pε,δ,n(
¢< 2Hj �¢£�c�s�`¬R�^�[�7�R��´®�h�E�Q�E�«�[¨��7��­��«�«�%¢	���E���

k
���z��­����Q�7�R��¤¦�`�E¡R�d­ª�R���[�

)

≤ Kε

δ
d−k +

K2
ε + 3Kε + 2

δ
√

n
.
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C0

C0

(n  )
C1

(n  )
C2

(n  )
C3

(n  )

C1 C2 C3
C0

C0

(n  )

C1

(n  )C2

(n  )
C3

(n  )

C1
C2 C3

+

+

3

Äi��¡R¨���� F §&Æ����d­��«�<�]�
C2
¤¦�^��¡[�^�

C0
­®¢£�c¢£���«�^�H ��Q�E�������

C
(n)
2 − C

(n)
0

�]�N¢£¡R¨���¢£�����R�

X

X’

A

A’
B B’

ÄU�«¡[¨��E� � §�;j­����«�^§&�E���t©�����HR�`��­����^�]�<���B���[¤ �������`�j�R�c�V����¢	�E�
0
¢R���

X
¢£���

X ′  ������c�x��¢D¬R����±©ª�d¤¦�	¬R�^�*���±­���¢[�]�<�
B
¢R���

A′

Ð�Ñ ÒqÓ>Û³Ö °/�¦�����%�^¢R���� ����^���E���7�c¢£���V�[¤ ¬	¢£�E��¢£©����
Uk
�E���V�[���^�U�����%��¢R¤��7�`�R¤¦­ª�R���^�[�c��£�

C
¢£���

C
(n) ¢£�����Q�±���¦���£�¦�E���z¢R�]����¬R�x�]�V�R�c�V�«��¢£���[²&�y¯ �R¯:�E���`�E�����±¢Ö¤¦�`�E¡R������©ª�R���­��E�V�]�<�����^�dÌ¿���`�uÄi��¡R¨���� F Í]²j�E���`�

d+
k ≤ 3d−

k .
Ì Ú � Í

Ð�Ñ ÒqÓ*ÜÝÖ °>��¢�ÌB���R�VÑp´®�h�E�Q�E�«�[¨��cÍ#��­��«�«�i���`�]¨��c�#���t�����}�V�����`���`����¢£���u�]�[�[�����j¨��R¨��-­��E�V�]�<�����^�^²�����`�x ��t��¢<¬R�
∣

∣

∣

∣

∣

C0(τk) − C
(n)
0 (b√nτ

(n)
k c)√

n

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∣

Uk

∞
∑

m=0

Cm(τk−) − bUk

∑∞
m=0 C

(n)
m (b√nτ

(n)
k c − 1)c√

n

∣

∣

∣

∣

∣

≤ Kε + 3√
n

+
1√
n

.

¨����«��¡��«���^ÏN¨�¢£���«�/³ÖÌ Ú�F Íh¯5Æ����������� ��j³±�����d©�����HR�`�*­��«�<�]�^�}�B�E�R¤Ã�����t�`�R¤¦­ª�R���^�[�c�
C0(τk−)¢£�®�

C
(n)
0 (b√nτ

(n)
k c − 1)/

√
n
Ìy�V�`���R���^��©N³

X
¢R���

X ′ �[��ÄU��¡R¨��E� � Í��`¢R���V�«ÐH�`�t©N³Ö¢	�¤¦�[���
d−k + Kε+4√

n

§��E���r�V�«Ðª�^���^���]�*�^¢£�4©ª� Kε+4√
n

©ª�]�@ ��`�^�"�E���*�«�`�¹�É�`�®�"­ª�R���[�c��¢R���4¢	�¤¦�[���
d−k
©ª�`�/ }�`�`�������d�E��¡R�N���^����­ª�R���[�E�^¯°>�d���Y­ª�N������©��«������¢£�������É�@ ��r©��E�!HR�^�Å­����^�]�<���V�r���£�d�`�R¤¦�����r�����¦�E¢£¤¦��­���¢[�]�É���Å�E����V�<�]�E�^¢R������¡��R�c�V�`�±�£�������Å�]�V�R�c�V�«�®¢	���<�`¯ Æ������*�`¢R���x���s�����	 ��Õ�[�ÔÄU��¡R¨��E� � ¯$È-�]�

x
©ª��������N¨�¤�©ª�^�����`�����«��¡����	  ¤¦¢R�N³4­����^�]�<��¢R���r©ª�]�@ ��`�^��������­��E�^���`�N��­���¢R�`�r�£�

X
¢£�����Q�c�­���¢R�`�z���Ô�����Ö�V�^�`���<¢R���«��¡"�[�E���`�<²�¢£���×�V�]´����

x′ ����¤¦�«��¢£�E��³ �B�R� X ′ Ì x = 3, x′ = 1
�[������s´®¡R¨��E�<Í]¯�^z�	¬R�s´��E���

X
¢R���

X ′ min(x, x′)
­���¢R�`�^�u���Å�E���r����¡R�N�rÌB���������r­���¢R�`�^�

A¢£�®�
A′ �R�z������´�¡[¨����DÍh¯%Æ��������<��¨��Q�Y���7�/ }�s¬R�<�h�E�R�c�`§������É¤¦�V�V�«´®�`¢£�����R���%�£�

C(τk−)
¢£���

C
(n)(b√nτ

(n)
k c − 1)/

√
n
²}©�¨��s�R���x�£�������^¤ ���±���R�±���^�]�<���E¢£�E�«��³4���×�V�^�`���<¢R���«��¡��[�E�V�^�^¯
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-}�^�^¢£¨���� |A − A′| ≤ d−
k

¢R��� ∣
∣ |X| − |X ′|

∣

∣ ≤ d−
k + Kε+4√

n

²V�E���
d(·, ·) Ñ>�V�����E¢£�®�]�d�R�i�E���^����@ ��¦¬R�<�h���[�E�����7¢	��¤¦�N�@�

2d−
k + Kε+4√

n

©��«¡[¡R�^�}����¢R��©ª�]�B�[�����E������¤¦�V���Q´®�^¢	�E�«�[�#¯°/�z�E���É���^�`�R���z�����^­Å ���¤¦�D¬R�
X
�¹�E�R¤

A
���

B
¯YÆ��������`��¡R�����%�R�:������­�¢R���c�7©ª�]�@ ��`�^�

A
¢R���

B
¢£�E�*¢	�É���^¢R��� |X| ¢£��� ¢	�É¤¦�[��� |X ′| + 2d−

k ≤ |X| + 3d−
k + Kε+4√

n

¯»;j��¢R�N³�@ ��r�£�&�����^���É­�¢£���E�Y��¢D¬R�����`��¡R�����Y����¢£�d�V�«ÐH�`��©j³Å¢	��¤¦�[���
3d−

k + Kε+4√
n

¯d°>�� ����� }¢R­
X¢£�� }¢D³V�� ��«�����«�E�%�E��¡R�[�Y���^�«¡[�N©ª�R¨��%¨��[�E�«�:�Q�����«�E�Y­���¢R�]�

B
²®�����^�Å ��É���`�u�E��¢	�Y�����É�N¨�¤�©ª�^��£�U�������� }¢R­������7¢	�7¤¦�[���

Kε
²®¢£���x¢	�7�^¢R�c�x�� }¢£­r�E���u�V�����E¢£�®�]�t�^¢£�������`���^¢[���d©N³r¢£�7¤��N�@�

3d−
k + Kε+4√

n

²����¦ ��t��¢D¬R�
d+

k ≤ 2d−
k +

Kε + 4√
n

+ Kε

(

3d−
k +

Kε + 4√
n

)

.
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Ð�Ñ ÒqÓ7Þ³Ö ;j¨�¤¦¤¦�«��¡7¨�­t�������^������¤±¢	�E�^��Ì Ú[Ú Íh²jÌ Ú � ÍH¢R���±Ì Ú KRÍH ��&¡R�`�-�^¢R�����«³%�����&�B�R�����D �����¡�E�^�]¨��E���«¬R��©ª�R¨�����§
d+

k ≤ max(3, 2 + 3Kε)d
+
k−1 +

K2
ε + 5Kε + 4 + 2max(3, 2 + 3Kε)√

n
=: ad+

k−1 +
b√
n

.

Ú7�^���]�
sup0≤k≤Kε

d±k ≤
(

∑Kε

i=0 bai
)

/
√

n
¯¿$��R���������`�E�«��¡±�����É���<��¨��«�c�7�£���@�E�`­�� Ú ¢£����#V²�����u¢R�E���^���E�«�[�*�£�i�E���d�����`�R�E�`¤ �B�R���«�	 7�`¯

ß � àr�G[t�5�p�x��[u��á �x�]Ri�5�®��â*�t�5�p�x��[*���ãX7NÉ�VN���[v\��_ä2[t�5�y�x��R
°>������¢t�®¢	��¨��E¢R�®Ï[¨��^�������R�¦���������`�[�E�Q�B³��E���Y���E¢	�E�«�[��¢£�E³É�V���@�E����©�¨V�E���R�±�R�H�������@�E�«�E������¡t­����V�`�^�E�¡R�^���`�c¢	�E�^�s©N³±�E�E¢R����­ª�[���Q�E�«�[���`¯:Æ������}¤¦�^¢R�����E��¢	�� ��d�«�V�!Hs¢	�}�E���t¢R��³j¤�­����£�E���%©ª�^��¢<¬j���R¨���£�i�����d­����V�`�^�E�

(C(n)(bntc)/n)t≥0
¯ B ©����^��¬R�%�E��¢	���E�����E�«¤¦�t�E�`¢£���������£�U�R�c�V�`�

n
²V�p¯ �R¯j���������¤¦�s���^¢£���� ����^�Ö�E���s�@�E�«�E������¡��^�«�^¤��^�[�u��¢[�t¢£�����<¢R�V³z¬j�����«���<�������±©�¨���H��R�������

n
­���¢R�`�^�^¯Æ������±���`��¨�­Õ���������Å��¢R¤��x¢[�É�E��¢	�±�R�%�����x­��E�R©����`¤ �@�E¨��V���^��©j³Õ;V�c���c¢£¤¦¤ �«�©) ÚRÚ ,>²�©�¨V��V�«Ðª�^���^�[���B�E�R¤ �����t­����^���R¤¦�^���R�x�V�<���`����©ª�^�r©N³rÆ����^�R�E�`¤ Ú ¯°/�Ö�������t���<�h�����R�Ö ��¦�]�[�������V�^�Y�����É�B�[�«���D �����¡���­����Q��Ñ>¢R���jÑ>¤¦�`�E¡R�u�E�E¢R���@�B�[��¤±¢£�����R���]�[���E�]Ñ��­ª�R���V����¡Ö�E�������Å���������E�«��¡Ö¡[�`���^�E¢£���^��©N³��E¢R���V�[¤ ���c¢£�®��­ª�[���«�����R���^¯ÕÈ#�]�

C = (C0, C1,
C2, . . . ) ∈ S

©ª�¦¢r�E¢R���V�R¤ü­��E�R©�¢R©��«���«�/³Å�V���@�E����©�¨V�E�«�[�#²��p¯ �R¯ ∑
m Cm = 1

¢£��¤��N�@�t��¨����^�«³[² ����^���
C0
���%�E����¢[�h�E�«¬R���]�[¤�­ª�[���`�N�^¯tÈ#�]�

U
©ª�¦¢s�c¢£�����R¤Ò¬£¢£�E��¢R©����u ��Q�E��¨����Q�B�[��¤ �V���@Ñ���E��©�¨V�����R���£�

[0, 1]
 ������c� �����«�®�V�`­ª�^���V�`�N���£�

C
¯�°>�

U ≤ C0
²:�����`�

C0
��­����Q�c�`²5�p¯ �[¯-�E������^  ¢R�]����¬R���`�R¤¦­ª�R���`�[�± ��«����©ª�

U
¢R���

(C0 − U,C1, C2, . . . )
 ����«��©ª�������x�E�`¤±¢£��������¡�]�[¤¦­ª�R���`�N�E�t¢£�¹���`�u���<�@�E�R�E�«��¡r�����s�V�<�]�E�^¢R������¡r�R�c�V�^�^¯�°>� ∑j−1

m=0 Cm < U ≤
∑j

m=0 Cm
²�����`�

C0
¤¦�`�E¡R�^�� ��Q�E�

Cj
���«¤¦����¢R����³*¢R�����"Ì F Í_/�Ì�+NÍ�©ª�^�`¢R¨���� ∑

m Cm = 1
¯°/� �«��¤¦�«�������^�R�E�`¤±�t�R���E¢R���V�[¤ ­�¢R���E�Q�E���R����¢£���"­ª�^��¤�¨V�c¢	�E�«�[���t�����s�B�R�����D �����¡Å���������E�«Ñ©�¨V�E�«�[�4¢£­�­®�<¢£�c���R�¹���`�-¯*È-�]�t�E���±�c¢£�®�V�R¤ ¬£¢£�E��¢R©����^�

W1,W2, . . .
©®�s�«�����`­ª�`�����`�[�É ��Q�E�¨����«�B�R�E¤Ç�V���@�E����©�¨V�E�«�[�r�[�

[0, 1]
¯&È-�]�

(Q1, Q2, . . . )
©ª�������t���^�]�E�^¢[������¡É���<¢£�E�E¢£��¡R�`¤¦�^�[�}�£������t�E¢R���V�R¤ ¬	¢R����¢£©��«�<�

(P1, P2, . . . ) := (W1, (1 − W1)W2, (1 − W1)(1 − W2)W3, . . . ).
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