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Bevezetés

A bolyongasok vizsgilata a modern valoszintiségszamitas egyik kozponti témakore. Az
egyszeri bolyongés Z?n fiiggetlen azonos eloszlasi 1épések sorozatéval definialhato. Ezen
alapmodell viselkedése jol ismert, és a lépések fiiggetlenségének elhagyasival temészetes
modon altalanosithato. A {6 nehézség a Markov-tulajdonsag elvesztése, ezért ilyenkor
a hagyomanyos modszerek nem alkalmazhatoak. Igy a hosszti memoriaju bolyongasok
vizsgalata teljesen més megkozelitést és 1j otleteket igényel.

Jelen dolgozatban 6ntaszito bolyongasokat targyalunk. Ez azt jelenti, hogy a bolyongot
olyan helyek iranyaba tereljiik, ahol a multban kevés id6t toltott. A definicié a lokélis id6k
bevezetésével precizzé tehets. Ezek a racs egyes cstcesin (élein) eltoltott id6t mérik. A
dolgozat {6 modelljében a bolyongd atmeneteit a lokalis id6 diszkrét gradiense hatarozza
meg, és ezek a bolyongot a sajat lokélis idejének diszkrét negativ gradiense iranyaba
lokik. Ezt a modellt eredetileg ‘true’ self-avoiding walknak nevezték, mert ez egy valodi
bolyongas abban az értelemben, hogy egy n + 1 hosszisagu trajektoria képezhets egy
n hosszu trajektoriabol egy adott eloszlasu 1épés megtételével. Ez nem igaz az un. self-
avoiding walk esetében. A ‘true’ self-avoiding walk néven bevezetett modellt a dolgozatban
rovidlato ontaszito bolyongdsnak (myopic self-avoiding walk) nevezziik.

A rovidlaté ontaszito bolyongas folytonos térbeli megfelel§jét is vizsgaljuk. A mozgést
lényegében ugyanaz a mechanizmus hajtja, amely a lokalis idsktsl fiigg, de a felléps
irregularitast konvolicioval simitjuk. Az igy nyert difftzids folyamat az dntaszito Brown-
féle polimermodell.

A jelen dolgozat alapjaul szolgalo kutatas altalanos motivacidja a statisztikus fizikdbol
szarmazik. Vizsgalataink {6 targyat, a rovidlatoé dntaszité bolyongast elGszér Amit, Parisi
és Peliti vezette be 1983-ban a fizikus irodalomban, 1d. [APP83|. Ez volt az els§ példa
ziv viselkedésétl mindségileg eltérd tuljadonsagokat mutat. Az ezen szerzdk altal adott
eredeti definicié a kovetkezd alfejezetben olvashato.

A révidlato ontaszito bolyongas az énkolesonhato bolyongasok tagabb csaladjaba tar-
tozik, amely tjabban felkeltette a kutatok érdeklsdését. Mas tipikus példak az ontaszito
Brown-féle polimer mellett az 6nelkeriils bolyongas (self-avoiding walk) és az 6nvonzo
bolyongés (reinforced random walk). Ezen bolyongasok és difftziok hosszi memoriaja
a lokalisidé-folyamat szintjén természetes modon definidlt 6nkdlecsonhaté mechanizmus
révén alakul ki. Az Onkolcsénhatd bolyongasok és folyamatok aszimptotikus skalatulaj-
donsédgainak felderitése matematikai kihivast jelent a ’80-as évek elje 6ta. A két {6 mo-
dellcsalad, a rovidlatoé ontaszitd bolyongés és az Ontaszitdé Brown-féle polimer, melyek a
fizikus ill. a valoszintiségszamitasi irodalomban jelentek meg, ugyan két kiilonbozd helyrsl
szarmaznak mas-mas motivacioval, mégis nagyon hasonlo jelenségeket mutatnak.

A rovidlaté ontaszité bolyongas

Legyen X (n) a Z¢ egész racson X (0) = 0-bol induld elsdszomszéd-bolyongéds. A lokalis
idejét minden x € Z? csticsra jeldlje

ln,z) = #{0 <k <n:X(k)=uz} (1)



ahol #{...} a halmaz elemszama. Ekkor X (n) atmenetvaloszintségei:

P (Xt 1) = e | £ X0) =) = s A O

_exp{=B(tn.x + ¢) — ((n,2))}
S exp{—B(((n,z + &) — ((n. )}

(2)

ahol le|] = 1, f > 0 rogzitett konstansok, és F, a teljes multbeli informéaciot jelenti
beleértve a lokalis id6ket az n-edik lépésig. Ekkor az X (n) bolyongast révidlato ontaszito
bolyongasnak nevezziik.

Renormalizacios csoportos érvelések alapjan de preciz bizonyitasok nélkiil mar az [APP83]
cikk szerzGi is sejtették, hogy a rovidlatd ontaszité bolyongas modelljének felsd kritikus
dimenzidja ketts. Ez azt jelenti, hogy ennél magasabb dimenziokban a révidlatd ontaszito
bolyongés az egyszert bolyongashoz hasonléan diffuziv viselkedést mutat, és logaritmikus
korrekcio jelenik meg két dimenzidban. Az egydimenzids viselkedést szuperdiffuzivnak
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még az [OP83] cikk olvashato.

A rovidlato ontaszitoé bolyongasrol sokszor kényelmesebb folytonos idében beszélni. A
dolgozat egyik modelljét is folytonos idében adjuk meg. A definicié konnyen altalanosit-
hato, ez a 3. fejezetben is megtalalhato.

A rovidlato ontaszitd bolyongés (2) utolso kifejezésével megadott dtmenetvaldszin-
ségei aranyosak a lokalis id6 diszkrét negativ gradiensének exponencialis fiiggvényével.
Ezt a definiciot valamelyest altalanositjuk azzal, hogy az exponencialis fiiggvény helyett
egy tetszbleges nemcsokkens w : R — R, fiiggvényt hasznalunk, amelyre késébb enyhe
technikai feltételeket szabunk. Formalisan (2) helyett a

wl(n,z) —Ll(n,x +e

(3)

definiciot adjuk, amely a w(u) = e’ valasztassal megegyezik (2)-vel. A modszereink
erre az altalanositott modellre is érvényesek maradnak, ahogy ez a 2. és a 3. fejezetben
szerepel.

Az ontaszité6 Brown-féle polimermodell

A d dimenzios 6ntaszité Brown-féle polimert X (t)-vel jeldljiik, ez egy Re-értéki sztochasz-
tikus folyamat. (Ugyanazt a jelolést hasznaljuk tehat itt is, mint a roévidlatd ontaszito
bolyongés esetén, de ez nem okoz félreértést, mert a szovegkornyezetbdsl eldonthets, me-
lyikrdl van sz6.) A lokalis id6 mértékeét itt az

0t,A):={0<s<t:X(s) e A} (4)

képlet definidlja, ahol A C R? tetsz6leges mérhet részhalmaz, és |{... }| az adott halmaz
Lebesgue-mértéke. Legyen V : RY — R, sima gdémbszimmetrikus kozelits egység, pl. a
V() := exp(—|z|?) egy megfelels vilasztas. Ekkor az dntaszito Brown-féle polimer a

dX () = dB(t) — grad (V * £(t,))(X (1)) dt (5)



sztochasztikus differencidlegyenlet megoldasa, ahol * az Ri-beli konvoltciot jeloli, B(t)
pedig standard Brown-mozgas. Az (5)-ben szerepld drifttag a lokalis id§ V-vel vett kon-
volicio altal simitott valtozatanak negativ gradiense az aktualis pozicidban.

Az ontaszitd6 Brown-féle polimert Norris, Rogers és Williams vezette be 1987-ben az
[INRW87| cikkben. Késébb a [DR92|, [CLI5| és [CM96| cikkekben a modellt tovabb vizs-
galtak foleg egy dimenzioban. Az [MTO08| munka a korabbi eredmények Gsszefoglalojat
is tartalmazza. A nemrég elkésziilt [TTV11] cikkben szuperdiffuziv korlatokat kapunk az
egydimenziés Ontaszitdé Brown-féle polimerre.

Az (5) sztochasztikus differencidlegyenletet (3)-mal Gsszehasonlitva vilagosan lathato
a viselkedésbeli hasonlosag a rovidlatd ontaszité bolyongassal. A skalazési és renormalizé-
cids csoportos érvelések alapjan az eredetileg a révidlaté ontaszité bolyongésra megfogal-
mazott sejtések ugyanugy alkalmazhatok az ontaszité Brown-féle polimerre is. Vagyis a
dimenziofiiggs aszimptotikus skalazasi viselkedés, amelyet az imént a rovidlato ontaszito
bolyongas esetére vazoltunk, az ontaszitd6 Brown-féle polimerre is vonatkozik.

A két modellre vonatkozé eredmények attekintése

A rovidlatd ontaszitdé bolyongasra vonatkozo els6 matematikailag preciz eredményt Toth
adta meg 1995-ben a [T95] cikkben. O a rovidlato éntaszité bolyongas modositott vélto-
zatat, az éltaszito rovidldto bolyongdst vizsgalta, ahol a lokalis idSket Z élein definidlja. A
bolyongés lokalis idGinek sorozatara bizonyitott hatareloszlas-tételt. A hatéarfolyamat egy
Skorohod-értelemben tiikrézott Brown-mozgés segitségével adhaté meg. Egy nagy varha-
to értékd véletlen idében a bolyongo helyzetére megfelels skalazassal lokalis hatareloszlas-
tételt is adott, ezzel igazolva a sejtett 2/3-os skalazasi kitevd helyességét.

A |T95] bizonyitasanak kulcsa egy Ray —Knight-féle érvelés, amely az éltaszito rovid-
lato bolyongas esetén miikodik, de az eredeti X (n) csucstaszité rovidlatd bolyongésra,
melyet (2)-ben vezettiink be, nem alkalmazhato. A Ray — Knight-elmélet eredeti Gtlete a
[K63] és [R63] cikkekben taldlhato. Az deriil ki, hogy az inverz lokalis id6ben megéllitott
éltaszito rovidlato bolyongas lokélisidG-sorozata Markov-lancot alkot, amely mar alaposan
tanulméanyozhato.

Tény, hogy hasonl6 egyszertisités az eredeti csiicstaszito rovidlaté bolyongasnal nem
végezhets el. A megfelel§ folyamat ebben az esetben ugynais nem markovi, igy a Ray—
Knight-megkozelités nem hasznélhato. Ezért az eredeti diszkrét ideji cstcstaszitd rovid-
lato bolyongasra nem is ismert hatareloszlas-tétel.

Késébb Toth és Werner a [TW98| cikkben megkonstrualta a valddi dntaszité moz-
gast (true self-repelling motion), amely az egydimenzios révidlatd ontaszité bolyongas
skalalimeszének tekinthets. A folyamat konstrukcioja bonyolult. A kétdimenzios térids
minden pontjabol kiinduld 6sszeolvadé Brown-mozgasok nem megszamlalhato csaladjan
alapul. Ezt a trajektoriarendszert késsbb Brown-féle halozatnak (Brownian web) nevez-
ték el, 1d. [FINRO4|. A valodi ontaszitdo mozgas lokalisids-profiljat a Brown-féle halozat
segitségével lehet megadni, és maga a folyamat ebbdl visszadllithatd. A valodi ontaszito
mozgas rendelkezik minden olyan analitikus és sztochasztikus tulajdonsiggal, amely az
A28 X (| At|) skélalimeszérl varhato, amint A — co. Az éltaszito révidlatd bolyongasra
vonatkozo invarianciaelvet [NRO6| tisztazta.

A [T95|-ben (¢és az ezt kovets cikkekben) megjelend hatareloszlas-tételek a bizonyitasuk
mélyén olyan bels6 kombinatorikai elemeket tartalmaznak, amelyek nagyon megnehezitik
(vagy esetleg lehetetlenné is teszik) a bizonyitésok altalanos érvényt kiterjesztését olyan
egydimenzi6s modellek teljes csalddjara, amelyeket a sajat lokélis idejiik negativ gradiense
iranyit. Nemrég azonban sikeriilt az egydimenzidés modellek szuperdiffuziv viselkedését
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altalanosabban igazolni: a [TTV11| cikkben a szerzék az egydimenzids 6ntaszité Brown-
féle polimerre bizonyitjak, hogy lim, . ¢~%/*E (X (t)?) > 0 és lim;_., t3/?E (X (t)?) < co.
Ezek éltalanos érvényt szuperdiffuziv korlatok (amelyek nem fiiggnek a mikroszkopikus
részletektdl), de a vart t%/3-os skdlazastol még mindig messze vannak.

A kovetkezSkben attekintjuk a rovidlaté ontaszité bolyongasra és az ontaszité Brown-
féle polimerre vonatkozo legfontosabb eredményeket, amelyek az irodalomban eddig meg-
jelentek.

Egy dimenzié: sejtés X (n) ~ n?/? nem Gauss hatarfolyamattal;

e Sejtések, renormalizacios csoportos érvelések, [APP83|, [PP87];
e ¢ltaszito rovidlato bolyongas: Toth [T95] és fent;

e A valodi Ontaszitdé mozgas konstrukcidja, amely az egydimenzids révidlato dntaszito
bolyongas skalalimesze: Toth és Werner [TW9S§]| és fent;

e Iranyitottél-taszito rovidlato bolyongas: Toth és Vets [TVOS| és 2. fejezet;
e Folytonos ideji csticstaszito rovidlatd bolyongéas: Toth és Vets [TV11] és 3. fejezet;

e Fgydimenzios rovidlatd ontaszitd bolyongasi modellek online demonstracioja: Vetd
[VO09|;

e Szuperdiffuziv korlatok az egydimenzios Ontaszité Brown-féle polimerre: Tarreés,
Toth és Valko [TTV11].

Két dimenzio:  sejtés X (n) ~ n'/2log'*n Gauss hatarfolyamattal;

e Sejtések, renormalizacios csoportos érvelések, [APP83|, [OP83];

e Szuperdiffuziv korlatok a kétdimenzios 6ntaszité Brown-féle polimerre: Toth és Val-

k6 [TV10].

Harom és magasabb dimenzié: sejtés X (n) ~ n'/? Gauss hatarfolyamattal;

e Sejtések, renormalizacios csoportos érvelések, [APP83], [OP&3];

e Diffuziv korlatok és centralis hatareloszlas-tétel az ontaszité Brown-féle polimerre:
Horvath, Toth és Vets [HTV11] és 4. fejezet;

e Diffuziv korlatok és centrélis hatareloszlas-tétel a révidlatdé ontaszitdé bolyongésra:
Horvath, Toth és Vets [HTV11]. Ez az eredmény nem része a téziseknek.

1. Tikrozott Brown-trajektoriak

Az egyméson Skorohod-értelemben felfelé vagy lefelé titkrozott (idében ellentétesen futo)
egydimenzios Brown-trajektoridk vizsgalata az [STWO00| cikkben kezdddott, motivacio-
jat pedig a [TW98| cikk adta azzal a konstrukcioval, amelyet ma Brown-féle halozatnak
hivnak, 1d. [FINRO4|. Az egyméson tiikrozott Brown-mozgasok nagyon érdekes és idén-
ként meglepd tulajdonsdgokat mutatnak. Tovabbi tanulmanyok az egymasrol Skorohod-
értelemben tikrozott Brown-mozgéasokrol: [SWO02], [BN02| és [WO07]. Kiiléndsen [WO07],
melyben Warren 0Osszeolvadd Brown-trajektoridk két egymassal Gsszefonodott csaladjat



vizsgélja, ahol az egyik csaladhoz tartozo trajektoridk a masikrol Skorohod-értelemben
tiikrozédnek, és az igy Osszeolvadd Brown-mozgésok eloszlasara determinansformulat ad.

Warren formuldjanak egy specialis esete a kovetkezd: rogzitsiink egy Brown-mozgast,
és err6l Skorohod-értelemben két masik Brown-mozgast tiikrézziink felfelé ill. lefelé. E két
utobbi tavolsdga haromdimenzios Bessel-folyamatként fejlodik. A [TVO7] cikk alapjan
a dolgozatban egy 1j elemi bizonyitast adunk erre a tényre a Brown-mozgas diszkrét
kozelitésével és a Donsker-tétel felhasznélaséaval.

Skorohod-tikrozés

Legyen T' € (0,00) és b,z : [0,7) — R folytonos fiiggvények. Tegyiik fel, hogy =(0) >
b(0). A kovetkezo allitasban szerepls konstrukeié Skorohodtol szarmazik. A bizonyités
az [RY99] (VI. fejezet, 2.1. lemma) vagy az [STWO00]| (2.1. fejezet, 2. lemma) munkékban
megtalalhato

1.1. allitas. (1) Egyértelmiien létezik az xy; : [0,T) — R folytonos fiigguény a kovetkezd
tulajdonsdgokkal:
— Az xy — b fiigguény nemnegativ.
— Az 2y — x fligguény nemcesokkend.

— Az xy — x fligguény csak olyan helyeken nd, ahol xpy =b. Azaz

A (e () # b(8)) d( (£) — (8)) = 0.

(2) At— xp(t) figguény megadhato az

formuldval.

() A C(0,7)) x C(0,T)) 3 (b(-),2(-)) = (b(),211(-)) € C([0,T)) x C([0,T)) hozzd-
rendelés folytonos a szuprémumtdvolsdggal.

At — a2 (t) fiiggvényt az z(-)-nek a b(-)-n felfelé valo Skorohod-tikrizittjanak nevez-
ziik. Ahogy a [STWO00| cikkben is megtalalhato, az x(-)-nek a b(-)-n valo Skorohod-feltoltja
megfelel6bb elnevezés lenne. A b(t) = konst. fliggvényre vonatkozo Skorohod-tiikrozés
alapvetd szerepet jatszik a Tanaka-formula preciz megfogalmazéaséaban, 1d. [RY99] VI. fe-
jezetét. Ld. tovabba az 1. dbréat.

A by : [0,T) — R figgvényekre, ahol y(0) < b(0), a lefelé valo Skorohod-tiikrozés
vagy Skorohod-letolas a

v == (=) w1) s w(t) =y(t) — Sup. (y(s) = b(s)),

képlettel definialhato.



1. abra. Példa a Skorohod-tiikrozésre, és az 1.2. tételben szerepld tiikrozott Brown-
mozgasok

A tiikrozott Brown-mozgasokra vonatkozo eredmény

Legyen B(t), X (t) és Y (t) harom fiiggetlen 0-bol indul6 standard Brown-mozgas, és legyen

XF(t) = Xpi(t),  X(t):= XT(t) - B(), (6)
YO(t) = Y1),  Y(t) ==Y (1) + B(®), (7)

ahogy az 1. abran lathato. A
Z(t) =Xt -Y ) =Xt + Y1) (8)

kiilonbség a szamunkra érdekes mennyiség. Konnyen lathato, hogy a 2~/ 2X (t)es 27V 2}/}(15)
folyamatok kiilon-kiilon standard tiikr6zott Brown-mozgasok, amelyek természetesen 0ssze-
fiiggGek.

A kovetkezs tény a [WO7| cikk {6 eredményének egy speciélis kovetkezménye.

1.2. tétel. A 27'/2Z(t) folyamat BES?, azaz hdromdimenzids Bessel-folyamat:

dz(t) = 2%@ FVEAW (), Z(0) = 0. (9)

A dolgozatban a tétel elemi bizonyitasat adjuk.

2. Egydimenzios iranyitottél-taszité rovidlaté bolyongas

A [TVO08| cikk alapjan a rovidlato éntaszitdo bolyongés egy olyan variansat tekintjik a Z
egész racson, amelynél az ontaszitast az iranyitott éleken vett lokalis id6kkel definidljuk.
Ez a modell hasonlit a [T95]-ben vizsgalthoz, de a bolyongot itt az irdnyitott, nem pedig
az iranyitatlan éleken vett lokalis id6k kiilénbségei mozgatjak.

Meglep6 modon a kapott viselkedés kiilonbozik az iranyitatlan élek esetétsl. A lokalisids-
folyamatra és a bolyongé helyzetére az id6 négyzetgyokével (nem pedig 2/3-ik hatvanya-
val) aranyos térskalazas mellett bizonyitunk hatéreloszlas-tételeket, de a limeszeloszlasok
kiilonboznek a megszokott diffuzivaktol. A bizonyitasok & OsszetevGje a Ray — Knight-
megkozelités.

Hatareloszlas-tételt adunk az inverz lokélis id6ben vett lokélisidé-folyamat szuprémum-
normaban és valoszintiségben vett konvergenciajara. Ennek kovetkezményeként azt is bi-
zonyitjuk, hogy az inverz lokalis id6k determinisztikus értékhez konvergélnak. Ezutan
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az inverz lokalis id6kre vonatkozo6 hatéareloszlas-tételbsl a bolyongéd helyzetére vonatkozo
lokalis hatéareloszlas-tételt is levezetiink a bolyongdt egy nagy varhato értékid fliggetlen
geometriai id6ben megallitva. Vegiil a bolyongo helyzetére és lokalis idejére mutatunk szi-
mulacios eredményeket. A bolyongas kiilonos skalazasi viselkedését az abrak is mutatjak.

A modell definiciéja
Legyen w nemcsokkend és nem konstans silyfiiggvény:

w:Z— Ry, w(z+1) > w(z), llm (w(z) —w(—=2)) > 0. (10)

zZ—00

Az X (n) els6szomszéd-bolyongéast tekintjiik a Z egész racson, amely az X (0) = 0-bol indul,
és amelyet a sajat lokalisidé-folyamata hajt a w fliggvényen keresztiil a kovetkezSképpen.
Jelolje (£(n, k), (n,k) € Z, x Z az iranyitott éleken vett lokélis id6t:

(En,k) =#{0<ji<n—-1: X)) =k X(G+1)=k+£1},
ahol #{...} a halmaz elemszamat jeloli. A
n, k) = (n k) + 0 (n,k+1) (11)

jelolést is hasznélni fogjuk, ami a (k, k + 1) iranyitatlan élen eltoltott idd.
A bolyongas atmenetvaloszintiségei
P(X(n+1)=X(n)+1|F,)
) w(E(E (n, X (1) — (0, X () 12
w(l*(n, X(n)) = £ (n, X(n))) + w(l(n, X(n)) = £+(n, X(n)))’
Fin+1L,k) =05, 2) +1(X(n) =k, X(n+1)=k+1).

Vagyis a bolyongas minden lépésben azon az iranyitott élen 1ép el az aktudlis poziciobol
legnagyobb valoszintiséggel, amelyet a multban kevésszer hasznalt. Ez a 1épési szabaly
kiegyenliti és kisimitja a lokalis id6 irregularitasait.

F6 eredmények

Ahogy a [T95] cikkben is, a bizonyitas kulcsa a Ray — Knight-megkozelités. Legyenek
TH=min{n > 0:5(nj) > 1}, jEZL, rel,

az un. inverz lokalis iddk, és

Ao (k) == UT} k) = 05T k) + 0 (T k+1),  jkeZ, reZ, (13)

J17‘7 j)r7 ]7T’

az inverz lokalis id6kben megéllitott bolyongéas (iranyitatlan éleken vett) lokalisidg-sorozata.
Ld. a 2. abrat. A Tjir megallasi id6ben a bolyong6 altal meglatogatott bal- és jobbszélsé
éleket jelolje

+ A
M= inf{k € Z : AL (k) > 0},
pi, o =sup{k € Z : A;,(k) > 0}.

sup, AT (k)
Jor Jr kS g
mennyiségek mind végesek. Az inverz lokalis id6kben megallitott bolyongas lokalisid6-
folyamatéara vonatkozo {6 eredmény a kiovetkezd:

Megjegyezziik, hogy rogzitett j € Z és r € Z, mellett a T= pjiﬂq —\*
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2. dbra. A T;Q = 12 inverz lokalis id6ben megallitott bolyongas lokalisidé-sorozata

2.1. tétel. Legyen x € R és h € R, rogzitett. Ekkor

_ P
A IATAQ:HA}ZJ — —|z| — 2h, (14)
- P
AT a2k, (15)
€s b
Sup AT ang (LAY ]) = (el =yl +2R) | — 0 (16)
Yy
amint A — oo.
Vegyiik észre, hogy
+
Pir
+ +
T = ) AL (k).
k=AT,

Ezért a 2.1. tétel egyenes kovetkezménye az aldbbi

2.2. kovetkezmény. A 2.1. tétel jeldléseivel
_ P
A szixJ,LAhJ — (|| + 2h)? (17)
amint A — oo.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a lokalisid-folyamat és az inverz lokalis id6k valoszi-
niiségben egy determinisztikus értékhez, nem pedig egy tényeges valoszintségi valtozohoz
konvergalnak. Ezért ez az eset valamelyest hasonlit a |[T97] cikkben targyalt gyengén
onvonzo bolyongéashoz.

Legyen

o(t,2) = QLﬁmm < Vi)

az UNI(—v/t,\/t) eloszlas stirtiségfiiggvénye, amely a bolyongas skalalimeszének peremel-
oszlasara adodo természetes jelolt. A bolyongd helyzetére vonatkozo lokdlis hatdreloszlds-
tétel bizonyitasahoz idébeli simitasra van sziikség, amelyet Laplace-transzformacioval va-
lositunk meg. Legyen

Blssa)i=s [ ol a) dt = Vim(1 — B(VEla).

ahol ®(z) := \/Lz? [ e v*/2dy a standard normélis eloszlasfiiggvény.



2.3. tétel. Legyen s € Ry rogzitett és 05,4 geometriai eloszldsi valdsziniségi vdltozo,
P (93/A = n) =(1- 6_8/‘4)6_5”/‘4, (18)
amely figgetlen az X (n) bolyongdstol. Ekkor majdnem minden x € R-re
AP (X(HS/A) = LA1/2mJ) — p(s, 1)
amint A — o0.

A (14) és (15) formulakbol az (A~Y/2X (| At])) 4>1 eloszlasok feszessége konnyen kivet-
kezik. Ezért a 2.3. tétel alapjan ha az X(-) bolyongasnak van valamilyen skéalalimesze,
akkor

ATV2X (| At]) = UNI(—Vt, V1). (19)

A hatareloszlas-tételek bizonyitasanak vazlata

A 2.1. tétel bizonyitasa a kovetkezdképpen épiil fel. Minden k € Z csticshoz azonos eloszla-
st 7 segéd Markov-lancokat vezetiink be. Ezen Markov-lancok 1ényegében a szomszédos
éleken a lokalis idsk kiilonbségeit mutatjak. Ezen Markov-lancok eloszlasat vizsgaljuk,
meghatarozzuk a p stacionarius mértéket, és exponenciélis becslést adunk a stacionérius
eloszlashoz valo konvergencia sebességére. A stacionérius varhato érték —1/2-nek adodik.
Az ni-k fiiggetlensége miatt az
Ly (k) = (T}, k)

g

lokalisid6-sorozat (amely lényegében Ai fele”) bolyongasként reprezentalhato rogzitett

r??

J E€EZ_ ésr € 7, esetén, vagyis kovethetjuk a Ray —Knight-megkozelitést. Levezethetd,
hogy
ir(g) =,

Lj,(j

Liw(k+1) = Lj.(k) + 1+ ne41(Lj (k) + 1), J<k<O,
Lj(k+1) = Lj. (k) + mea (L (k)), 0 <k < o0,
Lj,r(k - 1) = Ljﬂ”(k) + nk(Lj,T<k))> —o0o0 < k <.

Ezekbdl a formulakbol kovetkezik, hogy a j € Z_ poziciobol kiindulva a lokilis idsk
L;,(k) sorozata lépésenként generalhaté mindig egy 1j fiiggetlen valoszintségi valtozot
hozzdadva, azaz gy, mint egy bolyongas. Vegyiik észre, hogy j és 0 kozott a varhato
lépésnagysag 1/2, 0 folott —1/2 és j alatt visszafelé ismét —1/2. Ez sszhangban van
(16)-tal. Ezen a ponton azt kell megmutatni, hogy az L,,(k) kétiranya bolyongéas nem
nagyon tér el a varhato értékétsl.

A skalazashoz a j = |Ax| és az r = | Ah| értékeket valasztjuk. Bizonyithato, hogy
amig Ljaz) [an(k) > AY2+eaddig az n, Markov-lancok, amelyek az L Az, an) (k) —
L az), an)(k — 1) novekményekben jelennek meg, exponencialisan kozel vannak a staci-
onarius eloszlasukhoz. Ez lehet6vé teszi a hatékony csatolast fiiggetlen azonos eloszlasu
staciondrius m,(m) példanyokkal, vagyis amelyekre P (7, (m) = ) = p(z) teljesiil minden
k € 7Z és m € Z esetén. B

A (20) formulaban az ny-kat 7;-kkal helyettesitve definialhaté L; . (k) p eloszlast névek-

(20)

ményekkel. Szokésos nagyeltérés-becslésbsl adodik, hogy az L;, bolyongas fluktuécioja
a varhato érték koriil nagy valoszintséggel A'/2+¢ alatt marad. A csatolas konstruk-
cidja alapjan lathato, hogy nagy valoszintséggel Liag|an|(k) = Liaz),|an|(k) teljesiil,
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3. abra. A bolyongas lokalisid-folyamata és trajektoriaja w(k) = 10F ratafiiggvénnyel

amig mindkét folyamat az AY?*¢ kiiszob f6lott van. A csatolds méar nem mikodik, ha
L az), an (k) a 0 kozelébe keriil, de megmutathato, hogy amint ez megtorténik, nagy va-
16szintiséggel L lineéris, tehat A2 id6 alatt eléri a 0-t. Ezzel a 2.1. tétel bizonyitasa
teljes.

A 2.3. tétel bizonyitasanak {6 azonosséga

P (X Z Ty =n)+P (Tih1,, =n)), (21)

m=0

amely az X (n) elmozdulés eloszlasat hozza kapcsolatba a T, ,;tm inverz lokalis id6k eloszlé-
saval. Ezért a 2.2. kovetkezményben kimondott hatéareloszlas-tétel alkalmazhato.

Szimulaciés eredmények

A 3. abran szimulaciés eredményeket mutatunk be. Az elsé grafikon a w(k) = 10* fiigg-
vényhez tartozoé bolyongas lokalisidg-folyamatét mutatja kb. 10 1épés utan. Pontosabban
a Ny soo filggvény értékei lathatok. A maésik grafikonon a megfelel6 trajektoriat abrazol-
tuk.

A lokalisids-folyamat lathatd egyezést mutat a 2.1. tételnek megfelelg elméleti érté-
kekkel. A trajektoria még érdekesebb. Itt jol kirajzolodnak a —+/t-nél és v/t-nél hiuzodo
also és felsé burkolok. Masrészt a bolyongd nagyon gyorsan oszcillal ezen két extrém ér-
ték kozott. Szinte visszafordulas nélkiili atmetszések lathatok —v/t és v/t kozott mindkét
irdnyban. Ez azt is alatamasztja, hogy az iranyitottél-taszito rovidlatd bolyongasnak nem
létezik folytonos skalalimesze.

Amikor a bolyong6 1j teriiletekre ér, pl. tullépi a korabbi maximumat, akkor a vissza-
fordulas valoszintisége w-t6l fliggetleniil 1/2; hiszen mindkét kimend élen a lokalis id6 0.
Ez heurisztikus magyarazatot ad arra, hogy a —v/t-nél és v/t-nél huzodo also és felss
burkolé miért univerzalis.

3. Egydimenzios folytonos idejii cstcstaszitdé rovidlato
bolyongas

Ebben a fejezetben és a [TV11]| cikkben az egydimenzios folytonos ideji csicstaszito ro-
vidlato bolyongdst vizsgaljuk. A Ray—Knight-modszer, amely elészor a [T95] cikkben
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jelent meg és amelyet a 2. fejezetben is alkalmazunk a diszkrét ideji éltaszito esetére a
rovidlatd ontaszité bolyongasnak, modositva a jelen modellre is felhasznalhatd. A bo-
lyongas lokalisid6-folyamatara adunk hatareloszlés-tételt, ill. lokalis hatareloszlas-tételt a
bolyongo helyzetére. A fejezet f6 otletei hasonloak a [T95] cikkben alkalmazottakhoz, de
lényeges kiilonbségek is vannak. Példaul Gj csatolési érveléseket alkalmazunk a bizonyitas
soran.

A tekintett bolyongas és a f6 eredmények

Bevezetjiik a rovidlato ontaszito bolyongas folytonos idejii valtozatat, amely a (3) formu-
laval definidlt modell megfelelGje, és amelyre a Ray — Knight-mddszer alkalmazhato lesz.
Legyen X (t), t € Ry folytonos ideji X (0) = 0-bol indulé bolyongas Z-n jobbrol folytonos
trajektoriakkal. Lokalis idejét a cstcsokon adott (¢, ) € Ry x Z esetén jelolje

Ut,z) = {s€[0,t) : X(s) =z}, (22)

ahol |{...}| a halmaz Lebesgue-mértéke. Legyen w : R — (0,00) majdnem tetszleges
ratafliggvény. Azt tessziik fel rola, hogy nemcsokkend és hogy nem konstans.
A bolyongas a

P(X(t+dt)=x+1|F, X() =21
(t, x)

w(l(t,x) — L(t,x £ 1)) dt + o(dt), (23)
1(X(t) =) (24)

ratak és differencialegyenlet szerint fejlédik az
X(0)=0, 00,2) =0

kezdeti feltétellel. A (24)-ben szereplé pont idéderivaltat jelol. Vegyiik észre, hogy ex-
ponencialis w(u) = exp{fu} sulyfiiggvény esetén ez azt jelenti, hogy t-ben bekovetkezd
ugrast feltételezve az adott helyrsl valé jobbra ill. balra ugrésok valdszintiségei éppen
e—ﬂﬁ(t,xil)/(e—ﬁﬁ(t,x-l-l) + e—ﬁﬁ(t,w—l))7 ahogyan (2)—ben.

Rozitsiik a j € Z és r € R, értékeket. Az X (t) bolyongast ¢t = 0-bdl a

T, =1inf{t > 0:((t,j) > r} (25)

megéallasi id6ig futtassuk, ami az inverz lokalis id6 a modelliinkben. Vezessiik be az X
folyamat inverz lokalis id6ben megallitott

My (k) = (T30 k) keZ (26)
lokalisidé-folyamatét. Legyen

)\j,r = mf{k’ ez A]’,r(k) > 0},
pjr=sup{k € Z: A;,(k) > 0}.
Legyen x € R és h € R, rogzitett. Tekintsitk a W, 5(y), y € R kétiranyt titkrozott

és elnyelt Brown-mozgast, amely a W, ;,(z) = h-bél indul. Ld. a 4. abrat. Vezessiik be a
0, 2] vagy [z, 0] intervallumon kiviil a 0 elss elérési idejét

oni=sup{y < 0Nz : W,u(y) =0},
tep i=1nf{y >0V az: W,(y) =0},

11
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X
4. abra. A W, j, kétiranyu tiikrozott és elnyelt Brown-mozgas

ahol a A b = min(a,b), a V b = max(a,b), és legyen

:th _/ W:ch (27)

A fejezet {6 eredménye a kévetkezd.
3.1. tétel. Legyen x € R és h € R rogzitett. Ekkor
A_l)‘LAa:j,L\/XahJ = lona,hs (28)
A_IPLAIJ,L\/ZMJ = Cova,hs (29)

és

<ALAxJ,L\/ZahJ(LAyJ) /\LAxJ,L\/Zahj <y<pLAxJ,L\/Zahj)

oV A 7 A - A (30)
- (Wx,h(y)v [O/\m,h S Yy S tO\/ae,h)
amint A — oo ahol 0? = ffooo u?p(du) € (0,00) és ahol p explicit médon megadhatd.
3.2. kovetkezmény. Bdarmely v € R és h > 0 esetén
T
|Az|,|VAch] — T, (31)

o A3/2
A 3.3. tétel kimondasahoz tovabbi definiciokra van sziikség. (27)-bdl kévetkezik, hogy
7., abszolit folytonos eloszlast. Legyen

St 7) = % /0 TP (T, < ) dh. (32)

A [T95] cikk 2. tétele szerint rogzitett ¢ > 0 esetén (t,-) egy valosziniiségeloszlas sii-
riségfiiggvénye, azaz [~ o(t,z) dz = 1. Véarhato lenne, hogy ¢(t,-) legyen X (At)/A%/3
hatarértékének surusegfuggvenye amint A — 0o, de ehelyett a Laplace-transzfromaltakra
bizonyitunk hasonlo allitast. Jelolje @ a ¢ fiiggvény Laplace-transzformaltjat:

o(s,z) :=s /OOO e o(t,x)dt. (33)

3.3. tétel. Legyen s € Ry rdgzitett és 0,4 egy A/s varhato értéki exponencidlis eloszldsi
valdszindségi vdltozo, amely figguetlen az X (t) bolyongdstol. Ekkor majdnem minden
x € R esetén

APPP (X (0y14) = [A*Pa]) — B(s,2) (34)

amint A — oo.
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4. Centralis hatareloszlas-tétel a harom- és magasabb di-
menzidés ontaszité Brown-féle polimerre

A rovidlato ontaszitd bolyongés folytonos térbeli és idébeli megfelelGjeként az ontaszito
Brown-féle polimer aszimptotikus viselkedését vizsgéljuk a tranziens dimenzidkban. El6-
szor a [TTV11]| cikkbeli egydimenzios eredmények kiterjesztéseként a részecske helyzetébdl
nézett kornyezetnek (amely lényegében a folyamat kisimitott lokalis ideje) egy természetes
idében stacionarius és ergodikus mértékét azonositjuk. A {6 eredmény, hogy harom és ma-
gasabb dimenzioban ezen stacionarius (és ergodikus) esetben a mozgé részecske helyzete
diffuzivan skalazhato és a véges dimenzids eloszlasok egy Wiener-folyamatéhoz tartanak.

Jelen fejezet eredményei, melyek a [HTV11] cikken alapulnak, részben megvélaszoljak
0s csoportos érveléseken multak, de a dolgozatban preciz bizonyitasokat adunk, amelyek
az elsé matematikai eredmények magas dimenziokban. A felhasznalt {6 eszkoz az ergodi-
kus Markov-folyamatok additiv funkcionaljaira vonatkoz6 Kipnis — Varadhan-féle centralis
hatareloszlas-tétel nemreverzibilis valtozata és a Sethuraman, Varadhan és Yau altal be-
vezetett [épcsds szektorfeltétel, 1d. [SVY00).

A modell definiciéja és hattere

Az Ontaszité Brown-féle polimer a kovetkezGképpen adhaté meg. Az alabbi definicio
pontosabb, mint a (4)—(5)-ben megadott. Legyen V : R? — R, kozelits egység, azaz sima
(C*°) gombszimmetrikus végtelenben gyors lecsengésii, és legyen

F:R* — RY F(z) := —grad V(x). (35)
Tovabba a V fiiggvényre a kovetkezs pozitivitdsi feltételt is kiszabjuk:
Vip) = (27T>_d/2/ eV (z) dz > 0. (36)
R4

Egy lehetséges valasztas példaul V(z) := exp{— |z|* /2}.
Legyen t +— B(t) € R? standard d dimenziés Brown-mozgés, és a t — X(t) € R?
sztochasztikus folyamat legyen a

dX(1) = dB(t) + ( / "R — X(u) du) dt (37)

sztochasztikus differencidlegyenlet megoldasa.
Bevezetjiik a lokalis id6 mértékét:

0t A) = 000, A) + [{0 < s < t: X(s) € A}, (38)

ahol A C R? mérhets tartoméany, és £(0, A) elGjeles kezdeti érték. A (37) egyenlet ekviva-
lens (5)-tel. Ebben a fejezetben a harom- vagy magasabb dimenzios 6ntaszité Brown-féle
polimerrel foglalkozunk.

A centrélis hatareloszlas-tétel bizonyitasa itt az ergodikus Markov-folyamatok additiv
funkcionaljainak martingalkozelitésén keresztiil torténik, ahogy ez a reverzibilis folyama-
tok esetén a klasszikus Kipnis— Varadhan-cikkben [KV86] és a kés6bbi nemreverzibilis
kiterjesztésekben olvashato, 1d. [T86], [V96] és [SVYO00|. Ezt a megkozelitést Kipnis—
Varadhan-elméletnek nevezziik. A hatékony martingalkozelités létezése az [SVY00| cikk-
ben szerepld lépcsds szektorfeltételbsl kovetkezik.
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A kovetkezSkben az allapotteret és rajta egy Gauss-mértéket adunk meg. Ezen a téren
bevezetjiik a kornyezetfolyamatot, amely stacionarius lesz az adott mértékkel. Ezutéan
kimondjuk a f& eredményeket és vazoljuk a bizonyitast.

Allapottér, Gauss-mérték és koérnyezetfolyamat

Az alapfolyamatok megfelels allapottere a végtelenben lassan névé sima skalarmezdk te-
re, vagyis Q = {w € C®(R? — R) : ||w||mT < oo} ahol ||w||m7r = SUp,cpa(l +
|2z]) /" ‘GLZ',,,_,mdw(a:)‘ félnormak minden m = (my,...,mg) m; > 0 multiindexre; és
r > 1 esetén. Az Q tér ezen félnormékkal Fréchet-tér.

A |[TTV11] cikkben bemutatott egydimenzios stacionarius mértékhez hasonléan célunk
R? pontjaihoz

E(w(z) =0, Clz—y):=Ewwly)=g*V(r-y) (39)
varhato értékid és kovariancidju Gauss-valtozokat rendelni, ahol
g:R* =R, g(z) == |z]*¢ (40)

az R? vett Laplace-operdtor Green-fiiggvénye. A Minlos-tételbsl (1d. [S74]) kovetkezik,
hogy ilyen valdszintiségi Gauss-mérték egyértelmiien létezik az Q) téren. A fejezet soran
végig feltessziik, hogy d > 3. Ez a mérték a 0 tomegi szabad Gauss-mezd, amelynek ibo-
lyan tuli szingularitédsat a sima és gyorsan lecsengs V' kozelits egységgel vett konvolicioval
simitjuk.

AT, :Q—Q (rw)(x) = wx+2) z € R? eltolascsoport természetes moédon hat Q-n,
és meg6rzik a m(dw) valoszintiségi mértéket. Az (Q, 7(dw), 7. : z € R?) dinamikai rendszer
ergodikus.

A kornyezetfolyamat legyen a kisimitott lokalisid6-profil a részecskéhez rogzitett mozgod
koordinatarendszerbdl nézve, amely (5) és (37) jobb oldalan is megjelenik. Jelolje ezt

n(t) = (1(t, x))sez, ahol
n(t, ) =n(0, X(t) + ) + /0 V(X(t) +2— X(u)du= (V= 0(t,)(X(t) + ). (41)

Vegyiik észre, hogy n(t) Markov-folyamat az €2 téren. Meglepd modon a (39)-cel defini-
alt Gauss-mérték természetes iddben staciondrius és ergodikus mértéke a (41)-ben adott
folyamatnak. Minden tovabbi eredményt a stacionarius eloszlasbol inditott folyamatra
értiink.

A fejezet 6 eredménye a t — X (t) folyamat diffuziv hatéarértékére vonatkozik. Az (5)
és (41) egyenletekbdl az kovetkezik, hogy az elmozdulas

X0 =8+ [ ' o(n(s)) ds (42)

alakban frhato, ahol ¢ : Q — R? a t +— 7(t) stacionarius és ergodikus Markov-folyamat
allapotterén értelmezett fliggvény:

p(w) = —grad w(0). (43)
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Eredmények

4.1. tétel. A w(dw) wvaldszinidségi Gauss-mérték az Q0 téren 0 vdrhato értékkel és a (39)-
ben megadott kovariancidval idében invaridns €és ergodikus mértéke a t — n(t) Q-értéki
Markov-folyamatnak.

4.2. kdvetkezmény. m-majdnem minden 1(0, ) kezdeti eloszldsra

lim X(®) =0 m.b. (44)
t—oo

Megjegyzés. Vilagos, hogy harom és magasabb dimenzioban a ¢t — 7(t) folyamatnak
mas stacionérius eloszlasa is van. Példaul a ¢ — X(t) folyamat tranziencidja miatt az
sires” n(0,x) = 0 kezdeti értékbdl elért stacionarius mérték biztosan kiilonbozik dr-tél.
A modszereink és eredményeink erre a dmw stacionarius eloszlasra érvényesek.

A fejezet {6 eredménye a kovetkezo tétel:

4.3. tétel. Hdarom és magasabb dimenzioban a kévetkezdk teljestilnek:

1. A
o?i=d! tlim t'E (|X(t)|2) (45)
aszimptotikus szordsnéqyzet létezik, és
1<0® <1+ p% (46)
ahol
pimd [ V) dp < (47)
R
2. Az X(VH)
Xn(t) = (48)

diffuziv modon skdldzott folyamat véges dimenzios peremeloszldsai eqy standard d
dimenzids Brown-mozgdséhoz tartanak. A konvergencia az 1n(0) kezddértékre a dm
eloszlas szerint valosziniségben értendd.

Megjegyzés. Ahogy a tételben is szerepel, az eredmények az (0, x) kezdeti érték szerint
valdsziniségben értenddk a fent definialt stacionarius (és ergodikus) kezdeti eloszlassal.
Cuny és Peligrad [CP10] nemrég megjelent munkéja reményt adhat a Kipnis— Varadhan-
elmélet kiterjesztésére majdnem minden kezdeti értékre teljesiilé centralis hatareloszléas-
tétellé a stacionarius mérték szerint.

A hatareloszlas-tétel bizonyitasanak vazlata

Elészor bevezetjiik a H = £2(Q, 7) Gauss— Hilbert-teret, amelyen az 7(t) folyamat infini-
tezimalis generatora hat. Ez egy szintezett Hilbert tér, vagyis

H=EEH. (49)
n=0
végtelen sok ortogonélis altér direkt Osszege.
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Az n(t) folyamat G infinitezimalis generatora

d
1
G= A+ > (a]Vi+ Viay) (50)

=1

alakban irhato, ahol a;f [, : H, — Hus1 kelt6- és a; [w,: Hn, — H,—1 kioltéoperator.
Ezek egymas adjungaltjai. V; az l-edik irdnyt masodkvantalt derivélas, és A = 27:1 Vz.
G felbonthato G = —S + A alakban, ahol S az 6nadjungalt és A a ferdén 6nadjungalt
rész. Lathato, hogy az

d
1
S=-54 A= ;alv,+vlal

operatorok léteznek jol definialt onadjungalt ill. ferdén 6nadjungélt operatorként.

A modell természetes szimmetridja, hogy n(t) rendelkezik a Jaglom-reverzibilitds tu-
lajdonsagaval, vagyis hogy a stacionarius eloszlasbol indulo ellentettjére valtott és idében
visszafelé halado 7(t) = —n(—t) folyamat eloszlasban megegyezik az eredeti n(t)-vel. Ez
a tulajdonsag késébb nagyon hasznos lesz. Az n(t) folyamat ergodicitasa majdnem koz-
vetleniil a definiciobol lathato, ezért a 4.1. tétel kovetkezik.

Az 6ntaszité Brown-féle polimer X (¢) elmozdulésara vonatkozo centralis hatareloszlas-
tétel bizonyitasanak kiindulopontja a (42) egyenlet. Ebben a felirdasban B(t) egy Brown-
mozgas és az integraltag az 7(t) Markov-folyamat additiv funkcionalja. Ezért a Kipnis—
Varadhan-tétel egy valtozatanak alkalmazasa a cél.

Az eredeti Kipnis— Varadhan-tétel a [KV86] cikkben jelent meg altalanos reverzibi-
lis Markov-folyamatokra, vagyis ahol a generator ferdén énadjungalt része A = 0 elti-
nik. Toth a [T86] cikkben a nemreverzibilis esetben adott elégséges feltételt a centralis
hatéreloszlas-tétel teljesiilésére. A tér szintezése (49) esetén a lépcsds szektorfeltétel elég-
séges a centralis hatareloszlas-tételhez, amely az

|S7H2ASTH2 1y, (51)
becslést jelenti valamely v < 1-gyel. A fiiggvényre az
[57721]] < o0 (52)

H_;-korlatnak is teljesiilnie kell. Az [SVY00] cikkben a szerzék bizonyitjak, hogy az (51)

s (52) feltételekbol az
/0 f(n(s))ds (53)

integralra a centralis hatareloszlas-tétel kovetkezik.
Ezt a tételt alkalmazzuk az 6ntaszité Brown-féle polimerre, és igazoljuk az (51) és (52)
feltételeket. Konnyt latni, hogy HV;|A|*1/2H <1,ésa

A7 2a} T2, || < Cn'/?

becslés szamolas alapjan megmutathato. Ezért az (51) feltétel v = 1/2-del kovetkezik.
Az (52) H_j-korlatot egy [SVY00]-ban szerepld lemma segitségével latjuk be. Ez
azt mondja ki, hogy a (42)-ben szerepld integraltag aszimptotikus szorasnégyzete feliilrsl
becstilhets egy ugyanazon allapottéren definialt (¢) masik Markov-folyamat trajektori-
aja mentén ugyazon fiiggvény integraljanak szorasnégyzetével. Itt £(t) egy revezibilis
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Markov-folyamat, melynek infinitezimalis generatora —S, amely az n(t) G generatoranak
szimmetrikus része. Az Ontaszité Brown-féle polimer esetén (t) diffuzié véletlen téjon,
ezért az integral aszimptotikus szorasnégyzete kiszamithato, és ez harom vagy magasabb
dimenzioban végesnek adodik.

(46) megmutatéasahoz diffuziv also korlatokra is sziikség van. Ezzel azt az esetet zarjuk
ki, hogy a (42)-ben szerepld integraltag diffuziv hatarfolyamata kiejtse a martingaltagot,
amely ez esetben Brown-mozgas. Ez elvileg megtorténhetne, ahogy az egydimenzios elsé-
szomszéd egyszert kizarasos folyamat kozismert esetében, 1d. [A83]. A diffuziv als6 korlat
az Ontaszité Brown-féle polimermodell Jaglom-reverzibilitasabol adodik.

Tovabbi eredmények és konklizio

Hogy teljes képet nytjthassunk az olvasénak, megjegyezziik, hogy a rovidlaté ontaszito
bolyongast harom és magasabb dimenziokban ill. az éntaszité Brown-féle polimert egy és
két dimenzioban is vizsgaltak a kovelmultban.

A [HTV11] cikkben a magas dimenzios révidlato ontaszité bolyongésra is diffuziv kor-
latokat és centralis hatareloszlas-tételt adunk. Az eredmények kimondasa hasonlé a 4.3.
tételhez, de ez nem szerepel jelen dolgozat téziseiben.

Egy dimenzioban Tarrés, Toth és Valkod lényegében a

Cit** < E (|X(1)[7) < Cot/? (54)

becsléseket bizonyitottdk az ontaszité Brown-féle polimer elmozdulésara a V' fiiggvényre
vonatkozo6 bizonyos feltételekkel, ahol 0 < Cy < Cy < oo konstansok, 1d. [TTV11].

Masrészt Toth és Valko a [TV10| cikkben tobbek kozott azt igazoltak, hogy a kétdi-
menzios ontaszitdé Brown-féle polimerre a

Cstloglogt < E (|X(¢)*) < Cutlogt (55)

szuperdiffuziv korlatok teljesiilnek valamely 0 < C5 < Cy < oo konstansokkal.

Az (54) és (55) korlatok ugyan még nem az 1980-as években a rovidlaté ontaszitd
bolyongasra megsejtett nagysigrendet adjak, de robusztus becslések, amelyek a modell
sajatossagaitol nem fiiggnek. Ezen 0j eredmények létezése is bizonyitja, hogy az ontaszito
bolyongasok probléméja a modern valdszintiségszamitas kézponti témakore.

Nyitott kérdések széles skalaja ad lehetSséget tovabbi kutatésra. Az [APP83| cikk
sejtései még mindig megoldatlanok altaldban. Jelen dolgozat és az idézett munkak eredmeé-
nyei is csak bizonyos megszoritasok mellett érvényesek. Példaul a Ray — Knight-megkozelités,
amely egyébként hasznos eszkoz lehetne, kombinatorikai okok miatt nem terjeszthets ki
az itt targyalt modelleken tulra. Kérdésként meriil fel az egy- és kétdimenzios révidlato
ontaszité bolyongésra vonatkozo éltalanos szuperdiffuziv korlatok bizonyitéasa.

A kritikus diminzi6 felett alkalmazott funkcionalanalizisbeli eszk6z0k, amelyeket a 4.
fejezetben hasznaltunk, csak a lokélis id6k staciondrius kezdeti értékei mellett érvényesek.
Természetes kérdés mas (leginkabb azonosan 0) kezdeti feltételt tekinteni. A [CP10] nem-
rég megjelent cikk majdnem minden kezdeti érték mellett ad centralis hatareloszlas-tételt
reverzibilis Markov-folyamatok additiv funkcionaljaira, de az ott alkalmazott modszerek
nem tinnek kozvetlentl atvihetének jelen esetre, masrészt nem igazak azonosan 0 kezdeti
feltételre. Az elkovetkezd kutatas méasik lehetséges irdanya a funkcionalanalizisbeli eszko-
z0k kiterjesztése mas tipustt modellekre, példéul véletlen kézegli bolyongasra, amely mar
egy 1j kutatasi feladat kiindulopontja.
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