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Áttekintés

Xt : öntaszító bolyongás Zd -n, d ≥ 3, X0 = 0
Cél: lim supt→∞

1
t E(X 2

t ) <∞

Módszer:
1 Xt = Mt +

∫ t
0 V (ηu) du, ahol Mt stacionárius növekményű

L2-martingál, ezért E(M2
t ) = c1t.

ηt : környezet Xt-ből nézve, nem reverzibilis Markov-folyamat
az Ω = RZd

állapottéren
2

lim sup
t→∞

1
t
E

((∫ t

0
V (ηu) du

)2
)
≤ 2 lim

t→∞

1
t
E

((∫ t

0
V (ξu) du

)2
)

ahol ξt reverzibilis Markov-folyamat ugyanazon az Ω
állapottéren.

3 Reverzibilitás és az idő megfordításából adódó szimmetria

segítségével felső korlát E
((∫ t

0 V (ξu) du
)2
)
-re.
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Bevezetés

Ω állapottér, π stacionárius mértéke a G generátornak
ηt legyen G generátorú stacionárius Markov-folyamat
Legyen G ∗ a G adjungáltja, továbbá

S :=
G + G ∗

2

a szimmetrizált, mely negatív operátor.

Tekintsük az L2(Ω, π) valós Hilbert-térből a 0 várható értékű
függvényeket: H0 := {ϕ ∈ L2(Ω, π) :

∫
ϕ dπ = 0}. Ezen a téren a

〈ϕ,ψ〉 =

∫
Ω
ϕψdπ

a szokásos skalárszorzat, melyből a ‖ϕ‖0 =
(∫

Ω ϕ
2dπ

)1/2 norma
származik.
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Soboljev-terek

Tekintsük a ϕ ∈ Dom((−S)1/2), és legyen

‖ϕ‖2+ := ‖(−S)1/2ϕ‖20.

A Dom((−S)1/2) halmaz lezártja a ‖.‖+ norma topológiájában
legyen H+.

Hasonlóan
‖ϕ‖2− := ‖(−S)−1/2ϕ‖20,

ha ez véges, és H− a Ran((−S)1/2) lezártja a ‖.‖− norma
topológiájában.
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Dominancia reverzibilis Markov-folyamattal

Tétel (S. Sethuraman, S. R. S. Varadhan, H.-T. Yau)

Ha ϕ ∈ H0, ηt pedig G generátorú stacionárius Markov-folyamat,
továbbá

σ2(ϕ) = lim sup
t→∞

1
t
E

((∫ t

0
ϕ(ηu) du

)2
)
.

Ekkor
σ2(ϕ) ≤ 2‖ϕ‖2−.

‖ϕ‖2− = 〈(−S)−1/2ϕ, (−S)−1/2ϕ〉 =

∫ ∞
0
〈ϕ, euSϕ〉 du

= lim
t→∞

∫ t

0

t − u
t

ϕ(ξ0)ϕ(ξu) du =
1
2

lim
t→∞

1
t
E

((∫ t

0
ϕ(ξu) du

)2
)
,

ahol ξt az S generátorú folyamat.
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Bizonyítás I.

Pozitív λ-k esetén a
λψλ − Sψλ = ϕ

egyenlet megoldására, vagyis ψλ = (λI − S)−1ϕ-re

λψλ = λ

∫ ∞
0

e−λueuSϕ du =

∫ ∞
0

e−v
(
e

v
λ
Sϕ
)

dv → 0

L2-ben amint λ→ 0 a monoton konvergenciatétel miatt, hiszen
e

v
λ
Sϕ→ 0 pontonként. Ezért

lim
λ→0
‖ϕ− (−S)ψλ‖0 = lim

λ→0
λ‖ψλ‖0 = 0.
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Bizonyítás II.

ψλ(ηt)− ψλ(ηs)−
∫ t

s
Gψλ(ηu) du = Mλ(t)−Mλ(s)

martingál az F(−∞,t] = σ({ηu : u ≤ t}) filtrációra.

ψλ(ηs)− ψλ(ηt)−
∫ t

s
G ∗ψλ(ηu) du = M∗λ(s)−M∗λ(t)

fordított martingál az F[s,∞) = σ({ηu : u ≥ s}) filtrációra.
A két egyenletet összeadva kapjuk, hogy

−
∫ t

s
Sψλ(ηu) du =

1
2

(Mλ(t)−Mλ(s) + M∗λ(s)−M∗λ(t)).
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Bizonyítás vége

−
∫ t

s
Sψλ(ηu) du =

1
2

(Mλ(t)−Mλ(s) + M∗λ(s)−M∗λ(t))

miatt

E

((∫ t

s
(−S)ψλ(ηu) du

)2
)

≤ 1
4
· 2
(
E
(
(Mλ(t)−Mλ(s))2)+ E

(
(M∗λ(s)−M∗λ(t))2)) .

Bal oldal határértéke amint λ→ 0:

E
((∫ t

s ϕ(ηu) du
)2
)

= (t − s)σ2(ϕ) + o(t − s).

Jobb oldalon:

E
(

(Mλ(t)−Mλ(s))2
)

= E
(

(M∗λ(t)−M∗λ(s))2
)

= 2(t − s)〈ψλ,−Gψλ〉 = 2(t − s)〈ψλ,−Sψλ〉 → 2(t − s)‖ϕ‖2−.
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Tétel alkalmazása öntaszító bolyongásra

Xt : öntaszító bolyongás Zd -n, X0 = 0 (d ≥ 3)
ηt : környezet Xt-ből nézve (állapottér Ω = RZd

)

G =
∂

∂ω0
+

d∑
k=1

w(ω0 − ωek )(Tk − I ) + w(ω0 − ω−ek )(T ∗k − I )

ahol Tk a környezetet ek -val eltoló operátor
w : R→ R+ súlyfüggvény, a > 0-val w(x) = x+ + a.

Az Mt = Xt −
∫ t
0 V (ηu) du folyamatot a

Vk(ω) = (ω0 − ωek )+ + a − (ω0 − ω−ek )+ − a

=
1
2

(|ω0 − ωek | − |ω0 − ω−ek |) +
1
2

(ω0 − ωek )− 1
2

(ω0 − ω−ek )

=
1
2
gk(ω) +

1
2
hk(ω)− 1

2
jk(ω)

függvény teszi martingállá.
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Felső becslés a szórásnégyzetre

Célunk a

Xt = Xt −
∫ t

0
V (ηu) du︸ ︷︷ ︸

Mt

+

∫ t

0
V (ηu) du

felírás alapján belátni, hogy E(X 2
t ) ≤ ct valamilyen c <∞-re.

E(M2
t ) = c1t, mert Mt stacionárius növekményű martingál.

A Sethuraman –Varadhan –Yau-tétel miatt elég ‖V ‖− <∞.

S =
G + G ∗

2
=

d∑
k=1

r(ω0 − ωek )(Tk − I ) + r(ω0 − ω−ek )(T ∗k − I )

a ξt reverzibilis ugró folyamat generátora, amely egy bolyongás
véletlen közegben (r(x) = w(x) + w(−x) = |x |+ 2a).
Legyen R az átmenetmagfüggvény, amely

R(ω, τekω) = r(ω0 − ωek )

R(ω, τ−ekω) = r(ω0 − ω−ek ).
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Reverzibilitás felhasználása

Legyen A : Ω× Ω→ R antiszimmetrikus függvény
A(x , y) = −A(y , x) valamilyen technikai végességi feltétellel.
A ξt folyamat ugrásaiból képezzük az
Yt =

∑
s∈[0,t]:ξs− 6=ξs+

A(ξs−, ξs+) folyamatot és az

f (ω) =

∫
Ω

A(ω, ω̃)R(ω, dω̃) =
∑
|e|=1

A(ω, τeω)r(ω0 − ωe)

0 várható értékű függvényt, mellyel

Nt = Yt −
∫ t

0
f (ξu) du

stacionárius növekményű martingál. Ezért E(N2
t ) = c2t.
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Az idő megfordítása

Y(ξ[0,t]) = Yt

Z(ξ[0,t]) =

∫ t

0
f (ξu) du

Az időt megfordítva világos, hogy

Y(ξ̂[0,t]) = −Y(ξ[0,t])

Z(ξ̂[0,t]) = Z(ξ[0,t])

ahol ξ̂u = ξt−u.

Ezért az

Nt = Yt −
∫ t

0
f (ξu) du

felírásban a jobb oldal két tagja korrelálatlan, vagyis

E(N2
t ) = E(Y 2

t ) + E

((∫ t

0
f (ξu) du

)2
)
.
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Alkalmazás az öntaszító bolyongásra

A diffuzív felső korláthoz elég belátni, hogy a

gk(ω) = |ω0 − ωek | − |ω0 − ω−ek |
hk(ω) = ω0 − ωek

jk(ω) = ω0 − ω−ek

függvények előállnak
∑
|e|=1 A(ω, τeω)r(ω0 − ωe) alakban alkalmas

antiszimmetrikus A-val.

Ag (ω, ω̃) =


+1 ha ω̃ = τekω
−1 ha ω̃ = τ−ekω
0 egyébként

f (ω) = |ω0 − ωek | − |ω0 − ω−ek |
= gk(ω)

Ah(ω, ω̃) =


−ωek

r(ω0−ωek ) ha ω̃ = τekω
ω0

r(ω0−ω−ek ) ha ω̃ = τ−ekω

0 egyébként

f (ω) = ω0−ωek = hk(ω)
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Összefoglalás

‖V ‖2− = ‖g + h + j‖2− ≤ 3
(
‖g‖2− + ‖h‖2− + ‖j‖2−

)
= c2.

Sethuraman –Varadhan –Yau tétele miatt

σ2(V ) = lim sup
t→∞

1
t
E

((∫ t

0
V (ηu) du

)2
)
≤ 2‖V ‖2− = 2c2.

Összegezve

lim sup
t→∞

1
t
E(X 2

t ) ≤ 2
(
1
t
E(M2

t ) + σ2(V )

)
≤ 2c1 + 4c2.
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Vége

Köszönöm a figyelmet!
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