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Bevezetés

Ebben a dolgozatban egy elefint bolyongds(EB) nevii bolyongassal fo-
gok foglalkozni. Ez egy memdriaval rendelkezé bolyongas, azaz minden
lépés fligg a megel6zo6 1épésektdl, innen ered az elefant bolyongas elnevezés.
Tobbféle véltozata 1étezik a memoriaval rendelkezo bolyongasoknak, példaul
emlékezés az elsé lépésre, emlékezés a legutolsd lépésre. A mi konkrét
modelliinkben a bolyongoénak teljes memoridja van, azaz minden megel6z6
lépésre emlékszik.

Bercu [] 2017-es cikkében szereplé modellben az els6 1épést koveten
- ami vagy +1 vagy -1 - minden lépésben egyenletesen vilaszt egyet a
megel6z0 1épések koziil, majd ezt +1-gyel, vagy -1-gyel szorozva adja meg az
aktudlis 1épést. A dolgozatban szereplé modell ehhez képest altalanosabb,
megadunk egy korldtos, de egyébként &ltalanos lépéseloszlast, aminek a
segitségével definidljuk a bolyongast.

Célunk az EB vizsgalata az o memoéria-paraméter kiilonb6zo tartomanyaiban.
A diffuziv tartomanyaban, ahol 0 < a < 1/2 | illetve a kritikus tar-
toményaban, ahol & = 1/2 az EB majdnem mindeniitt aszimptotikus
viselkedését és hatareloszlasat, tovabba a szuperdiffuziv tartomanyban,
ahol 1/2 < a < 1 az EB hatdreloszlasat fogjuk vizsgalni martingélos
megkozelitéssel.

A dolgozat felépitése a kovetkezd. A masodik fejezetben bevezetjiik az
EB modelliinket, illetve a bolyongason végrehajtunk egy sziikséges tran-
szformaciot, majd felépitjiik ebbdl a bolyongas targyalasahoz sziikséges
martingdlt. A harmadik fejezetben ratériink bizonyitas nélkiil a dolgozat
eredményeire, majd a negyedik fejezetben bemutatjuk a dolgozat alapjaul
szolgald Bercu cikkben szereplé modellt és eredményeket. Az 6todik fe-
jezetben ratériink a martingal modszer bemutatasara, ahol is kideriil, hogy
a majdnem mindentitt konvergencia (diffuziv- és kritikus tartomany) és
a hatdareloszlds tétel (szuperdiffuziv tartomény) bizonyitdsa megegyezik

Bercu cikkében targyalt hasonld tételek bizonyitasaval, igy ezeket nem




1 BEVEZETES

kozoljiik. Ezekben a bizonyitasokban martingdlokra vonatkozé nagy szamok
eros torvénye és centrélis hatareloszlas tétel foglal kozponti szerepet, igy egy
ezekre vonatkozoé feltételt kell ellendrizniink a konstrudlt martingalunkra.
A hatodik fejezet pedig bizonyitasoknak ad helyet, itt fogjuk megadni a szu-

perdiffuziv tartoméanybeli hatareloszlas elsé két momentumanak szamolasat.




Elefant bolyongas altalanos

|épés-eloszlassal

Az egy-dimenzids EB-t altalanos 1épés-eloszlassal a kvetkezé médon definialjuk.
Legyen &1, &, . .. fliggetlen azonos eloszldsu, korlatos valdszintiségi valtozdk
egy sorozata, azaz P(—K < & < K) =1 (k=0,1,...) valamely K > 0
szamra, tovabba jelolje X, az elefant n-edik idépontban megtett 1épését.
Az elefant n = 0 idépontban az origébdl indul, az elsé 1épése pedig legyen

X, = &1, ezutan minden tovabbi 1épést a kovetkezé médon adunk meg

X, « valdszintiséggel,
Xn+1 =

&ni1 1 — a valdszintiséggel,
ahol k index egyenletes eloszldsi az {1,2,...,n} halmazon, o € [0,1] a
bolyongés memoria-paramétere. Vegyiik észre, hogy a megadott X, Xs, ...
valészintiségi valtozdk nem filiggetlenek. Az elefant helyét a kovetkezd
modon adhatjuk meg

Sn+1 = Sn —|— Xn+1- (21)

Hogy alkalmazni tudjuk a martingal-mddszert a bolyongasra elvégezziik a
kovetkezo atalakitasokat. Jelolje my a fentebb bevezetett &1, &, ... valdszintiségi

valtozok k-adik momentumat, azaz
E(ff ) = My,

tovabba bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket

X

Xn — my
Su=Y Xp="51+X,. (2.2)
k=0




2 ELEFANT BOLYONGAS ALTALANOS LEPES-ELOSZLASSAL

Legyen (F,) o-algabrak novekvé sorozata, F,, = o(Xy,...,X,). Ekkor

minden n < 1 esetén a kovetkezoket kapjuk

. S,
E(Xpi1]|Fn) = a— m.b. (2.3)
n
ami (2.2)-gyel egyiitt adja, hogy
E(S’n+1|fn) = ’Yngn ahol Tn = 1+ g (24)
n

Tovabb,

n

I'(n+a+1)
E”’“ T T+ Dl(a+ 1)

ahol T" jeloli az Euler-féle gamma fiiggvényt. Ekkor legyen (M,,) valészintiségi
valtozoknak egy sorozata, ami n > 0 esetén Mn = anS’n, ahol a; = 1, és

minden n > 2 esetén

CTr._ DmI(a+1)
ap = 11 Yoo = Tta) (2.5)

Mivel a,, = Ypa,11, ezért (2.4)-bdl kapjuk, hogy minden n > 1 esetén

E(Myy1|Fp) = M,  m.b.
Tehat azt kaptuk, hogy (M,,) sorozat egy martingdl.

Osszefoglalva, ebben a fejezetben tehét bevezettiik az (ay,,) szdmsorozatot,
illetve ennek segitségével az (Mn) martingdlt. Ez a martingal nem sziikséges
a kovetkezo fejezetben szereplo tételek kimondasahoz, viszont egy fontos
technikai részlet, ugyanis az 6todik fejezetben kidertil, hogy ez a megfelel
martingal, aminek a kvadratikus variaciéja feliilrol korlatozhaté, igy al-
kalmazhatéak a martingalokra vonatkozo nagy szamok erds torvénye és
centralis hatar-eloszlas tétele. Az 6todik fejezetben még vissza fogunk térni

az (a,) sorozat aszimptotikus viselkedésére, ugyanis annak fontos szerepe

//////




A dolgozat eredményei

3.1 A diffuziv tartomany

A kovetkezé tételek az 0 < a < 1/2 tartoméanyban igazak az elefant boly-

ongasra.
Tétel 3.1. Teljesiil a nagy szamok erds torvénye
lim — =my m.b. (3.1)

Tétel 3.2. Teljesiil a kovetkezé gyenge konvergencia

S, —nmy 4 1

——— = N[0,—— . 3.2
vn ( 11— 2a) (3:2)

3.2 A kritikus tartomany

A kovetkezokben a kritikus tartomannyal foglalkozunk, ahol a memoria-

paraméter oo = 1/2.

Tétel 3.3. Teljesiil a kévetkezd gyenge konvergencia

SnZmm 4w 1), (3.3)
nlog(n)
3.3 A szuperdiffuziv tartomany

Végezetiil a szuperdiffuziv tartomédnnyal foglalkozunk, amikor 1/2 < av < 1.

Tétel 3.4. Fenndll a kovetkezo majdnem mindenttt konvergencia

lim 20T (3.4)

n—00 n<




3 A DOLGOZAT EREDMENYEI

ahol L eqy nemdegenerdlt valosziniiségi vdltozo. Tovdbbd az elobbi konver-

4) — 0. (3.5)

E(L) = 0, (3.6)

o 2amy—mi
E(L7) = (2 — DI (20 +1)° (8.7)

gencia L*-ben is teljesiil, azaz

S, — nmy

lim E (
n—oo
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Ismeretek az elefant bolyongas
alapmodeljérol

Bercu altal vizsgalt alapmodellben az origébdl indulva a kévetkezo médon
van definidlva az elefant bolyongds, ¢ € [0, 1] valészintiséggel X; = +1,

illetve 1 — g valészintiséggel X; = —1, minden tovabbi n > 1 esetén

+ X, p valészinliséggel,
Xn+1 =
— X 1 —p valészinliséggel,

ahol p € [0, 1] a bolyongds memdria-paramétere, és k egyenletes eloszldsi

az {1,2,...,n} halmazon.

Mielott ratériink az eredmények bemutatasara, bevezetjiikk az o = 2p—1

jelolést.

4.1 A diffuziv tartomany

A kovetkezo6 tételek az 0 < o < 1/2 tartomanyban igazak a Bercu altal

definidlt elefant bolyongasra.

Tétel 4.1. Teljesil a nagy szamok erds torvénye

lim & =0 m.b.
n—,oo M

Tétel 4.2. Teljesiil a kovetkezd gyenge konvergencia

Sn 4 1
NG —>/\/’<0,—1_2a).
4.2 A kritikus tartomany

A kritikus tartomanyban a meméria-paraméter o = 1/2.
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Tétel 4.3. Teljesiil a kovetkezd gyenge konvergencia

Sn

—nlog(n) — N (0,1).

4.3 A szuperdiffuziv tartomany

A szuperdiffuziv tartomanyban 1/2 < a < 1.

Tétel 4.4. Fenndll a kovetkezo majdnem mindentutt konvergencia
lim — =1L m.b.

ahol L egqy nemdegenerdlt valosziniségi vdltozo. Tovabbd az elobbi konver-
gencia L*-ben is teljesiil, azaz

4
lim E ( > =0.
n—oo

Tétel 4.5. A fenti tételben szerepld L elsé két momentuma

Sn
S §
nO{

2g — 1
E(1?) =

(2a— 1T (2a)°

10



A martingal modszer

Ahogy a maésodik fejezetben mér emlitettiik, most visszatériink az (2)
formuldval definidlt (a,) sorozat targyaldsdra. Létni fogjuk, hogy (a,)
szoros kapesolatban &ll az (M,,) aszimptotikus viselkedésével és kvadratikus

//////

szamok erds torvénye és centralis hatareloszlas tétele szempontjabdl fontos.

El6szor is az (a,,) segitségével additiv alakba irjuk az M,, martingalt,

majd ennek az a segitségével bizonyosodunk meg a fent emlitettekrol, ehhez

------

A dolgozat egyik eredménye, hogy kidertilt, hogy a masodik fejezetben
felsorolt konvergencidra vonatkozé tételek bizonyitasai, a Tétel 3.5 kivételével,
megegyeznek a Bercu cikkében bemutatott, martingal modszeren alapuld
bizonyitasokkal, feltéve, hogy az altalunk bevezetett altalanos lépés-eloszlas
korlatos. A martingdl modszeren alapuldé bizonyitasnak a kulcslépése a
martingdl novekményének masodik- és negyedik hatvanyanak feltételes varhaté
értékére vonatkozd egyenletes korlat meglététének az ellenérzése. Amint
meghizonyosodtunk az egyenletes korlat 1étezésérol, az emlitett bizonyitasokat
nem kell elvégezniink, ugyanis azt Bercu mar megtette. Tovabbi eredménye
a dolgozatnak, hogy a Tétel (3.5)-ban szereplé L nemdegeneralt valészintiségi
valtozé elsé két momentumat kiszamoltuk. A koévetkezékben a martingal
novekményének masodik- és negyedik hatvanyanak feltételes varhaté értékére

vonatkozo egyenletes korlatok 1étezését ellenorizziik.

Korabban lattuk méar, hogy az (Mn) sorozat egy martingdl, ahol

M, = a,S, n > 0.

Tovabba azt is lattuk, hogy &1, & . .. fiiggetlen azonos eloszlasi valészintiségi

11



5 A MARTINGAL MODSZER

valtozok korlatossaga miatt az

X1=&

X, « valoszintiséggel,
Xn+1 = n Z 1
&nr1 1 — a valdszintliséggel,

valoszintiségi valtozok is korlatosak. Kovetkezésképpen, azt kapjuk, hogy
Sl < n(K —my),

ahol K jelolte a & valoszintliségi valtozok egyenletes korlatjat, amibol adodik,
hogy az (M,) négyzetesen integralhato.
Az (M,) martingsl a kovetkezd additiv alakban is megadhaté

M, = Zakék, (5.1)
k=1

ami abbdl adédik, hogy a martingdl AM, = M, — M,_, névekményei
felithatéak AM,, = a,S,, — ay_1S,_1 = ané, alakban, ahol

En =5, — Tn-1Sn_1. (5.2)

Az (M,) martingélhoz tartozé kvadratikus varidcié a kovetkezé
(M), = E(AM|Fi1). (5.3)
k=1

A (2.2) és (2.3) formulédkbol egybél kapjuk, hogy E(&,.1|F,) = 0. Az (5.2)
és (2.3) formulakbdl pedig adédik, hogy

En = Xn — E(X,|Fuo1) = Xo — E(XL| Fuz1) = €n (5.4)

ahol En = Sn — %_15”_1.

12



Ekkor (5.4)-bdl kovetkezik, hogy

E(én+1|~F ) - (XZH - 2Xn+1E( n+1|-7:n) + E(Xn+1|fn)2|fn)

= a— Zxk (1 —a)my — (a%+(1—a)m1)2, (5.5)

aminek szamolasakor azt is felhasznaltuk, hogy

1 n

B(X217) = o SO XE+ (1 - a)m,
k=1

E(Xn+1E(Xn+1|fn)|‘Fn) = E(Xn+1|fn)2

Hasonléan kapjuk meg azt, hogy

. IR
E(&, 11 |Fn) =a- Z:X,;L + (1 — a)ymy—

k=1

(a—ZXk (1—a)m )(a%+(l—a)m1)+
( ZXk (1—a)m )(a%+(1—a)m1)2—

3 (a& + (1 a)m1)4 (5.6)

n

Végil az (5.5) és (5.6) formuldkbdl az alabbi egyenletes korldtokhoz jutunk

hozzé

sglgE(éiJrﬁfn) <my és sg;O)IE(éiJrﬂ}"n) < my + 6mam? +m;  (5.7)

Ezek utan az (5.1), (5.3) és (5.7)-bol az kovetkezik, hogy
n n—1 S, 2
_ 2 _ 2 Pk
= Z a, —ag, ahol (, Z Ay ( I )
k=1 k=1

Lathat6, hogy az (M,) martingdl aszimptotikus viselkedése a kovetkezd

13



5 A MARTINGAL MODSZER

kifejezéssel szoros kapcsolatban van
< " /TR (a+1)\>
_ 2 _
w=3at =3 (N rar)
k=1 k=1

A v, aszimptotikus viselkedése ismert [1] alapjan. A diffuziv tartoményban,

ahol 0 < a0 < 1/2
2
lim Un = (L +1)) .
n—oo N3—4P 1 -2«

A kritikus tartoményban, ahol v = 1/2

U,

s
11m = —.
n—oo log(n) 4

Végiil a szuperdiffuziv tartoményban, ahol 1/2 < a < 1, a kovetkez6 véges

értékhez konvergdl

lim v, = i (F(k: +1)(a + 1))2'

n—oo 0 P(k} + « —f‘ ].)

Ebben a fejezetben tehat megbizonyosodtunk arrdl, hogy a megfeleld
martingdlt konstrudltuk meg a masodik fejezetben, azaz egy olyan mar-
tingdlt, amire alkalmazhatdé a nagy szamok erds torvénye és a centralis
hatareloszlas tétel. Ezek utdn az EB-ra vonatkozé [1]-ben bemutatott bi-
zonyitasok (nagy szamok erds torvénye, hatéreloszlas tétel) alkalmazhatdak

a mi modelliinkre is, igy ezeket nem ismételjiikk meg.

14



A hatarelolszlas momentumai a

szuperdiffuziv tartomanyban

A harmadik fejezetben lathattuk, hogy a szuperdiffuziv tartomanyban megfelel
normalizacié utan az EB majdnem biztosan konvergal egy nemdegeneralt
L valészintiségi valtozéhoz. Ebben a fejezetben elvégezziik tehat ennek az
L valdszintiségi valtozé elsé ketté momentumanak szamolaséat, azaz bebi-
zonyitjuk Tétel 3.5-0t.

A Tétel 3.5 bizonyitasdban felhasznaljuk a koévetkezd kettd, gamma

fiiggvényre vonatkozo lemmat.

Lemma 6.1. Ha a és b tetszdleges nemnegativ valds szam, hogy b # a+1,

akkor barmely n > 1 esetén teljesul, hogy

n

ZF(k—i—a) ~ TI'n+a+1) I(n+b)l(a+1) . 6.1)
~T(k+0)  (b—a-1C(n+b) \I(n+a+1)I(b) ' '
Lemma 6.2. Ha a tetszolesges nemnegativ valos szam, akkor
r
% ~n? n — 0o (6.2)
azaz
I'(n+a)
lim 2 — 1,

n—oo N9

Bizonyitas: Tétel 3.5 Lattuk mar korabban, hogy

E(Sps1]|Fn) = S, m.b.

15



6 A HAT,A'RELOLSZLAS MOMENTUMAI A SZUPERDIFFUZIV
TARTOMANYBAN

Felhasznéljuk tovabba azt is, hogy

E(Xy) =E(&) =m
E(Xy) =am;+ (1 — a)my =my

(07
E(Xk) = m@h + -+ my) +H(1 —a)mg =my.
(k—1)—szer

amibol rogton adodik a toronyszabdly alkalmazéasaval, hogy

E( n-l—l) = ’VnE(Sn)

A fenti formulét iteralva azt kapjuk, hogy

E(Sl) . Sl — 0

Qp Qnp, Qp

E(gn) =

Ebbdl pedig az L!-beli konvergencia okan

E(L) = lim E(L,) = lim E (%) = 0.

Hasonléan jarunk el a kovetkezokben.
E(§i+1|fn) = E(SEL + 2‘§an+1 + X§+1|fn)

20\ = o ~ o —

Felhasznéljuk tovabba, hogy

E(X7) =E(&) = my
E(X2) = amy + (1 — a)my = my

«
E(Xg) = m&?ﬂg “+ -4 mgl—i-(l — @)mg = Ma.
(k—1)—szer

— .
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Az el6bbiekbdl és a toronyszabaly alkalmazasabdl adodik, hogy
2 2a G2 2
(Sn+1) (1 + 7) E(S7) + ma —m7.

Vezessiik be a ¢ = my — m? jelolést. Ekkor a fenti formulét iterdlva azt

kapjuk, hogy

~ n—1+ 2« n—2+2«a n—3+ 2«a 1—|—2a
E(S?) = ¢+ — (c—l— — (c—l——n_S e+ )
n—142a n—1+2an—2+ 2« n—1+4+2«a 2+2a
=cl|1l+ + + ... .. —l—
n—1 n—1 n—2 n—1 2
n—1+4 2« 14+ 2a
m
n—1 1
En—142a0 n—k+2a n—-1+2a 1+2a
n—1 n—=k n—1 1

ST+ 20)T(n—k)  T(n+20)0(1)
PO

n)l'(n—k+2a) T'(n)I(14 2a)

C mo

k=0

F( +2a = L1
= C m
Fn—k:+2a) I(1+2a) °

~ T(n+2a) I'(k+1) N 1
T T \"&Tk+it20) T+2a) "

(6.1) I'(n+2a) <c(2 I'(n+1) <r I(n+22)(2) 1) N . Mo )

7T
|
= O

I'(n) a—1DT'(n+2a) \I'(n+ 1)['(1 4 2a) 1+ 2a)
_ I'(n+ 2a) ( c B cl'(n+1) LM >
I'(n) 2a—1DI'(1+2a) (2a—DI'(n+2a) T(1+4+2a)
B cF(n + 2a) cn maol'(n + 2a)
B ( a—1)T 1+2a) 2 —1  T'(n)I'(1+ 2a)
[(n —|— 2a) n ['(n+ 2a)
(( 20— DT (M)T(1+20) 2a—1 F(n)F(l—i—Za))_

m? I(n+2a) ;
2a —1 (F(n) P(1+2a) )
B I'(n+ 2a) 1 I'(n+ 2a)
B ((2a DM+ DI +2a)  2a—1 T+ )01+ 2a))

nm% F(n + 2a)
T 2a—1 <F(n +1)T(1+20) 1)

17



6 A HAT,A'RELOLSZLAS MOMENTUMAI A SZUPERDIFFUZIV
TARTOMANYBAN

A fenti szdmolas eredményébdl és Lemma (6.2)-bél kovetkezik, hogy

. I'(n+ 20) I'(n + 2a)
E(Sn) ~ nma ((2a ~)I(n+1D0(1+2a)  D(n+ D)I(1+ 204))
nm? I'(n 4+ 2a)
20— 1T(n+ 1)T(1 + 2a)
=n Lln +20) (2amy — mf)

(2a—1I'(n+ 1HI'(1 4+ 2a)

ezekbdl pedig azt kapjuk, hogy

oy aE(S)2  a? o
E(Ln) - F(a+ 1)2 - F(Oz+ 1) ( n)
_ I'(n)? ['(n 4+ 2a) 1 , )
- Lln+a)? n\F(n +1) 2a—1)I(1+ QQ)j( amy — my).

Mivel A ~ n72* és B ~ n?*~! ezért azt kapjuk, hogy a keresett masodik

momentum az L2-beli konvergencia miatt a kovetkezd

2
2amgy — mj

(2a — DI(1 + 2a)

E(L?) =

18
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Osszegzés
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