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Bevezetés

A dolgozatom célja, hogy egy matematikai modellt adjak a vilag legidésebb em-
berének életkordra. Ehhez emberi sziiletési és haldlozési folyamat egyszertsi-
tett modelljét tekintjiik. Modelliinkben az emberek egy A paramétert homogén
Poisson-folyamat szerint sziiletnek, élettartamuk eloszlasa pedig fae., F(z), f(z)
eloszlas és striiségfiiggvényel. Legyenek Xi, Xy, X3, ... fae valoszintiségi valto-
z0k, amelyek eloszlasa F(x) szerinti, és legyen Y; a vilag legidGsebb emberének
életkora t idépontban. F§ célunk Y; valtozasainak és hosszi tavia viselkedésének

vizsgalata. Legyen tovabba N (t) az aktuéalis rekorder indexe t id6pontban.

Az els6 részben belatjuk, hogy Y; egy Markov-folyamat, és meghatarozzuk
ennek a Markov-folyamatnak az dtmeneteit, valamint bevezetjiik a folyamat két-
dimenzids abrazolasat, majd kiszamitjuk a folyamat stacionarius eloszlasat, és a
stacionarius eloszlas segitségével meghatarozzuk a rekordtarté hatraléve élettar-
taménak varhato értékét, azon rata atlagat, amelgy a rekorder indentitasanak
valtozasat adja meg, és a rekorderként valo regnélas idétartamanak varhato érteé-
két. Bevezetiink tovabbé egy diszkrét idejii Markov-lancot, amely minden rekor-
der esetében a rekorder teljes élettartaméanak értékét veszi fel.

A masodik részben bevezetiink egy redlis élettartam-eloszlast a [4] cikkbdl,
amely egy véges intervallumon van szupportalva. Erre az eloszlasra kiszamitjuk a
fent emlitett tulajdonsagokat és értékeket, hogy Gsszehasonlithassuk modelliinket
a valos adatokkal. Azt is megvizsgaljuk, hogy a rekordtartd személyazonossiga
atlagosan milyen {itemben valtozik, ahogy a A a végtelenbe tart.

A harmadik részben hatareloszlas tételeket fogalmazunk meg és latunk be a
folyamat stacionarius eloszlasara, ahogy A\ — oo.

A negyedik részben a valos életfolyamat némi megértése utan tsszehasonlit-
juk a modellt a kordbban emlitett élettartam-eloszlassal a torténelmi adatok egy
részével.

Az 6t6dik részben inhomogénre modositjuk a folyamat alapjat képez6 Poisson-
folyamatot, hogy Osszehasonlithassuk az igy kapott modelliinket a teljes valodi

adathalmazzal.
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1. abra. A folyamat vizualizacioja



Koszonetnyilvanitas

Halas vagyok témavezetémnek, Dr. Vetd Balintnak, amiért bevezetett ebbe a
témaba, a Markov-lancok és folyamatok érdekes elméletébe, valamint azért, hogy
mindig szakitott id6t a velem valé konzultaciora, és mindenben segitett a dolgozat

megirasaban.



1. Szamitasok altalanos élettartam eloszlassal

1.1. A vilagon él5 legid6sebb ember életkoranak Markov-

folyamata

El6szor is bevezetjiik a folyamat 2 dimenzios reprezentacidjat:

Minden pont egy embert fog abrazolni, az elsé koordinata a sziiletési idejét, a
méasodik koordinata a halalakori életkorat.

Tehat az i-edik személy koordinatai (z;,y;) lesznek. Az x;-ek PP P(\)-t alkotnak,
az y;-ek pedig fae-ak, amelyek eloszlasa F'(x) szerinti. Ez lathato a 2| 4bran.
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életkor
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2. abra. 2 dimenzioés reprezentacioja a folyamatnak

Ez az abrazolas tartalmazza a folyamat Osszes informaciojat, igy barmely ¢
id6pontban meghatarozhato belSle Y; értéke. A (¢,0) pontbol két félegyenest
huzunk, egy —1 meredekségiit (ezt e-vel jeloljiik) és egy fiiggslegest. Ez lathato
a 2] abran. A két félegyenes kozotti pontok azok az emberek, akik ¢ id6pontban
még életben vannak. Ahhoz, hogy meghatéarozzuk koziiliik a legidsebb életkorat,
minden egyes ilyen pontot fligg6legesen levetitiink e-re. Ekkor a vetitett pontok
masodik koordinatadja mutatja az adott személy életkorat ¢ idépontban, tehét
csak azt a pontot kell kivalasztanunk koziiliik, amelynek a legnagyobb a masodik

koordinatéija, és ennek értéke egyenls lesz Y; értékével.
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1.1. Allitas. Y, Markov-folyamat.

Bizonyitds. Ez a kdvetkezd két tulajdonsagbol kovetkezik. ElGszor is, ha egy re-
kordtarto él, akkor a haldlozasi rataja nem fiigg a multtol. Méasodszor, ha egy
rekordtartd6 meghal, akkor az 1j rekordtartd6 & utana sziiletett, tehit az atme-
net fiiggetlen az éppen meghalt rekordtartd sziiletési ideje el6tt bekdvetkezett

eseményektdl. O

Intuitiv, hogy Y; linearisan novekszik, amig az aktudlis legidGsebb személy
meg nem hal, majd leugrik. Mivel Y; egy Markov-folyamat, megadhatjuk az
Atmeneteit. A lemmaban megadjuk azt a ratat, amellyel a legid&sebb személy
meghal, a[l.3|tételben pedig megadjuk az 4j rekorder életkoranak eloszlasat abban

a pillanatban, amikor rekorderré valik.

1.2. Lemma. A legiddsebb ember a kivetkezd rdtdval hal meg:

1—F(z)
Bizonyitds. Ha Y, = x, akkor lim,_, P(Xte(w’er:)lXN“)M) = 1f(x) L

1.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy y < z.

P(az uj rekordtarto életkora < ylaz eldzd rekordtartd x évesen halt meg) = (2)

= exp(—A\ /w(l — F(u))du (3)

Bizonyitds. Tudjuk, hogy egy PPP(M)-ban az (a,b) determinisztikus interval-
lumban 16v6 pontok szama (b — a) paraméterii Poisson-eloszlast. Tegyiik fel,
hogy a jelenlegi rekorder ¢ id6pontban halt meg, tehat ¢t —z id6pontban sziiletett.
Nem szamit, hogy mi tortént a jelenlegi rekorder sziiletése el6tt, és azt is tudjuk,
hogy aki (¢ — y) id6pont utén sziiletett, az nem lehet y-nél idésebb t idépontban,
tehat csak a (¢t — z,t — y) intervallumot kell figyelembe venniink. Ezt az interval-
lumot paraméterezziik u € (0, z —y) paraméterrel. Ahhoz, hogy az 1j rekordtarto
életkora kisebb legyen y-nal, sziikséges, hogy barki, aki a (¢t — x,t — y) interval-
lumban sziiletett, ne legyen életben ¢ idépontban. Ekkor minden u € (0,2 — y)
esetén, ha valaki ¢ — z + u id6pontban sziiletett, annak valészintisége, hogy ¢
idépontban életben van, 1 — F(x — u). A [3| &bran ez azt jelenti, hogy a sziirke

zonaban nincsenek pontok.



A
eletkor
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Az 6tlet az, hogy ritkitjuk a PPP()\)-unkat, csak azokat a pontokat tartjuk
meg, amelyek a sziirke zondba esnek, vagyis ha az els6 koordinatajuk t-x-+u,
akkor a masodik koordinatajuk nagyobb, mint  — w. Igy ez a ritkitott Poisson-

pontfolyamat A(1 — F'(z — u)) intenzitast inhomogén Poisson pontfolyamat lesz.

Ekkor az {uj rekordtarto életkora < y} eseményre:

{4j rekordtarto életkora < y} =

= {az inhomogén Poisson-folyamatnak nincs pontja (t — x,t — y)-ban]

T—y
P({1j rekordtarto életkora < y}) = exp (—)\/ 1—F(x— u)du) - @
0

~ exp (—)\/: = F(u)du)

]

1.4. Koévetkezmény. Az 1uj rekordtarto életkordnak eloszldsfiiggvénye, és a 0

pontba esés valdoszinisége a kovetkezd:



1) = cap (-2 / 1= Flwda) A1 = Flp) (%)

P(4j rekordtarts életkora = 0) = exp (—)\/ 1- F(u)du) (6)
0

1.2. Y, stacionarius eloszlasa

1.5. Lemma. Ha Z;, =t a linedrisan névd sztochasztikus folyamat R-en, akkor

G infinitezimdlis generdtordra o kivetkezd igaz:

(Qq)(x) = %Q(fv) for any q € C* (7)

Ha Z; r(x,y) rdtaval ugrik x-bdl y-be, akkor G infinitezimdlis generdtordra a ké-

vetkezd igaz:

(Qq)(z) = / r(z,9)(a(y) — q(@))dy for any g € C* ®)

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy Py(x,y) = l{y—s1s}. Legyen f € C', ekkor:

(Q)(w) = ti D) _ iy, Bl ) = F () o
g S ) fl)  d

= o0 h = dxf<x> (10)

O

1.6. Tétel. Legyen LY, infinitezimdlis generdtora.
Ha g € C'[0,00) valds értéki figguény, akkor

(L)) = ole) + L0 e (3 [ M1 Pl (600) - o+ )

3 [T ren (<1 [ 1= F@a) ) - sepa]  2)
0 Y
Bizonyitds. Kihasznaljuk, hogy a linearisan novekvd folyamat infinitezimalis ge-
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neratora a derivalas operator. Tehét az els tag a g(x) derivaltja, a masodik tag

f(z)
1-F(z)

a korabban kiszamitott valosziniiséggel, illetve siirtiséggel. O]

pedig annak felel meg, amikor rataval a folyamat 0-ra vagy y-ra esik vissza

1.7. Tétel. Eqgy Q) infinitezimdlis generdtorral rendelkezd Z; folytonos dllapotterd
sztochasztikus folyamatnak, ha létezik staciondrius eloszldsa, akkor ezen eloszlds

h(z) sdriségfiggvénye kielégiti a kovetkezd egyenletet:

(@Qh)(z) =0 (13)

1.8. Tétel. A staciondius eloszlds striségfiggvénye és tomegpontja 0-ban a k-

vetkezd:

h(z) = ( / ) ML= F(z)), 2> 0 (14)

P(Y; ( F(u )du) (amikor Y, staciondrius dllapotban van)

(15)

Bizonyitds. A stacionarius eloszlas megtaladlasdhoz ismét a folyamat kordbban

bevezetett 2 dimenzids dbrazolasat hasznaljuk:
Elgszor kiszamitjuk az eloszlasfiiggvényt P(Y; < x).

Feltételezziik, hogy Y; stacionarius allapotban van.

Y, < x esetén sziikséges, hogy ¢ id6pontban senki ne éljen, aki t —x el6tt sziiletett.
Tételezziik fel, hogy ¢t — z — u id6pontban sziiletett valaki (u > 0) (a [L1.3] tétel
bizonyitasatol eltérGen most t — x-t6l visszafelé indexeliink). Ahhoz, hogy Y; < «
igaz legyen, ennek a személynek legfeljebb x 4+ w hosszi lehet az élettartama.
Ennek valoszintisége F'(x + u), és ennek igaznak kell lennie minden u > 0-ra. Az
abran ez azt jelenti, hogy a sziirke zéndban nincs egyetlen pont sem.

Ismét ritkitjuk a PPP(\)-unkat, csak azokat a pontokat tartjuk meg, amelyek a
sziirke zonéba esnek, vagyis ha az els6 koordinatajuk ¢ — x — u, akkor a masodik
koordinatajuk nagyobb, mint z4u. Igy ez az 1j Poisson-pontfolyamat inhomogén
lesz, intenzitasa A\(1 — F'(z + u)).



életkor
°
°
°
X+u— ; ° L]
X -
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Ekkor az {Y; < x} eseményre vonatkozoa)

{Y; < 2} = {ennek az inhomogén Poisson pontfolyamatnak nincs pontja t — z el6tt }

P(Y; < z) = exp (—A/OOO |~ Pla+ u)du> ~ exp (—)\/:O = F(u)du)

Vegyiik a derivaltjat:

(16)

h(z) = %P(y; < 1) = exp (—/\ / Ths F(u)du) AN1—F(x) (17
oo P(Y; = 0) = exp (—/\ /0 Tio F(u)du) (18)
]

Megjegyzés. Fz a h(z) és a témegpont 0-ban valéban egy eloszldst definidl [0, 00)-

en



/OO h(z)de + B(Y; = 0) =

:[mm(—ALml—JW@MO}?+&W(—AAM1—F
:1—exp(—)\/0001—F(u)du)—i—exp(—)\/oool—

1.3. HAtralévs élettartam

(u)du) (19)
(u)

du) =1

Most kiszamitjuk a jelenlegi rekorder hatralévs élettartamanak varhatod értékeét,

F

amikor Y; stacionarius allapotban van.
El6szor sziikségiink van néhany lemmara a varhato érték és a feltételes varhato

érték kiszamitasahoz.

1.9. Lemma. Ha X egy abszolut folytonos, nemnegativ valosziniségi vdltozo

F(X) eloszlasfiggvénnyel, akkor:

E(X) = /0 "= F(u)d, (20)

Bizonyitds.

A varhato értéket és az integralast felcserélhettiik Fubini tétele miatt. O]

Tovabbé sziikségiink van a rekorder hatraléve élettartamanak varhato értéké-

re, ha tudjuk, hogy a rekorder életkora x.

1.10. Lemma. Ha X egy abszolut folytonos, nemnegativ valosziniségr vdltozo

F(X) eloszlasfiggvénnyel, és x > 0, akkor:

E(X — 2|X > 2) = fxmll:éil‘))du (22)

10



«,e .

E(X — 2l X > ) — %2 ]P}(; i%)du s f_—g((;))du 23)

1.11. Tétel. Ha 'Y, staciondrius dllapotban van, akkor a jelenlegi rekorder hdtra-

lévd élettartamdnak varhato értéke a kbvetkezd :

/OOO exp (—)\/:O - F(u)du) A (/OO = F(u)du) de +
+ eap (—A/OOO - F(u)du) (% + /OOO - F(u)du) |

Bizonyitds. Az els6 kifejezés arra vonatkozik, amikor a rekordtarto életkora po-

(24)

zitiv és a stacionérius eloszlas szerint oszlik el. A masodik kifejezés esetén a
folyamat 0-ban van, tehét % id6t kell varnunk arra, hogy valaki megsziilessen, és

akkor varhato élettartama EX lesz. Tehat a mi jeldléseinkkel:

/Oo h(z)E(X — 2|X > 2)de + P(Y, = 0)(% +EX) =

= /Ooo exp (—)\/:O 1-— F(u)du) A1 — F(:U))f;oll__;(xu))dudx n

+ exp (—A/Ooo1— F(u)du) (; +/O°o1— F(u)du) — ()

:/Oooexp (—)\/:Ol—F(u)du) A (/:ol—F(u)du) dz +
+ exp (—A/OOO 1- F(u)du) G + /OOO 1 — F(u)du) .

Mivel a lemma alapjan tudjuk, hogy egy személy 1556():5) rataval hal meg,

ezt atlagolhatjuk a stacionarius eloszlassal, ezzel becslést kapva arrél, hogy évente

O

hanyszor valtozik a legidGsebb ember személye.

11



1.12. Tétel. Staciondrius eloszldsban annak a rdtdinak a vdrhato értéke, ami azt

mondja meg, hogy milyen gyakran vdltozik a rekorder személye a kovetkezd:

R(\) =

= [Tew (<a [T 1= Fan) A e (<2 [ 1= Frgan) L0
(26)

Bizonyitds.

AC) _
/o 1_—F($)h(x)d:p—

_ /OOO 1f(—;zx>exp (—)\/:O - F(u)du) M= F@)de = (27)

_ /OOO exp (—A/:o |- F(u)du) M (x)d

1.4. Beagyazott Markov-lanc

A folyamatunkban talalhaté egy beagyazott, diszkrét idejid Markov-lanc, amely
minden rekorderhez hozzéarendeli a teljes élethosszat. Ahhoz, hogy becslést ad-
junk arra, hogy egy rekorder meddig birtokolja a vilag legidGsebb embere cimet,
sziikségiink van ennek a diszkrét ideji Markov-lancnak a staciondarius eloszlasara.
Jeloljiik ezt a Markov-lancot Z,,-vel, és legyen a stacionérius eloszlasdnak str-

ségfiiggvénye s(z).

1.13. Tétel. s(z)-re igaz a kovetkezd differencidlegyenlet:

Legyen k(x) = ;(é)), ekkor:

K'(2) — M1 — F(2))k (2) + Mf(2)k(z) = 0 (28)

Bizonyitds. Ha a folyamat stacionarius allapotban van, akkor gy juthatunk el
x-be, ha z-ben voltunk, majd leestiink y-ra, és onnan az eredeti folytonos idejt
folyamatunkban z-be mentiink. z lehet barmilyen pozitiv valos, de y-ra igaznak
kell lennie, hogy y < min{z,y}. Ez lathato a {4 abran.

Legyen G(z) = exp(—=A [ 1 — F(u)du).

12



time

4. abra.

Ekkor:

R [ GE) )
s(a:)—/o s(z)/o G(y))\(l F(y)) dydz (29)

Leosztva mindkét oldalt f(x)-szel:

s(x) B 00 min{w,y}i
—/0 s(z)G(z)/O G(y)dydz (30)

Szétbontva az integralt min{z,y} értéke szerint:

xT

S(x)_ ISZ y4 ZL ya OOSZ z L ya
by = o6 [ gapae s [ s0e) [ g @y

13



Behelyettesitve k(z) = 22 et

k(z) = /0 ()G /0 Z%dyder / T k) f()G(2) /0 w%dydz (32)

Derivalva k(x)-et:

(33)

K (2)G(x) = A / TR f(2)G(2)dz
Derivalva az egyenletet mégegyszer:
K (2)G(x) + K (2)G'(x) = —Mk(2) f()C(x) (34)
Felhasznlva, hogy G/(z) = —G(2)(1 — F(x))
k' (2)G () — K (2)G(2)A\(1 = F(z)) = —Ak(z) f(2)G(z) (35)
Leosztva G(x)-szel:
K/ () = K(2)M(1 = F(2)) + k(@) f() = 0 (36)

Ahol kihasznaltuk (29)-ben, hogy a stirfisége az y-bol z-be valé lengrasnak
G(z )
SEA(1 - F(y)) (L3 Tetel). !

1.14. Tétel. A (Z,,) diszkrét ideji Markov-ldnc staciondrius eloszldsdnak sdri-

séqfigguénye a kiovetkezd:

s(x) = % @) exp (—)\ / Ts F(u)du) (37)

14



Bizonyitds.

b = 5@ %f( )exp( )\/:Ol—F(u)du)

K(w) = f/()e N E0-F@IB L\ f(a)(1 = F(z))e I 0-Fe)d (38)
k//(l’) 2)\(F( ) ) (x) =X [ (1-F(u)) u+f//( ) A [ (1-F(u)d
. )\f(I)F ( ) A [°(1—F(u))du + 22 ( )(F(Z’) )QQ—AI;’O 1—F(u)) du

Ha ezeket beillesztjiik a tétel differencidlegyenletébe, és felhasznaljuk, hogy
F'(z) = f(x), akkor megkapjuk, hogy k(z) valoban az egyenlet megoldasa.
]

Ennek a diszkrét idejii Markov-lancnak a stacionérius eloszlésat felhasznalva
megkaphatjuk a rekorderként valo regnalés idejének varhato értékét stacionérius

allapotban. Legyen W a rekorderként vald regnéalas hossza.

1.15. Tétel. W sirdségfigguénye:

= [ hrren (<3 [T1 i) asts e

W wdrhato értéke:

_ /OOO /O %f(x)QeXp (—A/yoo - F(u)du) A/yoo 1 — F(u)dudydz

(40)
Ahol c = [ f(z)?exp (=X [°1 — F(u)du) dx.

Bizonyitds. A tételbdl tudjuk, hogy ha egy rekorderd = évesen meghal, akkor
a folyamat y-ra esik vissza (y < ) az exp (—)\ fyx 1-— F(u)du) A1 = F(y)) stirt-

ségfiiggvény eloszlas szerint.
A lemma alapjan ismerjiik a fennmarado élettartam feltételes varhato ér-

tekét.

Ezt a kett6t kombindlva és a Z,, stacionarius eloszlasa szerint silyozva:

:/Ooo Oxéf(x)%xp (—A/j1—F<u)du)-
exp (—A /y e F(u)du) ML= F(y)) Ool - ]f(y) dydz —

15
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1 — F(y) kiegyszeriisodik, és a két exponencialis felirhato egyben:

_ /OOO /0 %f(x)QeXp (_A/ym1 - F(u)du) )\/yoo | — Flw)dudyde — (42)

Hasonloképpen a stirtiségfiiggvényre is, ha kihasznéljuk, hogy amikor a folya-
mat y-ra esik le, akkor az regnélas hosszanak feltételes eloszlasa % stirtiség-
fliggvényti. O

16



2. Elettartameloszlas [4] cikkbdél

A [4] cikkben azt feltételezve, hogy létezik az emberi élettartamnak felsé hatéra,
a kovetkezG élettartam-eloszlast illesztették a kiilonb6z6 orszagokra, haldlozasi

ratat rogzitetd adatsorok felhasznalasaval.

0 <0
F(x) =< 1—exp <_W) x € (0,a), ahol a, b, 8 paraméterek.
1 r>a

f(z) = ﬁexp (—W) Lize0,0)}

Az egyszeriiség kedvéért legyen v = §— 1. A szemléltetéshez és a numerikus sza-

mitasokhoz az Ausztralidra 2009-ben mért paramétereket hasznaljuk. (|4l p. 24]):

a = 186.3, b = exp(47.44), a = 9.86 (43)
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fix)
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5. dbra. Az élettartam eloszlas siiriiségfiiggvénye
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2.1. Definici6. Gamma-fiiggvény:

2.2. Definicié. Fels6 gamma-fiiggvény:

[(s,x) :/ e tdt (45)

2.1. Lemma.

/OO 1 — F(u)du = b—“r(—é, L (46)

alta ala — x)>
Bizonyitds. A kovetkez6 helyettesitést hasznalva:

b
ala —u)®
dy b

du afa—we Y

1

@

4t ap

(47)
[ = (=)’
= [ exp| —————— | du=
. (@)(a —u)
oo bé
— —Y, 51 —
= b e Yy O[H%dy
@-a)®
ba 1 b
=l 2)
alta a’ ala—x)
[
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h(x)

or

06

0.5F

04

03F

0.2

01

6. abra. stacionérius eloszlas sirfiségfiiggvénye A = 10° esetén

A tételt alkalmazva meghatarozhatjuk a jelenlegi rekorder hatralévs ide-
jének varhato értékét. Ezt azonban nem tudjuk explicit modon kifejezni, de

numerikusan ki tudjuk értékelni.

E(jelenlegi rekorder hatralévs ideje) =

a bE 1 b b 1 b
_ “A—T(—— ppeE=al i s
/Oexp< a1+é ( aaa(a_x)a)) a1+é < a’a(a—l’>a) T+

(49)

Ebbe behelyettesitve a paramétereket —b6l, a kovetkez6t kapjuk:

19



E(jelenlegi rekorder hatralévs ideje) = 0.443664 (50)

A tételbdl ki tudjuk fejezni a rekordtartok identitasvaltozasanak varhato
értékét is. Ezt azonban nem tudjuk explicit moédon kiintegralni, csak numeriku-

Sall.

b ba 1 b
alte b <_/\a1+i F<_E7 aaa)> '
(51)

Ha a kiilonb6z6 A értékekre kiértékeljiik ezen rata atlagat, és log-linearis di-
agramon abrazoljuk, akkor egy egyenest kapunk (7| 4bra). Ez azt jelenti, hogy a

rata varhato értéke kozel linearis fiiggvénye log(\)-nak.

R(A)

21}

2.0F

1.8}
170

...
L
.
.
-

1 x 10% 5x10* 1x1¢° 5x10° 1x10° 5x10° 1x107/\

7. abra. A rata varhato értéke log-linearis diagrammon.

Erre nem adunk pontos bizonyitast, csak néhany heurisztikat a R(\) viselke-
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désérdl:

A mésodik kifejezés a —ban exponencialisan kicsi, ha \ elég nagy, ezért ezt
egyszertien elhanyagoljuk, és csak az integrallal foglalkozunk.
1
b

Legyen =+ =: ¢

1
atta

/Oa exp (—)\cF(—éa e v x)a)) M _Z;)QH exp Gﬁ) iz —
-/ o (_M(_é’ “>) A= (52)

aa®

o 1
= )\/ exp (—v — A (——, v+ log()\)> dv
—log A «Q

b

Ahol az alabbi helyettesitét hasznaltuk:
b

ala —x) (53)
v =1u—log(\)

u =

Ez hasonlit egy Gauss-integralra, igy az integrandus maximum értékét, és ezen

érték koriili meredekségét fogjuk kozeliteni.

q(v) == —v — /\cF(—é, v+ log(\)) (54)

Derivalva és 0-val egyenlévé téve:

'(v) = —1 — ce P(v +log(\))1"a =0
e (0 +1os() )
ce™’ = (v+log(\))'ta
A megoldast a kovetkezdvel kozelitve:
1
o % (~loglog(V)(1+ ) (56)
A kovetkezdivel becsiilve a maximum értéket:
1
dfw) = (1+ ) loglog() 657)
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Ujra derivalva:

/(0) = ce™ (0 +log(N)) 7 — e (u -+ log(N) P (-1 - ) =
= —ce (v + log()\))_l_i (1 + 1;_|_1+)g5()\)) (58)

Ha most ¢(v)-t a masodrendii Taylor-polinommaval kozelitjiik vg koriil, a ko-
vetkez6t kapjuk:
q(v) =~ q(vo) — (v — vo)?

R(\) = 20 / el gy & (59)

vo kbzelében

~ c(log(\)' =

Ahol ¢ egy konstans, mivel az integral létezik és véges.
Es mivel a ~ 10, and \ € [10°,10%], ebbél kivetkezik, hogy

R(\) =~ ' log()\) (60)

A tételbdl és a tételbdl megadjuk a korabban definialt bedgyazott
Markov-lanc stacionarius eloszlasanak stirtiségfiiggvényét, valamint a rekorder-
ként vald regnélas idGtartamanak varhato értékét, ha az élettartam-eloszlas a

fentiek szerinti:
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3. Hatareloszlas tételek

3.1. Definicié. X Weibull eloszlast b > 0 és a > 0 paraméterekkel (X ~

Weibull(c, b)), ha eloszlasfiiggvénye és siirtiségfiiggvénye a kovetkezs alaki:
F(—z)=1—¢"" 2>0 (63)

f(=2) = bka®* e ™ >0 (64)
Extrémérték elméletbdl ismert a kovetkezé lemmas:

3.1. Lemma. Legyenek X, Xs, ..., X, figgetlen, azonos eloszldsi valdsziniségi
vdltozok, melyek eloszldsfiggvénye F(—x) = 1 —x%, x € [0,1], a > 0. Legyen
tovdbbd M, = maz{Xy, Xs, ..., X, }.

Ekkor na M,, & W, n — oo, ahol W ~ Weibull(a, 1)

Legyen F(—x) =1—x% x € [0,1], o > 0. Vegyiik az ilyen élettartam elosz-
lassal definialt modellt, ami a legidGsebb ember koranak folyamatat irja le. Ekkor
ezen folyamat stacionarius eloszlasanak striiségfiiggvénye a kévetkez :

)\Ia+1

h(z) = Az%e™ ot1 . (65)

Legyen Y ilyen eloszlés, ill. legyen Z = Y AaH,

Ekkor Z stirtiségfiiggvényére igaz:

= h(qj_l(z)) aho Tr)==x a1
A(A;i ) exp(— ::11) . Lot .
9(z) = — = 2" exp(———) (67)

Tehdt Z ~ Weibull(a + 1, -17)

Megjegyzés. Ldthato, hogy ha a valdsziniségi vdltozoknak nem egyszerden a
mazimumdt vesszik, hanem beillesztjik dket a folyamatunkba egy PPP(\)-val
eltolva, akkor a folyamat staciondrius eloszldsanak is, megfeleld normdlds mellett,

a hatareloszlasa Weibull, viszont a o paraméter egqgyel eltolodik.
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3.2. Definicié. X standard Gumbel eloszlast, ha az eloszlasfiiggvénye a kiovet-

kezs alaku:

F(z) = exp(—e~ 7 ) (68)
3.2. Lemma. Legyen o > 0, ekkor
L1 0 (69)
~]l—a«
(1+e) ©c
Bizonyitds.
(1) =
a(r) = ———
(1+ )" (70)
b(x)=1—ax
Konnyt latni, hogy
a(0) =b(0
(0) = b(0) -
a’/(0) = b/(0)
Tehat a és b fliggvények els6rendben megegyeznek 0-ban. O]

3.3. Lemma. A felsd gamma figguényre a kévetkezd asszimptotika igaz ([,
6.5.92.):
r
lim (s, 2) =

z—oo L5 le—T

(72)

A fenti élettartam eloszlassal a folyamatunk stacionarius eloszlasanak elosz-
lasfiiggvénye:

1
e F(_la

H(y) = —A— A
(y) = exp( e o ala—y)°

),y €(0,a) (73)
Az el6z6 lemmaval H (y)-t kozelithetjiik a kévetkezd modon:

H(y) ~ exp (—)\% exp(—a(a;iy)a)) , ahogy y — a (74)
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Legyen Y olyan, hogy az eloszlasfiiggvénye H (y), és legyen:

Z :=¥(Y), ahol

<alog ) . b Ye
(a2 log(\) (alog()\)) — aa’log(A\)+

1/a 1/a
alog(log(A)) (#go\)) + log(log(N)) + <%g(>\)) + oz2ylog(/\))

b\ ((a+1)log(log(\) 2
U l(z)=a- - !
(2) = a (alog(/\)) ( a?log(\) alog(A) i )
(75)
3.4. Tétel. Z a standard Gumbel eloszldshoz konvergdl, ha A — oo.
Bizonyitds.
1/a
—a b (a+1log(log(V) =z (76)
alog(X) a?log(A) alog(A)
b log(%) ~ log(\) — —— log(log())) + 2
— a a log(log(X)) Z Yo B
a(a y) (1 + 1+ glog(g)f) OélOg(/\))

amihez a [3.2] lemmat hasznaltuk, illetve, hogy:

1+ alog(log(V) =z

h A
a?  log(\) alog(\) — 0, ahogy A = oo

| (77)
(a — z)*! B ba (1+ 1 + alog(log(})) _ < Yot ~

. ez T AT g alg(n)) (78)
~ #, mivel a zarojelben 1évé tag tart a 0-hoz, ahogy A — oc.

alog

Felhasznalva . és —t kapjuk, hogy:

1
alts

ba
P(Z <2)=PY < ¥ 1(2)) ~exp (— €—z> = exp (_6—(z—§logb+(1+i)loga)> :

ahogy A\ — oo

(79)
Ahol kihasznalhattuk a szerinti asszimptotikajat Y; eloszlasfiiggvényének,
mivel:
lim U '(z) =a, V2 €R (80)
A—00
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Ebbdl kovetkezik, hogy ha A — oo, akkor Z (Y normalt alakja), a standard

Gumbel-eloszlashoz konvergal eloszlasban. O
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4. A modell 0sszehasonlitasa a valdés adatokkal
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8. abra. A valos folyamat vizualizacidja a [I1] és [12] tabalazatok alapjan.

A [§labran jol lathato, hogy a folyamat atlaga az id6 milasaval novekszik. En-
nek egyértelmi magyarazata, hogy a varhato élettartam az adatfelvétel kezdete

6ta nd, illetve a sziiletési rata is emelkedik.

Célunk most az, hogy sszehasonlitsuk a modellt a [4] cikkbdl szarmazo élettartam-
eloszlassal a valos adatokkal. Ez azonban nehéz feladat a valos életfolyamat korab-
ban emlitett tulajdonsagai, valamint az a tény miatt, hogy az élettartam-eloszlas
orszagonként eltérs. Az élettartam-eloszlas paramétereit csak néhany orszagra és
csak rovid idGtartamra mérték meg. Tovabba azt is fel kell tételezniink, hogy a

folyamat stacionarius

A [4] cikkben megmeérték az élettartam-eloszlas paramétereit Franciaorszag, Svajc
és Ausztralia esetében. A meéréseket 2012-ben, 2011-ben és 2009-ben végezték,
igy csak a 2000 és 2018 kozotti torténelmi adatokat vessziik figyelembe. A rekord-
tartok ebben az idGintervallumban 1900 koriil sziilettek, igy meg kell becsiilniink

az akkori sziiletési ratat. Ehhez csak a fejlett vilagot fogjuk figyelembe venni,
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mert a tobbi orszag esetében a paraméterek eltéréek, és nem tal valoszint, hogy
valaki egy fejletlen, alacsonyabb varhato élettartammal rendelkezé orszéagbol lesz
rekorder. A kiilonbozd becslések mérlegelése utdn a A = 2,5 - 10° értéket fogjuk

hasznéalni.
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9. abra. A valos adatok 2000 és 2018 kozott.

Most két értékét fogjuk kiszamitani a valodi folyamatnak. ElGszoér a valo-
di folyamat atlagat, ami a [9] abran lathato gorbe alatti teriilet osztva az id6-

intervallum hosszaval. Masodszor a rekorderként valo regnalési id6 atlagat.

A valodi folyamat atlaga = 115,19 (81)
atlagos regnalasi id6 rekorderként = 0, 59 (82)

Az elméleti és az empirikus értékek Osszehasonlitasa a [I] tablazatban lathato.

Ezeket a harom kiilonb6z6 orszag paramétereire numerikus integraléssal szamol-
tuk ki, a . rész és eredményeit hasznalva, és a A értéket 2,5 millionak

véve.
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Orszag, amire a paramétereket kimérték: ‘ France ‘ Switzerland ‘ Australia

A Markov-folyamat stacionarius eloszlasanak varhato értéke: 113,45 111,02 112,02
Az empirikus értéktdl valo eltérés (abszolut értékben): 1,74 4,17 3,17
A rekorderként valo regnalasi id6 varhato értéke 0,60 0,53 0,53
Az empirikus értéktdl valo eltérés (abszolut értékben): 0,01 0,06 0,06

1. tablazat. A valos értékek 6sszehasonlitasa az empirikus értékekkel.

Mint fentebb emlitettiik, nehéz Gsszehasonlitani a valés folyamatot az elmé-
letivel, de az 1] tablazatban lathato, hogy a 2012-ben, Franciaorszaghan mért

paraméterekkel és A\ = 2,5 - 105-nal meglehetdsen jo eredményeket kaptunk.
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5. Inhomogén folyamat

Hosszabb idén at tekintve a folyamatunkat mér nem teljesiil az eredeti feltéte-
lezésiink, hogy a Poisson-folyamat \ paramétere allando, mivel folyamatosan né
a Fold lakossaga, akik egészségesebben is élnek, valamint a valos adatsor sem
tlinik stacionariusnak idoben. FEzért a kdvetkezdkben bevezetjiik a modell egy
modositasat, ahol ezt a A paramétert idéfiiggévé tessziik a tobbi feltevés meg-
tartdsa mellet. Célunk, hogy ezt a folyamatot megfelel6 paraméterbeallitasokkal
osszehasonlitsuk a teljes valos adatsorral.

Ahogy eddig, jelolje Y; a legid6sebb ember életkorat ¢ idépontban. FEkkor
hasonlo gondolatmenet alapjan mint [I.8ban kifejezhetjiik Y; eloszlasfiiggvényét:

P(Y;) = exp (— /OOO At —z—u)(l—F(z+ u))du) =

0 (83)
= exp (—/ At —u)(1— F(u))du)
Tegyiik fel tovabba, hogy A(t) exponencidlis fiiggvény, tehat:
A(t) = ce™, ¢,y > 0. (84)

Valamint hasznaljuk a méar 2| részben megismert élettartam-eloszlast a Francia-
orszagra mért paraméterekkel ([4] 24-es oldal).
Ekkor Y; eloszlasfiiggvénye alapjan a kovetkezd alaki:

P(Y;) = exp (—ce'yt / " exp(—u + ﬁ)du) (85)

Az egyszertiség kedvéért eltoljuk az adatsorunkat tgy, hogy 1955-6t tekintjiik O-
nak, igy t € [0,63].Az Gsszehasonlitast a valos adatokkal megneheziti az élettartam-
eloszlas farokeloszldsdnak bizonytalansaga, mivel ezen eloszlast valés haldlozasi
adatokbol szamitottdk ki, igy az eloszlas jobb végponthoz kozeli részének illesz-
tésekor csak nagyon kevés adatpont allt a rendelkezésiikre.

A megfeleld illeszkedés miatt Y; eloszlasanak c és v paramétereit ugy allitjuk be,
hogy a kapott eloszlas varhato értéke ¢ = 0 és ¢ = 63 id6pontokban megegyez-
zen az eredeti folyamat regresszios egyenesének ezen pontokbeli értékével. FEz
¢ =10" és v = g log(2 - 10°) esetén valosul meg.

Hogy 0sszehasonlitsuk a folyamatunkat a valés adatokkal, kiszamitjuk 1955-t6l

2018-ig minden év els§ napjara a fenti eloszlds varhatéd értékét, illetve a varha-
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10. abra.

to érték koré a masodik momentumot és a Csebisev-egyenlétlenséget hasznalva
legalabb 90%-o0s konfideciaintervallumot szerkesztiink, majd az igy kapott pont-
sorozatokat egyenesekkel 6sszekotjiik.

Ez lathato a abran. A konnyebb értelmezhetdség kedvéért az adbrazolashoz
visszatoltuk a folyamatunkat az eredeti idSintervallumba. Ahogy az abra is mu-
tatja, ezzel az inhomogén megkozelitéssel mar elég jo illeszkedést tudtunk elérni
a valds adatokra.

A magas paramétervalasztast indokolja a mar el6bb emlitett bizonytalansaga
az élettartam eloszlasnak, de nincs okunk masfajta lecsengést feltételezni, ezért
csak a valoszintiségek konstanssal vald szorzésat valasztjuk a jobb egyezés elérésé-
hez. Ez a konstans gy jelenik meg a formuldban, hogy a sziiletési ratat szorozza,

ezért tekinthetjiik A(¢)-t a korrekcios konstans és a sziiletési rata szorzatanak.
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6. Osszefoglalas

A szakdolgozatomban a vilag legidGsebb emberének életkorara vonatkozo Markov-
folyamatot vizsgaltuk.

Az els6 részben egy kétdimenzios abrazolas segitségével bizonyitottunk egy exp-
licit képletet a folyamat stacionarius eloszlasara, ami lehet6vé tette a folyamat
kiilonb6z6 tulajdonsagainak kiszamitasat.

A masodik részben kiszamitottuk a folyamat tulajdonsagait a [4] cikkbél szarmazo
redlis élettartam-eloszlassal. Megfigyeltiik, hogy a rekordtartd személyazonossa-
ganak valtozasi sebességének atlaga kozel linearis fiiggvénye a log(\) értéknek, és
adtunk néhany heurisztikat e megfigyelés megerdGsitésére.

A harmadik részben a stacionarius eloszlas hatareloszlasat vizsgaltuk. Belattuk,
hogy F(—z) = 1 — x“ élettartam eloszlas esetén Weibull, mig a [4] cikk szerinti
élettartam eloszlas esetén (Gumbel eloszlasi a stacionarius eloszlas hatareloszlésa,
megfelel6 normélas mellet, ahogy A — oc.

A negyedik részben az el6z6 élettartam-eloszlas mért paramétereit hasznaltuk fel
arra, hogy Osszehasonlitsuk modelliink tulajdonsagait a valos adatok egy részé-
vel. Ehhez a Gerontology Research Group [3] torténelmi adatait hasznaltuk, és
néhany becslést a A paraméterre. A legjobb eredményeket a 2012-ben Franciaor-
szdgban mért paraméterek felhasznalasaval kaptuk.

Az 6todik részben inhomogénre modositottuk a folyamatunkat, hogy a teljes va-
lodi adathalmazzal 6sszehasonlithassuk a modelliinket. Ezzel a modellel, és meg-

felel6 paraméter valasztassal jo egyezést sikeriilt elérniink.
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Length of Age at
Age When Oldest Reign _ |Reign Length| Accession
# Birthplace Name Born Died Years|Days| Race | Sex| Deathplace Years| Days| (In vears) |Years|Days
1 England (UK) Betsy Baker Aug 20, 1842 Oct. 24, 1955 113 65 W F US (NE) 71955 ?-113 NA NA NA NA NA
2 England (UK) Jennie Howell Feb. 11,1845 December 16, 1956 111 309 W F US.(CA) 1955-1956 110-111 1 53 L14 110 255
3 Denmark Anne Mane Carstenson Jan. 24, 1849 Mar. 30, 1958 109 6 W F US.(NE) 1956-1958 107-109 1 104 1.28 107 327
4 US. IV Nancy Ryan Sept. 5, 1849  Oct. 17,1958 109 42 W F UsS. @) 1958 108-109 0 201 0.55 108 206
5 Netherlands Christina Kamebeek-Backs Oct. 2,1849  Oct 7,1959 110 5 W F Netherlands 1958-1959 109-110 0 355 097 109 15
6 Norway Marie Olsen May 1, 1850 November24, 1959 109 207 W F Norway 1959 109 0 48 013 109 159
7 US. (MD Mary Kelly June 7,1851  December 30, 1964 113 206 W F US.(CA) 1959-1964 108-113 5 36 510 108 170
8 England (UK) Elizabeth Kensley May 12, 1855 Mar. 6, 1965 109 298 W F England (UK) 1964-1965 109 0 66 018 109 232
9 US(IX) William Fullingim July 7,1855[1] Aug 6. 1965 110 30 W M US.(OK) 1965 109-110 0 153 042 109 242
10 England (UK) Hannah Smith Jan 7, 1856  January 10, 1966 110 3 W F England (UK) 1965-1966 109-110 0 157 043 109 211
11 England (UK) John Tumer June 15, 1856  Mar. 21, 1968 111 280 W M England (UK) 1966-1968 109-111 2 70 219 109 209
12 South Afiica Johamma Booysen Jan. 17, 1857  June 16, 1968 111 131 W F SouthAfrica 1968 111 [ 87 0.24 111 64
13 Czechoslovakia Marie Bematkova Oct. 22,1857 May 4, 1969 111 194 W F Czechoslovakia 1968-1969 110-111 0 322 088 110 238
14 England (UK) Ada Roe Feb. 6,1858  January 11, 1970 111 339 W F England (UK) 1968-1970 111 0 252 0.69 111 87
15 Spain Josefa Salas Mateo July 14, 1860  February 27, 1973 112 228 W F Spam 1970-1973 109-112 3 47 313 109 181
16 England (UK) Alice Stevenson July 10, 1861  August 18, 1973 112 39 W F England (UK) 1973 111-112 0 172 0.47 111 232
17 N. Ireland (UK) Elizabeth Watkins[2 Mar. 10, 1863  Oet. 31, 1973 110 235 W F N Ireland (UK) 1973 110 0 74 0.20 1o 161
18 Japan Mito Umeta Mar. 27, 1863 May 31, 1975 112 65 O F Japan (Kumamoto) | 1973-1975 110-112 1 212 158 110 218
19 Japan Niwa Kawamoto Aug. 5 1863 November 16,1976 113 103 O F Japan (Shiga) 1975-1976 111-113 1 169 146 111 299
20 U.S. (MO) Sephia De Muth [3 June 30, 1866 Dec. 2. 1977 111 155 W F US.(MO) 1976-1977 110-111 1 16 1.04 110 139
21 France Marie-Virginie Duhem Aug. 2, 1866 Apr. 25,1978 111 266 W F France 1977-1978 111 0 144 039 111 122
22 US. (IL) Fannie Thomas Apr. 14,1867 January 22, 1981 113 283 W F US.(CA) 1978-1981 111-113 2 272 275 111 11
23 France Augustine Teissier Jan 2, 1869  Mar. 8§ 1981 112 65 W F France 1981 112 0 45 0.12 112 20
24 US. (NH) Nellse Spencer Aug 24,1869 November 13,1982 113 81 W F US.(NI) 1981-1982 112-113 1 250 1.68 111 196
25 Us. (MO) Enma Wilson May 12, 1870  Oect. 13,1983 113 154 W F US.(MO) 1982-1983 112-113 0 334 0.92 112 185
26 LS. (14) Mathew Beard[4] July 9, 1870  February 16,1985 114 222 B M US.(FL) 1983-1985 113-114 1 126 135 113 96
Augusta Holtz Aug. 3,1871 Oct. 21, 1986 115 79 W F US.(MO) 1985-1986 114-115 1 247 L68 113 197
28 U5, (CA) Mary McKmney May 30, 1873  Feb. 2, 1987 113 248 W F US.(CA) 1986-1987 113 0 104 028 113 144
29 England (UK) Anna Eliza Williams June 2, 1873 December 27, 1987 114 208 W F Wales (UK) 1987  113-114 0 328 090 113 245
30 US. (PA) Florence Knapp Oct. 10, 1873 January 11, 1988 114 93 W F US. (PA) 1987-1988 114 0 15 0.04 114 78
31 France Feb. 21,1875 Aug 4,1997 122 164 W F France 1988-1997 112-122 9 205 9.56 112 324
32 Canada (Que) Marie-Louise Meillewr Aug. 29, 1880 Apr. 16, 1998 117 230 W F Canada (ONT) 1997-1998 116-117 0 255 0.70 116 340
33 US. (PA) Sarah Knauss Sept. 24, 1880 December 30, 1999 119 97 W F US. (PA) 1998-1999 117-119 1 258 171 117 204
34 England (UK) Eva Morris Nov. 8, 1885 Nowv. 2,2000 114 360 W F England (UK) 1999-2000 114 0 308 0.84 114 32
35 France Marie Bremont Apr. 25,1886 June 6. 2001 115 42 W F France 2000-2001 114-115 0 216 0.59 114 191
36 U.S. (MI) Maud Farris-Luse Jan 21, 1887  Mar. 18, 2002 115 5 W F US.(MD 2001-2002 114-115 0 285 0.78 114 136
37 England (UK) Grace Clawson [7 Nov. 15, 1887 May 28, 2002 114 194 W F US. (FL) 2002 114 0 7 019 114 123
Adelina Domingues Feb. 19, 1888  August 21, 2002 114 183 W F US.(CA) 2002 114 0 85 023 114 98
Mae Hammington Jan. 20, 1889  December 29,2002 113 343 W F US. (NY) 2002 113 0 130 0.36 113 213
Yulachi Chuganji Mar. 23, 1889 Sept. 28, 2003 114 189 O M Japan (Fukuoka) 2002-2003 113-114 0 273 0.75 113 281
Mitoyo Kawate May 15, 1889 November 13,2003 114 182 O F Japan (Hiroshima) 2003 114 0 46 0.13 114 136
42 Puerto Rico Ramona Trinidad Iglesias-Jordan[9] Aug 31, 1889 May 29, 2004 114 272 W F Puerto Rico 2003-2004 114 0 198 054 114 74
43 Ecuador Maria Esther de Capovilla[10] Sept. 14, 1889 August 27, 2006 116 347 W F Ecuador 2004-2006 114-116 2 90 225 114 258
44 US. (TN) Elizabeth Bolden Aug. 15,1890 December 11,2006 116 118 B F US. (IN) 2006 116 0 106 029 116 12
45 Puerto Rico Enuliano Mercado Del Toro Aug 21,1891 January 24, 2007 115 156 H M Puerto Rico 2006-2007 115 0 H“ 0.12 115 112
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Length of Age at

Age 'hen Oldest Reign Reign Length| Accession
# Birthplace Name Born Died Years| Days| Race | Sex Deathplace Age Range | Years| Days Years| Days
46 U.S. (NC) Emma Tillman Nov. 22,1892 Jamuary 28, 2007 114 67 B F US. (CT) 114 0 4 0.01 14 63 |
47 Japan Yone Minagawa Jan. 4,1893  August 13, 2007 114 221 O F Japan (Fukuoka) 2007 114 0 197 0.54 114 24
48 U.S. (IN) Edna Parker Apr. 20,1893  November 26,2008 115 220 W F US. (IN) 2007-2008 114-115 1 105 1.29 114 115
49 Portugal Maria de Jesus Sept. 10, 1893  Jan 2, 2009 115 114 W F Portugal 2008-2009 115 0 37 0.10 115 27
50 U.S. (GA) Gertrude Baines Apr. 6,1894  Sept. 11, 2009 115 158 B F US.(CA) 2009 114-115 0 252 0.69 114 271
51 Japan Kama Chinen May 10, 1895 May 2, 2010 114 357 O F Japan (Okinewa) 2009-2010 114 0 233 0.64 114 124
52 France Eugenie Blanchard Feb. 16,1896  Nov. 4, 2010 114 261 W F France (St. Barts) 2010 114 0 186 0.51 114 75
53 Brazil Maria Gomes Valentim [11 July 9. 1896  Tme 21, 2011 114 347 W F Brazl 2010-2011 114 0 229 0.63 114 118
54 U.S. (IN) Besse Cooper Aug. 26,1896 Dec. 4,2012 116 100 W F US. (GA) 2011-2012 114-116 1 166 145 114 299
55 Italy Dina Manfredini Apr. 4,1897  Dec. 17,2012 115 257 W F US.(14) 2012 115 0 13 0.04 115 244
56 Japan Jiroemon Kimura Apr. 19,1897  Tme 12, 2013 116 54 O M Japan (Kyote) 2012-2013 115-116 0 177 0.48 115 242
57 Japan Misao Okawa Mar. 5,1898  Apr. 1, 2015 117 27 EA F Japan (Osaka) 2013-2015 115-117 1 293 1.80 115 99
58 U.S. (AR) Gertrude Weaver July 4, 1898 Apr. 6,2015 116 276 Mm[12] F U.S.(AR) 2015 116 0 5 0.01 116 271
59 U.S. (GA) Jeralean Talley May 23, 1899  Tume 17, 2015 116 25 B F US.(MD) 2015 115-116 0 72 0.20 115 318
60 U.S. (AL) Susannah Mushatt Jones July 6,1899  May 12, 2016 116 311 B F US.(NY) 2015-2016 115-116 0 330 0.90 115 346
61 Italy Emma Morano Nov. 29,1899  Apr. 15, 2017 117 137 W F ltaly 2016-2017 116-117 0 338 0.92 116 165
62 British West Indies (now Jamaica) Violet Brown Mar. 10,1900  Sept. 15, 2017 117 189 B F Jamaica 2017 117| 0 153 0.42 117 36
63 Japan Nabi Tajima 04.aug.00 Apr. 21, 2018 117 260 EA F Japan (Kagoshima) |2017-2018 117 o 218 0.60 117 42
64 Japan Chiyo Miyako May 2, 1901  TJuly 22,2018 117 81 EA F Japan(Kanagawa) 2018 116-117 0 92 0.25 116 354
65 Japan Kane Tanaka 02.jan.03 April 19, 2022 119 107 EA F Japan (Fukuoka) 2018-2022 115-119 3 271 3741 115 201
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