Filiggvények nagysagrendje
ALGORITMUSELMELET
1. gyakorlat
2023.

Nagysagrendek: O, 2, ©.
Ha f,g: N — R fiiggvények, akkor
(i) f € O(g) jeldli azt a tényt, hogy léteznek olyan ¢, ng > 0 allandok, hogy minden n > ng esetén f(n) < c¢- g(n)
teljesiil;

(i) f € Q(g) jeloli azt a tényt, hogy léteznek olyan ¢,ny > 0 allandok, hogy minden n > ng esetén f(n) > c¢- g(n)
teljestil;

(iii) f € O(g) jeloli azt a tényt, hogy f € O(g) és f € Q(g) is teljesiil.

1. Bizonyitsuk be, hogy

(a) n? —4n+ 7 € O(n?); (e) 21 € ©(2"), de 22" ¢ O(2");
(b) 100(n —1)! € O(n!), de 100(n — 1) & Q(n!);  (f) 1+2+...+n € O(n?);
(c) logyyn € ©(log, n); (g) 1+2+22+...+2" € O(2");
(d) 2" € O(3"), de 2" ¢ Q(3™); (h) v2n2+3n+ 15 € O(n).

2. Adjunk minél jobb O becslést a kovetkez fliggvényekre.

(a) (n*+8)(n+1) (c) 5" +n" +n! (e) (2" +n?)(n® +3")
(b) (nlogyn + n?)(n®+2) (d) (n!+2") (n3 +log,(n? + 1))

3. Az alabbi fiiggvényeket rendezziik olyan sorozatba, hogy ha f; utan kozvetleniil f; kovetkezik a
sorban, akkor f;(n) € O(f;(n)) teljesiiljon.

filn) =202 f(p) =88 fi(n) = 1514n%logy n

4. Mely a,b > 1 szamokra teljesiilnek az alabbiak?

(a) n* € O(n?) (b) 29" € O(2") (¢) log,n € O(log,n)

5. Legyenek f és g pozitiv értékkészletii fiiggvények. Bizonyitsuk be, hogy ha f € O(g) fennall, akkor
g € Q(f) is teljesiil.

6. Legyenek fi, f2, g1, 92 pozitiv értékkészleti fiiggvények. Bizonyitsuk be, hogy ha f; € O(g;) és
f2 € O(g2) fennall, akkor az alabbiak is teljesiilnek.

(a) f1+ f2 € O(max(g1,92)) (b) fi-f2€0(g1-92)

7. Ugyanarra a feladatra van két algoritmusunk, A és B. A maximalis 1épésszamot leird fiiggvényeket
jelolje fa és fp. Tudjuk, hogy fa(n) € O(fB(n)). Kovetkezik-e ebbdl, hogy

(a) A minden bemeneten gyorsabb, mint B;
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(b) A véges sok bemenet kivételével gyorsabb, mint B;
(c) A megfelelGen nagy bemenetekre gyorsabb, mint B?

Az aldbbi pszeudokédban egy * kifrasa szamit lépésnek. Mutassuk meg, hogy a kod lépésszama

O(n?).

for 1 = 0 to n-1:
for j = i+1 to n:
print j darab *

(a) Lassuk be, hogy a buborékrendezés lépésszama O(n?) (az algoritmus pszeudokodja alabb olvas-
hato); relevans lépésnek az Gsszehasonlitas és a csere szamit.

(b) Tgaz-e, hogy a buborékrendezés lépésszama O(n?)?
(c) Lassuk be, hogy a buborékrendezés lépésszama Q(n?).

(d) Igaz-e, hogy a buborékrendezés 1épésszama ©(n?)?

for i = n to 2:
for j =1 to i-1:
if A[j1 > A[j+11:
csere A[j] és A[j+1]

Az A[l : n] tomb (binaris keresést hasznalo) beszirasos rendezése n — 1 kérbél all: az i-edik kérben
(1 < i < n—1) a mér rendezett A[l : i] tombben megkeressiik az A[i + 1] elem helyét binaris
kereséssel, majd az A[i + 1] elemet szomszédos elemek cseréjével balra mozgatjuk addig, amig a
megtalalt pozicioba nem érkezik.

(a) Lassuk be, hogy az algoritmus lépésszama O(n?); relevans lépésnek az osszehasonlités és a csere
szamfit.

(b) Léssuk be, hogy az algoritmus lépésszama Q(n?) és ©(n?) is.

Jelolje egy algoritmus maximalis 1épésszaméat az n méretd bemeneteken L(n). Adjunk fels§ becslést
az L(n) nagysagrendjére, ha tudjuk, hogy L(1) = 2 és tetszéleges n > 1 esetén

(a) L(n) = L(n —1) +3; (c) L(n) = L(n/2]) +3;
(b) L(n) = L(n — 1) + 3n; (d) L(n) =4L([n/2]) + 3.

A (c) és (d) eseteket elegendd 2-hatvanyokra meggondolni.

Tegyiik fel, hogy n egy 2-hatvany. Bizonyitsuk be, hogy ahhoz, hogy n kiilonb6z6 szambol a két
legnagyobb elemet kivalasszuk, n + log, n — 2 6sszehasonlitas elégséges.

Az A[l : n] témb piros és z6ld elemeket tartalmaz, és ezt szeretnénk atrendezni gy, hogy az egy-
szinti elemek folytonosan helyezkedjenek el (el6l az Gsszes piros és utana a zoldek, vagy forditva).
Egy megengedett 1épés két szomszédos tombelemnek a cseréje. Javasoljunk konstans szorzo erejéig
optimélis lépésszami algoritmust.

Adott n chip, melyek képesek egymas tesztelésére a kovetkezd modon: ha Osszekapcesolunk két chipet,
mindkét chip nyilatkozik a masikrol, hogy hibasnak talalta-e. Egy hibatlan chip korrektiil felismeri,
hogy a masik hibas-e, mig egy hibas chip akarmilyen valaszt adhat. Tegyiik fel, hogy a chipek t6bb,
mint a fele hibatlan. Adjunk algoritmust, mely n-nél kevesebb fenti tesztet hasznalva kikeres egy
hibatlan chipet.



