NP-teljesség

ALGORITMUSELMELET

11. gyakorlat
2024.

A Karp-redukci6 tulajdonsagai.
—-Ha X <Y é Y € P, akkor X € P.
—Ha X <Y és Y € NP, akkor X € NP.
—Ha X <Y ésY € coNP, akkor X € coNP.
~Ha X <Y, akkor X < Y.
~-Ha X <Y ésY < Z, akkor X < Z.

NP-nehézség.

Egy eldontési problémét NP-nehéznek neveziink, ha minden NP-beli probléma visszavezethet ra.

NP-teljesség.

Egy eldontési problémét NP-teljesnek neveziink, ha NP-beli és NP-nehéz.

Iszonyui Hasznos Tétel.

Ha m; NP-teljes, mo NP-beli, valamint 7 < s, akkor 7o is NP-teljes.

Tétel.
Az alabbi problémak NP-teljesek.
SAT 3-SZIN H
Bemenet: ¢ Boole-formula. Bemenet: G graf. Bemenet: G graf.
Kérdés: kielégithet-e 7 Kérdés: kiszinezhets-e G 3 szinnel? Kérdés: van-e G-ben Hamilton-kor?
MAXFTL MAXKLIKK

Bemenet: G graf, k € Z™.
Kérdés: van-e G-ben k-elemii fiiggetlen ponthalmaz?

RH PARTICIO
Bemenet: sq,...,5m;b€ ZT. Bemenet: sq,...,8, € ZT.

Kérdés: van-e olyan I C{1,...,m}, Kérdés: van-e olyan I C{1,...

1 m
amelyre ;. ; s; = b7 amelyre Y, ;85 =5 i 87

1. Mi a bonyolultsaga az alabbi feladatoknak?

(a) Bemenet: egy iranyitott G graf. (b)
Kérdés: aciklikus-e G?7

(c) Bemenet: egy iranyitott G graf, s,t € V(G), (d)
I: E(G) — R* hosszfiiggvény ¢és k € RT.
Kérdés: van-e G-ben s-bdl t-be legfeljebb k-hosszi
at?

(e) Bemenet: egy iranyitott, aciklikus G graf, s,t € (f)
V(G), I: E(G) — RT hosszfiiggvény és k € RT.
Kérdés: van-e G-ben s-bdl t-be legalabb k& hosszi
ut?

Bemenet: G graf, k € Z™.
Kérdés: van-e G-ben k-méretd klikk?

HATIZSAK

Bemenet: s1,...,8m;01,...,Um; bk € Z.
,m}, Kérdés: van-e olyan I C {1,...,m},

amelyre ), ;5; <bés ) ;v > k?

Bemenet: egy G graf és e € E(G).

Kérdés: van-e G-ben e-n atmend kor?

Bemenet: egy iranyitott G graf, s,t € V(G),
I: E(G) — RT hosszfiiggvény és k € RT.

Kérdés: van-e G-ben s-bél t-be legalabb k-hosszu
at?

Bemenet: egy irdnyitatlan G graf, c¢: E(G) — R
koltségfiiggvény és k € RT.

Kérdés: igaz-e, hogy G-ben barmely feszitéfa kolt-
sége legalabb k7



(g) Bemenet: egy iranyitatlan G graf. (h) Bemenet: G és H iranyitatlan grafok.

Kérdés: tartalmaz-e G Euler-korsétat? Kérdés: van-e G-nek H-val izomorf részgrafja?

(i) Bemenet: k € ZT és egy (5k)-cstcsi iranyitatlan G (j) Bemenet: egy iranyitott G graf.

graf.
Kérdés: van-e G-ben pontosan k-éld kor? Kérdés: van-e G-ben pontosan 5-él4 irdnyitott kor?

(k) Bemenet: egy iranyitatlan G graf. (1) Bemenet: egy iranyitatlan G graf és k € Z+.
Kérdés: van-e G-ben paratlan hosszasagu kor? Kérdés: kiszinezhets-e a G graf k szinnel?

(m) Bemenet: egy G graf és z,y € V(G). (n) Bemenet: egy G graf és x,y € V(G).
Kérdés: kiszinezheté-e G harom szinnel ugy, hogy = Kérdés: kiszinezheté-e G harom szinnel ugy, hogy x
és y szine kiilonbo6zs legyen? és y szine azonos legyen?

(o) Bemenet: egy G graf. (p) Bemenet: egy G graf és egy k € ZT szam.

Kérdés: van-e G-ben egy legfeljebb k-méretii lefogo

Kérdés: van-e G-ben egy legalabb 100-méreti klikk? ponthalmaz?

(q) Bemenet: egy G paros graf és k € Z+. (r) Bemenet: egy G paros graf és k € Z+.
Kérdés: van-e G-ben egy legalabb k-méreti fiigget-
len ponthalmaz? Kérdés: van-e G-ben legalabb k-méretd parositas?

(s) Bemenet: egy G paros graf. (t) Bemenet: egy (G, s,t,c) halozat és k € Z™T.
Kérdés: teljesiil-e G-ben a Hall-feltétel? Kérdés: van-e G-ben k-nagysagu folyam?

2. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi Karp-redukciok léteznek és adjunk is meg egy-egy Karp-redukciot. (Az s-t-H-UT
probléméban az a kérdés, hogy egy adott iranyitatlan G graf adott s és ¢ cstucsa kozott vezet-e Hamilton-ut.)

(a) OSSZEFUGGO < H (c) 2-SZIN < 2-SAT
(b) OSSZEFUGGO < 2-SZIN (d) H < s-t-H-UT

3. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi problémak NP-teljesek.

(a) Adott G graf csicsai kiszinezhetSek-e 3 szinnel helyesen gy, hogy mindegyik szint ugyanannyiszor hasznaljuk?

(b) Adott G iranyitatlan graf cstucsai szinezhetGek-e tgy harom szinnel, hogy legfeljebb egy olyan él legyen, aminek
a végpontjai azonos szintiek?

(¢) Adott egy iranyitatlan, osszefiiggd G graf, melynek paros sok csticsa van, az élek egy része pirosra, a tobbi kékre
vannak szinezve, és azt szeretnénk eldonteni, hogy van-e G-ben olyan Hamilton-kor, ami két egyenld hosszi piros
és kék ivbdl all?

4. Tekintsiik azt a problémét, hogy egy adott G irdnyitatlan, élsilyozott grafban mekkora a minimélis stlya Hamilton-kor
silya. Adjuk meg, mi lesz az ehhez tartozé eldontési probléma, és lassuk be, hogy az NP-teljes.

5. Egy n emberbdl all6 szervezetben b-féle bizottsag mikodik. Bizottsagi iilések idépontjat akarjuk kittizni. Két kiilonb6z8
bizottsag iilése akkor lehet azonos napon, ha nincs olyan ember, aki mindkét bizottsagnak tagja. Legyen adott egy k
pozitiv egész szam és minden bizottsaghoz a tagok névsora. Azt szeretnénk eldénteni, hogy a b bizottsagi iilés kittizhets-
e Osszesen legfeljebb k kiillonb6z6 napra. Vagy adjunk egy, a kivant beosztast megtalalé polinomiélis algoritmust vagy
mutassuk meg, hogy a feladathoz tartozé eldontési probléma NP-teljes.

6. Tudjuk, hogy X; < X, és hogy az X, komplementere Karp-redukalhatéo a PARTICIO nyelvre. Igazoljuk, hogy ekkor
X7 € coNP.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha MAXKLIKK € P, akkor SAT € P is teljesiil.

8. Tegyiik fel, hogy létezik olyan X eldontési probléma, amire X és X is NP-teljes. Bizonyitsuk be, hogy ekkor minden
Y NP-teljes nyelv esetén Y is NP-teljes.

9. Adjunk meg egy 3-SAT < 3-SZIN Karp-redukciot.



