Dijkstra-algoritmus
ALGORITMUSELMELET
7. gyakorlat
2025.

1. Egy iranyitott graf cstcshalmaza {a,b,c,d, e, f}, az élek és silyaik pedig az alabbiak: s(a,b) = 5,
s(a,e) = 6, s(b,c) = 4, s(b,d) = 6, s(c,a) = 3, s(c,d) =1, s(d,e) = 2, s(e,c) = 2, s(e, f) = 1,
s(f,0) = 3, s(f,¢) = 1, s(f,d) = 1. Dijkstra modszerével hatérozzuk meg a-bol az Gsszes tobbi
cstcsba vezetd legrovidebb ut hosszat.

2. Adjuk meg az 6sszes olyan minimalis élszamu iranyitott grafot (élsulyokkal egyiitt), amelyekre az
alabbi tablazat a Dijkstra-algoritmusban szereplé D tomb valtozésait mutathatja.
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3. Az alabbi tablazat a Dijkstra-algoritmus lefutasdt mutatja egy G irdnyitatlan grafon.

(a) Hatarozzuk meg, hogy milyen sorrendben keriiltek be az egyes csticsok a KESZ halmazba.

(b) Hatarozzuk meg az ac él hosszat.
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33116 7 | 0 |77
24 116 | 7 | 0 | 18
22116 7 | 0 | 18

4. Matrixaval adott egy varos uthéalozatanak élsilyozott, irdnyitott grafja: a cstcsok a csomopontok, az
élek a csomopontok kézotti kozvetlen utak, az élek sulya pedig azt mutatja, hogy mennyi az atlagos
ids, ami az Gt megtételehez autoval sziikséges. Utfelujitasok miatt a kovetkezd héten le fogjak zarni a
varos két csomopontjat, a-t és b-t (ezeken nem lehet autoval athaladni). Adott a grafban két kijelolt
csucs, S és T és azt szeretnénk eldonteni, hogy az a és b csomépontok lezardsa miatt novekedni
fog-e az S-bdl T-be eljutas ideje és ha igen, akkor mennyivel. (Tételezziik fel, hogy a kozvetlen
utakhoz rendelt atlagos idék nem véltoznak a lezarasok kovetkeztében.) Melyik tanult algoritmust
lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) lépésben meg akarjuk oldani ezt a feladatot, ahol n a
csomopontok szadmat jeloli?

5. A G = (V, E) irdnyitott grafban a cstcsok egy nemiires F' részhalmaza fontos. A graf minden éléhez
tartozik egy pozitiv élsily. Az u € F fontos cstcs tavolsaga a v € F' fontos cstcstol a legrovidebb
olyan u-bol v-be meng ut hossza, aminek nincs u-tol és v-t6l1 kiilonb6z6 fontos csiicsa. Legyen a graf
a matrixaval adott, és minden csucsra adott az is, hogy fontos csics-e. Adjunk algoritmust, ami
O(|V|?|F]) léepésben meghatérozza az dsszes fontos cstcspar kozotti téavolsagot.
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Matrixaval adott egy varos uthalézatanak oOsszefliggs, élsulyozott, irdnyitott grafja: a cstcsok a
csomopontok, az élek a csomoépontok kozotti kozvetlen utak, az élek silya pedig azt mutatja, hogy
mennyi id§ alatt tud az adott szakaszon egy biciklis futar végigmenni. Egy, az f csiicsban tartdézkodod
biciklis futar azt a feladatot kapja, hogy a nala levé két csomagot a lehetd leggyorsabban kézbesitse
ki a varos b és ¢ csomopontjaiba (az mindegy, hogy milyen sorrendben kézbesit). Melyik tanult
algoritmust lehet alkalmazni és hogyan, hogy O(n?) lépésben meghatérozzuk, hogy milyen sorrendben
kell a futarnak a csomagokat leadnia és mennyi a legrévidebb idg, ami alatt teljesiteni tudja a
feladatat, ahol n a csomépontok szamat jeloli?

. A matrixaval adott n-csicsu, irdnyitott G graf élei kozott van egy negativ salyua él, a tobbi él sulya

pozitiv. A grafban nincs negativ silya kor. Adjunk O(n?) lépésszami algoritmust az s € V(G)
pontbdl az 6sszes tobbi pontba vezetd legrovidebb utak meghatarozaséra.

Urhajonkkal egy véges, egydimenziés univerzumban ragadtunk, amelynek pontjait 0 és r kozotti
egész koordinatédkkal azonositjuk. A kozlekedést a 0 < xy,x9,..., 2, < r koordinatdkon elhelyezett
tiikorteleportok segitik: egy-egy tiikorteleport aktivalasakor tirhajonk pozicidja tiikrozédik a teleport
ezzel kilépnénk az univerzumbol). Az s koordinatéarol indulva szeretnénk a ¢ koordinatan talalhato —
menekiilést jelents — féregjarathoz jutni. Adjon O(r?) lépésszamu algoritmust, amely meghatérozza,
hogy ehhez legkevesebb hényszor kell teleportalnunk.

Egy kozépkori kirdlysag uthalozata egy n-csicsu iranyitatlan graffal adott (a csticsok a véarosok, az
élek a koztiik vezets utak). Az A varosbol szeretnénk a B varosba arut vinni, de bizonyos varosok
csak akkor engednek 4t minket a terménytinkkel, ha vamot fizetiink nekik (az A és B varosban nem
kell vamot fizetni). A vam Osszege fix, nem fiigg az aru mennyiségétsl, de a vam varosonként mas
és més lehet. Adjunk algoritmust, ami a varosonkénti vamok és a graf szomszédossagi matrixanak
ismeretében O(n?) lépésben talal olyan ttvonalat, amin a legkevesebb sarcot szedik be t6liink.

Ellistajaval adott egy iranyitott graf, mely egy varosok kozotti uthalozatot ir le: a csticsok a varosok,
az ¢élek a kozvetlen utak és az élek sulya a varosok kozotti kozvetlen tutszakaszok hosszat adja meg.
Egyes varosokban nevezetességek is vannak, ezek szama minden varosra meg van adva egy tombben
(a nevezetességek szadma mindegyik varosnal egy nemnegativ egész szam). Szeretnénk eljutni az A
varosbol a B varosba, és az els6dleges szempont, hogy az Ut a lehetd legrovidebb legyen. De ha esetleg
tobb egyforma hosszu legrovidebb 1t is van, akkor ezek koziil azt akarjuk kivalasztani, ami soran az
érintett varosokban a lehets legtobb nevezetességet tudjuk megnézni. Adjunk O(n?) lépésszami
algoritmust egy ilyen it megkeresésére.

Vidéken autozunk, ahol benzinkut csak bizonyos falvakban van. Az A falubeli benzinkuttél indulunk
és a B faluba akarunk elérni (ahol szintén van benzinkut). A falvak kézotti utakat egy n-cstcsu,
m-éld, Osszefiiged, iranyitatlan graf irja le, melynek csiicsai a falvak, az élek pedig a falvak kozotti
utakat jelentik, egy él sulya a két falut Osszekotd utszakasz hossza. A graf az éllistajaval adott, és
ezen kiviil adott még az a k falu, amelyben van benzinkit. Adjunk O(kn?) lépésszamu algoritmust,
amely meghatarozza az A-bol B-be vivs legrovidebb olyan ttvonalat, melynek soran soha nem kell
600 kilométernél tébbet autéznunk két benzinkut kozott.

A husvéti nyul belefaradt, hogy mindenki ajandékot var téle. Ezentul ugy jar el, hogy az elsé helyen,
ahova megy, nem ad ajandékot, a masodik helyen ad, a kovetkezd helyen megint nem ad, és igy tovabb.
Adott egy G = (V, ) egyszert iranyitott graf, ami azt mutatja, hogy az = csticsnak megfelel$ helyrsl
a nyul kovetkezs 1épése mely y csticsokba vihet, az él stlya jelzi az atjutashoz sziikséges idét. Tegyiik
fel, hogy matrixaval adott a graf, tudjuk, hogy a nyil az f € V fészkébdl indul, a mi helyzetiinket
az m € V cstcs jelzi. Adjunk O(]V|3) idejii algoritmust, amellyel meghatarozhatjuk, hogy mi az a
legkorabbi id6pont, amikor a nyul ajandékozo kedvvel érhet hozzank. (A nyul tja soran egy csucsot
tobbszor is meglatogathat és nem kell minden csticsba eljutnia.)



