Vektortér, altér, generatorrrendszer
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Vektortér: A V halmazt R feletti vektortérnek nevezziik, ha
Yu,v,w e V:

(61) u+ (v+w) = (u+v)+w

(62) u+v=v+u

(63) D eVVWwWeV: v4+0=0

(64) YveVI—veV:iv+(-v)=0
VA, keR, YVoueV:

(sz1) (A + K)v = v+ Ko

(sz2) A(v+u) = v+ Au

(sz3) (Ak)v = A(kv)

(sz4) lv=w

Megj. V-nek zartnak kell lennie az Osszeadésra és a skalarral val6 szorzasra nézve.

Altér: A W C V részhalmaz a V' valos vektortér altere, ha W is valés vektortér a V' vektortér
miiveleteire.

All. Ha V vektortér, akkor () # W C V pontosan akkor altere V-nek, ha zart az 6sszeadésra
és a skalarral valo szorzasra nézve.

All. Legyen V vektortér és U C V. Ekkor azok a vektorok, amelyek el6allnak veges sok U-beli
vektor linedris kombinacidjaként, alteret alkotnak V-ben. Ez az U 4ltal generdlt altér.
Jele: < U >.

1. Vektorteret alkotnak-e az alabbi halmazok a szokésos Osszeadasra nézve a valds szamok
teste felett?
(a) raciondlis szamok
(b) a legfeljebb n-edfoku egyvéltozos polinomok
(
(d

)

)
c) a folytonos fiiggvények (R — R)
)
(e) paros fiiggvények (R — R)
(f)
)
)

a derivalhato fiiggvények (R — R)

B {f:R=>R|[f(5) <0}

g) {f:R=R[[f(5)=[08)}
h) azok a legfeljebb hatodfoki polinomok, melyeknek egyik gydke a /2

(
(



. Legyen V = R? a sikvektorok halmaza. Legyen V-n a ® mtvelet a sikvektorok hagyoméanyos
Osszeadasa; értelmezziik tovabba tetszéleges v € V és A € R esetén a © szorzast az

alabbiak szerint: \
x\ -y
m(y)_@-w)'

Vektorteret alkot-e V' az igy definialt @& és ® miiveletekkel?

. Legyen V = R? a sikvektorok halmaza. TetszSleges v, = ( zl ) eV,v, = ( 52 ) eV
1 2

és A € R esetén a @ Osszeadast és a © szorzast az alabbiak szerint:

1
T T S(xq + x9) 1 1,
fan) = 2 , A® = .
(yl) (3/2) (%(yl-ﬂ/z)) (y1> ()\‘Z/l)
Vektorteret alkot-e V' az igy definialt & és © miiveletekkel?

. Dontsiik el, hogy az R* vektortérben alteret alkotnak-e az alabbi részhalmazok!
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. A valos szamharmasok vektorterében alteret alkotnak-e azok az | x5 | vektorok, melyekre
x3
Ty = 21‘2 - 31’37
. Tegyiik fel, hogy a v, v,, ..., v, vektorok generatorrendszert alkotnak a V' vektortérben.
Legyen tovabba u € V a nullvektortol kiilonbozé tetszéleges vektor. Bizonyitsuk be,
hogy létezik olyan 1 < 7 < n, amelyre a vy,...,v,_,4,v; ,...,0, vektorok szintén
generatorrendszert alkotnak!
. AV vektortérbeli vy, v,, ..., v, vektorokrdl tudjuk, hogy az &sszegiik a nullvektor. Bizonyitsuk

be, hogy < w;,vy,...,0, 1 >=< 0y,03,...,1, >!

. Déntsiik el, hogy igaz-e az a €< w,v,w > allitds az a, u, v, w € R3 vektorokra, ahol

16 —1 1 5
a=\(16 ), u=1| 10 |, v={(6 ], w=| -2
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