Szamossagok

Bevezetés a szamitaselméletbe 1
13. gyakorlat

Injektiv, sziirjektiv, bijektiv fliggvény
Legyenek A és B tetszéleges halmazok és f: A — B egy fliggvény.
(i) Az f fliggvényt injektivnek nevezziik, ha barmely x1,xo € A, x1 # 9 esetén

fan) # fl22).

(ii) Az f fuggvényt sziirjektivnek nevezziik, ha minden y € B esetén létezik olyan
r € A, amelyre f(z) =y.

(iii) Az f fliggvényt bijektivnek nevezzik, ha egyszerre injektiv és sziirjektiv.

Definici6
Legyenek A és B tetsz6leges halmazok.
(i) Azt mondjuk, hogy az A és B halmazok szamossdga egyenls, ha létezik egy
f: A — B bijekcio. Jelolése: |A| = |B|.
(i) Azt mondjuk, hogy az A halmaz szamossaga kisebb vagy egyenls a B széamos-
saganal, ha létezik egy f: A — B injektiv fliggvény. Jelolése: |A| < |B].
(iii) Azt mondjuk, hogy az A halmaz szamossaga kisebb a B szamossaganal, ha

|A| < |BJ, de |A| # |B]. Jelolése: |A| < |B|.

Cantor—Bernstein-tétel
Az A és B halmazokra |A| = | B| akkor és csak akkor igaz, ha |A| < |B|és|B| < |A]
egyarant fennéllnak.

Cantor-tétel

Minden A halmazra |A] < |P(A)|.

Megszamlalhatéan végtelen
Az A halmazt megszamlalhatoan végtelennek nevezziik, ha a szamossiga egyenls a
természetes szamok halmazaéval (vagyis |A| = |N]).

Kontinuum

Az A halmazt kontinuum szamossagunak nevezziik, ha a szdmossaga egyenld a valos
szamok halmazéaéval (vagyis |A| = |R|).

1. Dontsiik el az alabbi f: X — Y fiiggvényekrél, hogy injektivek, sziir-
jektivek, illetve bijektivek-e.



(a) X =Y ={A B, E, G, L, R}, f minden bettthéz az ALGEBRA
szOban utana kovetkezd bettit rendeli.

b)f:Z—-7Z  z+— 2
(¢) f:Z—-N x|z

. Dontsiik el, hogy |A| = |B]| teljesiil-e az alabbi halamzokra.

(a) A a pozitiv primszamok, B a pozitiv Gsszetett szamok halmaza.

(b) A =]0,00[, B=R.
(c) A=[0,00[, B=R.
(d) A=]0,1], B=R.

. Mi a szamossaga az alabbi halmazoknak?
(a) Azon sikvektorok halmaza, amelyeknek mindkét koordinataja egész
Szam.

(b) Azon térvektorok halmaza, amelyeknek mind a harom koordinataja
pozitiv racionalis szam.

(c) Azon tetsz6leges magassagu oszlopvektorok halmaza, amelyeknek
minden koordinataja racionalis szam.

(d) Az irracionélis szamok halmaza.

(e) Azon szamhalmaz, melynek elemei felirhatok a4 bv/k alakban gy,
hogy k pozitiv egész, a és b pedig racionalis szamok.

(f) Olyan végtelen hosszt 0 — 1 sorozatok halmaza, melyekben ponto-
san 5 darab egyes fordul el6.

(g) Azon (végtelen hosszi) szamtani sorozatok halmaza, amelyeknek
minden eleme pozitiv egész szam.

. A H halmaz alljon az 6sszes olyan, az a és b betiikbdl készitett, végtelen
hosszt sorozatokbol, amelyekben minden n pozitiv egészhez talalhato
n darab szomszédos b betd. Hatarozzuk meg H szamossagat!



