Altér, generatorrendszer, linearis fiiggetlenség

Bevezetés a szamitaselméletbe 1
2. gyakorlat

Altér

A () #V C R" részhalmazt az R" egy alterének nevezziik, ha V' zart az osszeadasra
és a skalarral valo szorzéasra nézve.

Linearis kombinéacié
Legyen vy, ..., v, € R" és Ay, ..., A\ € RoA ANy + ...+ Mgy, vektort a vy, ... v,
vektorok Aq, ..., A\; skalarokkal vett linearis kombinéaci6janak nevezziik.

Generalt altér
Legyen vy,...,v, € R". A
halmazt a vy, ..., v, vektorok altal generalt altérnek nevezziik.

Lineéaris fiiggetlenség

A vy, v, ..., v € R" vektorrendszerrdl azt mondjuk, hogy linearisan fiiggetlen, ha
)\1@1+...+)\ka:9 — M =...= )\ =0;
ellenkezé esetben linearisan Osszefiiggd vektorrendszerrél beszéliink.

Az tGjonnan érkezé vektor lemmaja

Ha az L’iz’ . ,ik rendszer linedrisan fiiggetlen, de az L’iz’ e ’ik’ik+1 rend-
szer linearisan Osszefiiged, akkor ikﬂ € <L,i2, o ,ik> (vagyis ikﬂ kifejezhets az
foo Ly [ linedris kombinacidjaként).

1. Dontsiik el, hogy linearisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorrendszerek. Ha nem, akkor
hatarozzuk meg az altaluk generalt altér egyenletét.

2. Dontsiik el, hogy az R* vektortérben alteret alkotnak-e az alabbi részhalmazok.
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. A valos szamharmasok vektorterében alteret alkotnak-e azok az | x9 | vektorok,
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melyekre 1 = 2x9 — 3x3 teljesiil?

. Az R"-beli vy, v,,...,v; vektorokrdl tudjuk, hogy az Osszegiik a nullvektor. Bizo-
nyitsuk be, hogy

<Q17Q27 <. 7Qk—1> — <Q27Q37 s 7Qk>'

. Legyen a, b, c linearisan fliggetlen vektorrendszer egy tetszéleges vektortérben. Bi-
zonyitsuk be, hogy ekkor az a — b, a — ¢, b+ ¢ vektorrendszer is linearisan fiiggetlen.

. Tegytik fel, hogy az w,, u,, ..., u,, vektorok kozott pontosan egy olyan van, ami
kifejezhets a tobbi linearis kombinaciojaként. Mutassuk meg, hogy ekkor ez a vektor
csakis a nullvektor lehet.

. Legyenek vy, v, ...,v;, w € R" tetszGleges vektorok. Tegyiik fel, hogy w # 0 és a

U1,V o, Vi1,V + A=W, 0,4, ...,0; vektorrendszer linearisan fiiggetlen a A € R
skalar és az 1 < ¢ < k egész barmely megvalasztasa esetén. Kovetkezik-e ebbdl,
hogy a vy, v,,...,v;, w rendszer is linearisan fliggetlen?

. Nevezziink egy R%-beli vektort Fibonacci-tipustnak, ha a (feliilrél szamitva) harma-
diktol kezdve mindegyik eleme a folétte allo két elem Osszege. Igy pélaul az alabbi

vektor Fibonacci-tipusi. Igaz-e, hogy a Fibonacci-tipusu vektorok alteret alkotnak

R®-ben?
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. Legyenek a, b és ¢ R*-beli vektorok. Tegyiik fel, hogy barmely k, ¢ és m egész
szamokra, amelyek nem mindegyike 0, a k-a+¢-b+m-c linearis kombinéci6 értéke
kiilonbozik a 0-t6l. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a, b, ¢ linearisan fliggetlen rendszer?



