Linearis leképezések

Bevezetés a szamitaselméletbe 1
8. gyakorlat

Magtér, képtér

Az f: R" — R* linearis leképezés magtere

Ker f:={z e R" | f(z) =0},

a képtere pedig
Imf::{QGRﬂE@ER": flz)=y}.

Dimenziotétel

Tetszoleges f: R™ — RF linearis leképezés esetén

dim Ker f + dim Im f = n.

Allitas

Tetszbleges f lineéris leképezés esetén

Im f megegyezik az [f] méatrix oszlopai altal generalt altérrel;

az [f] matrix redukalt 1épcsss alakjaban a vezéregyest tartalmazo oszlopok szama dim Im f,
azaz 1([f]) = dimIm f,

s6t, az [f] matrix el6bb emlitett oszlopai Im f egy bazisat alkotjék.

1. Linearis leképezések-e az alabbi f : R"™ — RF fiiggvények? Ha igen,
akkor irjuk fel a leképezés [f] matrixat és hatarozzuk meg a magterét
¢s a képterét, valamint ezek dimenziojat.

(a) f: R =R*  (2,9) = (y,32)

(b) f: RZ =R (z,y) = (27,y°)

() f: RR= R (2,9,2) = (2 —y+2,0-y+2)

(d) Az f : R?* — R? minden v sfkvektorhoz azt az x tengelyre esé

vektort rendeli, melynek az elsé koordinataja a v két koordinataja
koziil a nagyobb (nemkisebb).

(e) Az f: R? — R? minden sfkvektorhoz az = tengelyre vett tiikorke-
pének origd korili +60°-os elforgatottjat rendeli.

. Adjuk meg Im f és Ker f egy-egy bazisat, ha az f linearis leképezés | f]
matrixa a kovetkezs.
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. A stk egy linearis transzformaciéjanak matrixa a szokasos bazisban

(27)

ahol x tetszbleges valos szam. Hatarozzuk meg z fiiggvényében a
transzformacié képterét és magterét.

Az f : R* — R’ linearis leképezés az (1;2) vektorhoz a (0;3; —3)
vektort, a (2;1)-hez a (3;3;0)-t rendeli. A p paraméter mely értékei
esetén igaz az (1;2;p) € Im f allitas?

. Legyen f a szokéasos haromdimenzios tér olyan linearis transzformacio-
ja, melynek a képtere kétdimenzids. Mutassuk meg, hogy ekkor létezik
olyan v € R? vektor, ami sem a magtérnek, sem a képtérnek nem
eleme.

Az £ R" — RF leképezésrd] tudjuk, hogy teljesiil ra az alabbi két
feltétel:

a. Tetszbleges 7 elem képe linearisan Osszefliggd;

b. Tetsz6leges 8 linearisan fiiggetlen R"-beli elem koézott van olyan,
amelyiknek a képe nem 0.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor n < 13.

. A 6 x 10-es A matrixra r(A) = 3. Mutassuk meg, hogy léteznek
olyan vy, vy, ..., v, € RY vektorok, amelyekre vy, v, . .., v, linearisan
fliggetlen rendszert alkot és A-v; =0, A-vy =0,..., A-v; = 0 teljestl.

. Legyen f: R? — R linearis leképezés, B = {by, by, ..., by} bézis
R?-ban és v € R v # 0 rogzitett vektor. Adjuk meg dim Ker f
értékét, ha tudjuk, hogy f a by, Do, ..., byy vektorok mindegyikéhez v-t
rendeli.

. Legyenek f és g az R" vektortér linearis transzformacioi, és tegyiik fel,
hogy Im g N Ker f = {0}. Az R" tér tetsz6leges v vektorara definialja
h(v) = f(g(v)) a h linearis transzformaciot. Bizonyitsuk be, hogy
Ker h = Ker g.



