Bézistranszforméacio;
Sajatérték, sajatvektor

Bevezetés a szamitaselméletbe 1
14. gyakorlat

Tétel

Legyen f : R"™ — R" linearis transzformécio és B egy (n X n)-es matrix, melynek oszlopai
béazist alkotnak R™-ben. Ekkor az f transzformaci6 B bazis szerinti [f]p méatrixara az alabbiak
teljesiilnek.

(i) Minden z € R™ esetén [f(z)|s = [f]B[z]5-
(i) [f]lz=B"-[f]B.
(iii) Minden ¢ € {1,...,n} esetén az [f]p matrix i-edik oszlopa egyenls az [f(b;)]s koordinata-
vektorral.
Sajatérték, sajatvektor
Legyen A egy (n x n)-es matrix.
(i) A X\ € R skalart az A sajatértékének nevezziik, ha létezik olyan v € R™\ {0} vektor, amelyre
Av = v teljesiil.

(ii)) A v € R™ vektort az A sajatvektoranak nevezziik, ha létezik olyan A € R skalar, amelyre
Av = \v teljesiil.

Tétel
Legyen A egy (n x n)-es matrix. A A € R skalar pontosan akkor sajatértéke A-nak, ha det(A —
A-E) = 0.

Allitas

Legyen A € R az A (n X n)-es matrix egy sajatértéke. Ekkor az (A — AE)z = 0 linearis egyenlet-
rendszer x # 0 megoldéasai az A matrix A\-hoz tartozo sajatvektorai.
Karakterisztikus polinom

Legyen A egy (n x n)-es matrix. A det(A — X - F) determinans értékét az A karakterisztikus
polinomjanak nevezziik, ahol A a valtozo. A jele k4()).

1. Az f: R?® — R3 linearis transzforméaciora és az R3-beli B = {b; = (1;0;0),b, =
(2;150),b3 = (2;2;1)} bazisra teljesiil, hogy f(by) = by, f(by) = b3 &s f(b3) =
Adjuk meg az [f]p és az [f] matrixokat.

2. Legyen f: R? — R? egy linearis transzformécio, melynek matrixa a b; = (1,1) és
by = (1, —1) vektorokbol allo bazisban felirva az alabbi.

()

Hatarozzuk meg x és y értékét, ha tudjuk, hogy (3,1) € Ker f.



w

. Legyen f : R3 — R3 linedris transzformécio és B = {by, by, by} bézis R3-ben.
Tegyiik fel, hogy f métrixa a B bézis szerint az alabbi méatrix. Hatarozzuk meg a
by vektort, ha tudjuk, hogy f(b; 4+ b3) = (10; 20; 30).

4 9 —4
fle=1 -6 5 8
-7 3 7

4. Az f : R3 — R3 linearis transzformécio B = {b; = (1;1;0),by = (2;0;3),b3 =
(0;1; —2)} bazis szerinti matrixa az alabbi. Az R? melyik elemét rendeli f a 2b, —
by + 3bs vektorhoz?
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5. Hatarozzuk meg az alabbi matrix Osszes sajatértékét és sajatvektorat!

5 0 0
0 -3 1
0 —4 2

6. (a) Sajatvektora-e az alabbi v vektor az alabbi A matrixnak?

(b) Adjuk meg az A métrix egy sajatértékét és az Osszes, ehhez a sajatértékhez
tartozo sajatvektort.

2 4 3 -5
v=[1], A=| -2 -3 10
1 1 3 -2

7. A p valés paraméter minden értékére adjuk meg az alabbi métrix minden sajatér-
tékét és a legnagyobb sajatértékhez tartozé minden sajatvektort.

2 0 3
p 4 0p
104

8. Az f: R? — R? linearis transzforméacié hozzarendelési szabalya
f: (z,y,2) — (0,3x + 4y + z,6x + 2y + 5z).

(a) Adjuk meg az [f] matrix Osszes sajatértékét és sajatvektorat.

(b) Van-e R3-ben olyan B bazis, amire az [ f]p métrix diagonélis (vagyis a f6atlojan
kiviil minden elem nulla)? Ha igen, adjunk meg egy ilyen B-t és irjuk fel [f]p-t.



