Szimultan kongruenciarendszerek, Euler—Fermat-tétel

Bevezetés a szamitaselméletbe 1
2. gyakorlat

Tétel

Az ax = b (mod m) linearis kongruencia akkor és csak akkor oldhat6 meg, ha (a,m) | b. A
kongruencia megoldashalmaza (a, m) darab maradékosztaly modulo m.

Tétel

Az x = a; (mod my), * = as (mod ms) kongruenciarendszer akkor és csak akkor oldhat6 meg,
ha (my,ms) | a1 — as. A megoldas egy modulo [mq, my] maradékrendszer.

Az Euler-féle p-fiiggvény
Ha n > 2 egész szam, akkor az 1 és n kozé esd, n-hez relativ primek szamat ¢(n) jeloli.

Tétel

Ha az n € Z" szam kanonikus alakja n = p™* - ... pp*, akkor
1 1 (o751 a;—1 g ap—1
en)=n-(1——)-...-(1—— ) =" =p7 ") ... (p* —p* ).
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Euler—Fermat-tétel
Legyenek a és m > 2 egész szamok. Ha (a,m) = 1, akkor a*™ =1 (mod m).
A kis Fermat-tétel
Legyen p egy prim és a egész szam. Ha (a,p) = 1, akkor a?~! =1 (mod p).

A kis Fermat-tétel masik alakja

Ha p prim, akkor barmely a egész szamra o = a (mod p).

1. (a) Egy szazlabu meg akarja szamolni a labait. Azt tudja biologiahol,
hogy minden szazlabunak legfeljebb 344 laba van. Ha 13-aséval
szamolja a labait, akkor 3 marad ki, ha 17-esével szamolja, akkor
viszont 10 marad ki. Hanylabu a szazlaba?

(b) Egy masik szazlabu is megirigyli ezt a modszert. Neki 16-oséaval
szamolva 5 marad ki, 20-aséaval szamolva pedig 15 marad ki. Bizo-
nyitsuk be, hogy elszamolta magéat.

(c) A szazlabuak kirdlyahoz is eljut a modszer. Neki 6-osaval szamolva
5 marad ki, 7-esével szamolva 6, 8-asaval szamolva pedig 7. Neki
hany laba van?

2. Hatarozzuk meg a ¢(60), ¢(100) és a ¢(11) értékeket.

3. Milyen maradékot ad



10.

11.

(a) 108182 19-cel osztva;
(b) 52917 17-tel osztva;
(¢) 59% 101-gyel osztva;
(d) 46'7" 25-tel osztvas
e) 4241°

)

£) 1003 32011 _pel osztva?

121-gyel osztva;

. Mutassuk meg, hogy

(a) 4*1 — 321 oszthato 35-tel;
(b) 2002292 4 1 oszthato 17-tel;
(c) 3% 4 5930 — 52 oszthato 2006-tal. (Segitségiil: 2006 = 2 - 17 - 59.)

. Legyen a egy 2001-hez relativ prim egész szam. Bizonyitsuk be, hogy

ekkor (a®® — 1)(a** — a** — a® + 1) oszthato 2001-gyel. (Segitségiil:
2001 = 3-23-29.)

. Tekintsiik azt a szamtani sorozatot, amelynek els¢ tagja 32, differen-

ciaja 51. Milyen maradékot ad a sorozat elsé 32 tagjanak szorzata
51-gyel osztva?

Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges p primre (a + b)P? = a? + b (mod p).

. Az n széam kettes szamrendszerbeli alakja 110100101101100011011. Ha-

tarozzuk meg az n" szam kettes szamrendszerbeli alakjanak utolso négy
jegyét.

. Hatarozzuk meg az 0sszes olyan n egész szamot, melyre
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(a) n" — n oszthato 9-cel;

(b) n'? — n oszthato 41-gyel.

Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan n pozitiv egész szam létezik,
amelyre 2011" — 1 oszthato n-nel!

Bizonyitsuk be, hogy ha a egy 11-gyel nem oszthato egész szam, akkor

az v° = a (mod 121) kongruencia megoldhato.



