Altér, generatorrendszer, linearis fiiggetlenség
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6. gyakorlat

Altér

A () #V C R™ részhalmazt az R" egy alterének nevezziik, ha V' zart az dsszeadéasra és a skalarral
valo szorzasra nézve.

Linearis kombinacio

Legyen vy, ...,v. € R" és Ay,..., \y € R A Moy, + ... + Ay, vektort a vy, ..., v, vektorok
A1, ..., A\, skalarokkal vett linearis kombinaci6janak nevezziik.

Generalt altér
Legyen vy,...,u, € R". A
(U1, ve) = { o+ F Ay | A, e ERY
halmazt a vy,..., v, vektorok altal generalt altérnek nevezziik.

Linearis fiiggetlenség

A vy, vy,...,v, € R" vektorrendszerrdl azt mondjuk, hogy linearisan fiiggetlen, ha

ellenkezé esetben linearisan Osszefiiggd vektorrendszerrél beszéliink.

1. Legyen
1 0 2 1
u=1|2|,o=(1],w=| 0] ése=10
0 2 1 0

(a) Kifejezhet6-e az u, v és w vektorokbol az e vektor?
(b) R3 mely vektorai fejezhetSek ki az u és v vektorokbol?

(c) R3 mely vektorai fejezhetSek ki az u, v és w vektorokbol?
2. R* mely vektorai fejezhetSk ki az (1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,0,1, 1) vektorokbol?
3. Legyen R%-ben
0
0
1

U= ) v=

TN~ O
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Hatéarozzuk meg az (u, v, w) generélt alteret.

4. Dontsiik el, hogy linearisan fliggetlenek-e az alabbi vektorrendszerek. Ha nem, akkor hatarozzuk
meg az altaluk generdlt altér egyenletét.
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Linearisan fiiggetlenek-e az alabbi, R*-beli vektorok?
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Generatorrendszert alkotnak-e az alabbi, R3-beli vektorok?

1 2 3

a=1| 11, b=1 2|, c=1 4

0 1 2

Déntsiik el, hogy az R* vektortérben alteret alkotnak-e az alabbi részhalmazok.
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(a) T3 T3 = 0 (b) 3 Tog = 1
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. Alljon a V halmaz azokbol az R*-beli vektorokbol, amelyekben a négy koordinata szorzata na-

gyobb vagy egyenls 0-nal. Dontsiik el, hogy V alteret alkot-e R*-ben.

Nevezziink egy R°-beli vektort Fibonacci-tipustinak, ha a (feliilr6l szamitva) harmadiktol kezdve
mindegyik eleme a f6lotte allo két elem Osszege. Igy példaul az alabbi vektor Fibonacci-tipusa.
Igaz-e, hogy a Fibonacci-tipust vektorok alteret alkotnak R-ben?
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Az R™-beli vy,v,,...,v, vektorokrél tudjuk, hogy az sszegiik a nullvektor. Bizonyitsuk be, hogy
<Qlay27 s 7Qk—1> = <Q2>Q37 e ayk>

Legyen a, b, c linearisan fiiggetlen vektorrendszer egy tetszéleges vektortérben. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor az a — b, a — ¢, b+ ¢ vektorrendszer is linearisan fiiggetlen.

Az a,b, c € R" vektorok linearisan fliggetlenek. Kdvetkezik-e ebbdl, hogy a 3a—b, 2a+c¢ és 4b— 3¢
vektorok is mindig linearisan fiiggetlenek?

Tegyiik fel, hogy az (R"-beli) v,,v,,...,v;, vektorok linearisan Osszefiiggdk, de koziiliik barmely
9-et kivalasztva linearisan fiiggetlen vektorrendszert kapunk. Mutassuk meg, hogy a v,,v,, ..., vy,
vektorok barmely 0-t ad6 linearis kombinéiciéjaban vagy mindegyik egyiitthato 0 vagy egyik
egylitthato sem 0. (Azaz: mutassuk meg, hogy A\; - v; + Ao - vy + ... + Ajg - vy = 0 esetén
AM=X=...=XAo=0vagy \; - Ay ... g # O teljesiil.)

Tegyiik fel, hogy az u,, u,, ..., u,, vektorok kozdétt pontosan egy olyan van, ami kifejezhet§ a
tobbi linearis kombinacidjaként. Mutassuk meg, hogy ekkor ez a vektor csakis a nullvektor lehet.



