Bazis, dimenzi6

Bevezetés a szamitaselméletbe 1
2019
7. gyakorlat

F-G egyenl6tlenség
Legyen V. < R" altér, {f ,..., f,} C V linedrisan fiiggetlen rendszer, {g ,...,g } pedig V egy
generatorrendszere. Ekkor k& < m.

Bazis
A {by,b,,...,b,} vektorrendszert a V' < R™ altér bazisanak nevezziik, ha linearisan fiiggetlen és

egyuttal V' generatorrendszere.

Tétel

Ha egy V < R" altérnek van k-elemi bazisa, akkor minden bézisa k-elemi.

Dimenzio

AV < R" vektortér dimenzidja k, ha V-nek van k-elemi bazisa (ekkor V Gsszes bazisa k-elemt).

Koordinatavektor
Legyen B = {b,...,b,} aV < R" altér egy bazisa és v € V egy tetszéleges vektor. Azt mondjuk,
A1
hogy a : € R* vektor a V vektor B szerinti koordinatavektora, ha v = b, + ... + \iby.
Y
Jelolése:
A1
vl = E
Ak
1 1 0 2
1. Legyen R>-bena=| 1 |,b=| 0 |,c=[ 1 |.d= 3 |. Dontsiik el az
0 1 1 —1

alabbi allitasokrol, hogy igazak-e?

a) a, b, c linearisan fiiggetlen.

(a)

(b) a, b, d lineérisan fiiggetlen.
(¢) d € {a b g).
(d)
(e)

Ha a, b, ¢ bazis, akkor hatarozzuk meg d koordinatavektorat eszerint a bazis szerint.

a, b, ¢ generatorrendszer.

a, b, ¢ bazis.

2. Adjuk meg R? alabbi alterének egy bazisat:

x
Y 3 +2y+2=0
z



3.

10.

Legyen
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A p paraméter milyen értékére igaz a v € (by,b,) &llitas? A p ezen értékére hata-
rozzuk meg a [v]p koordinatavektort, ahol B = {b, b, }.

Alljon a V < R* altér azokbol az x € R* oszlopvektorokbol, amelyekre fennallnak az
x1—xo+x3 =06 a2x;+3ry—x3+ x4 = 0 egyenletek. Hatérozzuk meg a V' altér
dimenziojat. (A feladat teljes értékd megolddsdhoz nem sziikséges megmutatni,
hogy V valoban altér.)

Az R°-beli W altér alljon azokbol a vektorokbol, amelyekben a paros sorszami és
a paratlan sorszamu koordinatdk osszege is 0. Hatarozzuk meg dim W értékét és
adjunk meg W-ben egy olyan bézist, ami tartalmazza az alabbi két vektort. (A
feladat megoldésahoz nem sziikséges megindokolni, hogy W valoban altér.)
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Tudjuk, hogy az a,b,c,d vektorok bazist alkotnak R*-ben. Hatarozzuk meg az
a+bc+d a+c b+ dvektorok altal generdlt altér dimenziojat.

Az R* egy V alterérél annyit tudunk, hogy tartalmazza a jobbra lathato vekto-
rok mindegyikét. Meg lehet-e hatarozni ez alapjan V' dimenziojat? (Valaszunkat
természetesen indokoljuk is.)
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Bizonyitsuk be, hogy az R? tér két 50-dimenzios alterének mindig van a nullvek-
tortol kiilonboz6 kozos eleme!

Tegytik fel, hogy v{ +vo+v3+... 4000 = 08s Vot v, + v+ ...+ = 0 teljesiil a
V' vektortér vy, vy, ..., v vektoraira. Jeloljiik a (v, vy, ..., v100) generélt alteret
W-vel. Bizonyitsuk be, hogy dim W < 98.

Tegytik fel, hogy az R™ térnek a H = {a, b, ¢, d, e, f} részhalmaza rendelkezik azzal
a tulajdonsaggal, hogy H barmely 3-elemi X részhalmazéra X és H \ X ugyanazt
az alteret generélja. Igazoljuk, hogy ha {a, b, c} linearisan fiiggetlen vektorok, akkor
H-nak barmely 3 vektora linearisan fiiggetlen.



