Altér, generatorrendszer, lineéris fiiggetlenség
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Altér.
A @ #V C R" részhalmazt az R™ egy alterének nevezziik, ha V zart az 6sszeadasra és a skalarral valo szorzésra nézve.
Linearis kombinacié.
Legyen vq,...,v, € R® és A\,..., A\ € R. A \uy + ... + A\, vektort a vy, ...,v, vektorok Aq,..., A, skalarokkal
vett linearis kombinéci6janak nevezziik.

Generalt altér.

Legyen v,...,v, € R". A
(V1,0 = {/\1y1+...+)\kyk Ayeey A ER}

halmazt a vy, ..., v, vektorok altal generalt altérnek nevezziik.
Linearis fiiggetlenség.
A vy, v,,. ..y, € R" vektorrendszerrdl azt mondjuk, hogy lineédrisan fiiggetlen, ha

>\1Q1+--.+)\kyk:Q — )\1::)\k:O,

ellenkezd esetben linearisan 6sszefiiggs vektorrendszerrél beszéliink.

Az Gjonnan érkezds vektor lemmaéaja.
Ha az L’iz’ e ,ik rendszer linearisan fiiggetlen, de az L’iz’ . ,ik,ikﬂ rendszer linedrisan Osszefiiggs, akkor
ik+1 € (il,iZ, .. ,ik> (vagyis Lﬁl kifejezhetd az f . f,,..., f, linedris kombinaciojaként).
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Hatéarozzuk meg az alabbi vektorrendszerek &ltal generélt alteret, majd dontsiik el, hogy a vektorrendszerek
linedrisan fiiggetlenek-e.

(a) w,v,w (b) u,v,w,a (c) u,v,w,b
2. Legyen
2 -1 0 1
U= 0 |,v= 2 |, w=1] -1 ése=| 0
-1 0 2 0

Hatéarozzuk meg az alabbi vektorrendszerek 4ltal generélt alteret, majd dontsiik el, hogy a vektorrendszerek
linearisan fiiggetlenek-e.

(d) w,v,w,e
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(a) u,v,w (b) u,v,

3. Dontsiik el, hogy linearisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorrendszerek és hatarozzuk meg az altaluk generalt
altér egyenletét.
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(a) | O |, 1 (c) 1], 2
4 -1 —4 -3
2 —6 3 4 5
(b) 5 |, 15 (d) 1], 2 ], 3
1 -3 —4 -3 —2
. A p valos paraméter milyen értékeire linearisan fiiggetlenek-e az alabbi, R-beli vektorok?
1 1 —2
" — 2 v -1 w— -1
= 3 ’ = p 9 = 1
p 8 p
. Generatorrendszert alkotnak-e az alabbi, R3-beli vektorok?
1 2 3
a=\| 1], b=|2], c¢=|+4
0 1 2

. Legyen a, b, ¢ linearisan filiggetlen vektorrendszer egy tetszéleges vektortérben. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

az a — b, a — ¢, b+ ¢ vektorrendszer is linedrisan fliggetlen.

Az a,b,c € R” vektorok linearisan fiiggetlenek. Kdvetkezik-e ebbdl, hogy a 3a — b, 2a + ¢ és 4b — 3¢ vektorok
is mindig linearisan fiiggetlenek?

. Doéntsiik el, hogy az R* vektortérben alteret alkotnak-e az alabbi részhalmazok.

1 x1
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(a) T3 Tr3 = 0 (b) 3 Tro = 1

T4 X4

. Alteret alkotnak-e R*-ben azok a vektorok, melyek koordinatai (feliilrsl lefelé)

(a) szamtani sorozatot alkotnak; (b) mértani sorozatot alkotnak?

Nevezziink egy R°-beli vektort Fibonacci-tipustinak, ha a (feliilr6l szdmitva) harmadiktol kezdve mindegyik
eleme a folotte allo két elem dsszege. Igy példaul az alabbi vektor Fibonacci-tipust. Igaz-e, hogy a Fibonacci-
tipust vektorok alteret alkotnak R°-ben?

Wk N =W

Tegyiik fel, hogy az wy, uo, ..., u,, vektorok kozott pontosan egy olyan van, ami kifejezhets a tobbi linedris
kombinéci6jaként. Mutassuk meg, hogy ekkor ez a vektor csakis a nullvektor lehet.

Az R"-beli vy,v,,...,v; vektorokrol tudjuk, hogy az 6sszegiik a nullvektor. Bizonyitsuk be, hogy

<Ql7227 L 7Qk71> - <227237 o 7Qk>

Tegyiik fel, hogy az (R™-beli) v;,vs,...,v;, vektorok linedrisan sszefliggsk, de koziiliik barmely 9-et kiva-
lasztva linedrisan fiiggetlen vektorrendszert kapunk. Mutassuk meg, hogy a v;,v,, ..., v, vektorok barmely
0-t ado linearis kombinaciojaban vagy mindegyik egyiitthato 0 vagy egyik egyiitthato sem 0. (Azaz: mutas-
suk meg, hogy A\ vy +A2-va+ ...+ Xo-vp=0esetén \y = Ao =...=Ajp=0vagy A\ - Xa-...- Ao #0
teljesiil.)



