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F-G egyenlGtlenség.
Legyen V < R™ altér, {il, . ,ik} C V linearisan fiiggetlen rendszer, {g17 o ,gm} pedig V egy
generatorrendszere. FEkkor k£ < m.

Bazis.
A {by,by,...,b.} vektorrendszert a V' < R™ altér bazisanak nevezziik, ha linearisan fiiggetlen és
egyuttal V' generatorrendszere.

Tétel.

Ha egy V' < R"™ altérnek van k-elemi béazisa, akkor minden bézisa k-elemi.
Dimenzié.
AV < R” vektortér dimenzidja k, ha V-nek van k-elem( bazisa (ekkor V Osszes béazisa k-elemii).

Koordinatavektor.

Legyen B = {b;,...,b.} a V< R™ altér egy bazisa és v € V egy tetszéleges vektor. Azt mondjuk,

A1
hogy a : € R* vektor a v vektor B szerinti koordinatavektora, ha v = A\b, + ... + by
Ak
Jelolése:
A1
[v]p = :
Ak
1. Legyen
1 0 0 1 1
2 1 0 1 i 1
u=t g = o |re= e o] B0
0 0 2 4 4

a) Igaz-e, hogy u, v, w, a bazis R*-ben? Ha igen, hatarozzuk meg b koordinatavektorat eszerint a
g gy g g
bazis szerint.

(b) Igaz-e, hogy u,v,w,b bazis R*-ben? Ha igen, hatérozzuk meg a koordinatavektorat eszerint a
bazis szerint.

(¢) Hatarozzuk meg az (u,v,w, a) altér dimenzi6jat.
(d) Hatarozzuk meg az (u,v,w,b) altér dimenzi6jat.
2. Alljon a V < R* altér azokbél az z € R* oszlopvektorokbol, amelyekre fennallnak az z1 — zo + 23 = 0

és a 2x1 + 3xe — x3 + x4 = 0 egyenletek. Hatarozzuk meg a V' altér dimenziojat. (A feladat teljes
értéki megoldasahoz nem sziikséges megmutatni, hogy V' valoban altér.)



10.

11.

Hatarozzuk meg a VI/10. feladatban definialt R5-beli altérnek (vagyis a Fibonacci-tipusa vektorok
alterének) a dimenziojat, valamint adjuk meg ennek az altérnek egy olyan béazisat, amely tartalmazza
az emlitett feladatban a példaként megadott vektort.

. Az R5-beli W altér alljon azokbol a vektorokbol, amelyekben a paros sorszami és a paratlan sorszami

koordinatdk Osszege is 0. Hatarozzuk meg dim W értékét és adjunk meg W-ben egy olyan bazist,
ami tartalmazza az alabbi két vektort. (A feladat megoldasahoz nem sziikséges megindokolni, hogy
W valéban altér.)
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b= 4], b= -2 |, v=| 36
1 2 P

A p paraméter milyen értékére igaz a v € (b, b,) allitas? A p ezen értékére hatarozzuk meg a [v|p
koordinatavektort, ahol B = {b;, b,}.

. Tudjuk, hogy az a, b, ¢, d vektorok bazist alkotnak R*-ben. Hatarozzuk meg az a+b,c+d,a+c,b+d

vektorok altal generdlt altér dimenziojat.

. Tudjuk, hogy az x, v, 2, w vektorok bazist alkotnak R*-ben. Hatarozzuk meg az =Y, z2—w, r+y+ztw

vektorok altal generalt altér dimenzi6jat.

Bizonyitsuk be, hogy az R tér két 50-dimenzios alterének mindig van a nullvektortél kiilonbozes
k6z6s eleme!

. Tegyiik fel, hogy v; + vy +vg+ ... + 0190 =08 vy + 1, + V5 + ... + V199 = O teljesiil a V' vektortér

Uy, Uy, ..., Voo Vektoraira. Jeloljikk a (v, v,,...,v100) generalt alteret W-vel. Bizonyitsuk be, hogy
dim W < 98.

Megadhato-e R*-ben
(a) 4 darab vektor gy, hogy koziiliik barmely 2 linearisan fiiggetlen legyen, de semelyik 3 ne legyen
linearisan fiiggetlen?
(b) 6 darab vektor ugy, hogy koziiliilk barmely 5 generatorrendszert alkosson, de semelyik 4 se

alkosson generatorrendszert R*-ben?

Legyenek U és V olyan 10-dimenzios alterek R?°-ban, amelyeknek a nullvektoron kiviil nincs kozos
eleme. Mutassuk meg, hogy minden x € R?" vektorhoz talalhatok olyan u € U és v € V vektorok,
amelyekre x = u + v.



