Altér, generatorrendszer, lineéris fiiggetlenség
BEVEZETES A SZAMITASELMELETBE 1
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Linearis kombinacid.
Legyen vy,...,u, € R™ és Ay,..., A € R. A A\u; + ...+ Ay, vektort a vy,..., v, vektorok Aq, ..., Ax skaldrokkal
vett linedris kombinaci6janak nevezziik.

Generalt altér.
Legyen v,,...,v, € R". A
(V1o Vg) = {/\191+...+)\ka ‘ Al,...,)\keR}

halmazt a vy, ..., v, vektorok &ltal generalt altérnek nevezziik.

Linearis fiiggetlenség.
A vy, vu,,. ..y, € R" vektorrendszerrdl azt mondjuk, hogy lineédrisan fiiggetlen, ha

MU+ MY, =0 = AN =...= ) =0;
ellenkezs esetben linearisan Gsszefiiggd vektorrendszerrdl beszéliink.

Az djonnan érkezd vektor lemmaja.
Ha az L,L, . ,ik rendszer linearisan fiiggetlen, de az L,L, . ,ikikﬂ rendszer linedrisan Osszefiiggs, akkor
ik+1 € <i1,i27 e ,ik> (vagyis ikH kifejezhets az ipizv e ,ik linearis kombinaciojaként).
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Kifejezhet6-e az u, v és w vektorokbdl az a vektor?
Kifejezhet6-e az u, v és w vektorokbol az b vektor?

Az R* mely vektorai fejezhetéek ki az u és v vektorokbol?

(e) Az R* mely vektorai fejezhet6ek ki az u, v, w és b vektorokbol?

2. Az R* mely vektorai fejezhetSk ki az (1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,0,1,1) vektorokbol?

3. Legyen
1 0 0 1 1
U = 2 v = ! w = 0 a= 1 és b= !
= 0|~ 2 |’ 11~ 0 = 1
0 0 2 4 4

Hatarozzuk meg az alabbi vektorrendszerek altal generalt alteret, majd dontsiik el, hogy a vektorrendszerek
linearisan fiiggetlenek-e.

(a) w,v,w (b) uw,v,w,a (¢) u,v,w,b
4. Legyen
2 -1 0 1
U= 0 ],v= 2 |,w= —1 és e = 0
-1 0 2 0

Hatarozzuk meg az alabbi vektorrendszerek altal generalt alteret, majd dontsiik el, hogy a vektorrendszerek
linearisan fiiggetlenek-e.
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(a) u,v,w (b) w,v,e (c) u,e (d) w,v,w,e

Dontsiik el, hogy linearisan fiiggetlenek-e az aldbbi vektorrendszerek és hatarozzuk meg az altaluk generélt
altér egyenletét.

1 0 3 4
(a) o1, 1 (c) 11, 2
4 -1 —4 -3
2 —6 3 4 )
(b) -5 1, 15 (d) 1], 2 |, 3
1 -3 —4 ( -3 —2

. A p valos paraméter milyen értékeire linearisan fiiggetlenek-e az alabbi, R%-beli vektorok?

1 1 -2
u = 2 v = -1 w = -1
= 3 ) =~ p ) = 1
p 8 p
Generatorrendszert alkotnak-e az alabbi, R3-beli vektorok?
1 2 3
a= 1 ’ b= 2 y c= 4
0 1 2

. Legyen a, b, ¢ linearisan fiiggetlen vektorrendszer egy tetszGleges vektortérben. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

az a — b, a — ¢, b+ ¢ vektorrendszer is linedrisan fliggetlen.

. Az a,b, c € R" vektorok linearisan fiiggetlenek. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a 3a — b, 2a + ¢ és 4b — 3¢ vektorok

is mindig linearisan fiiggetlenek?

Nevezziink egy R5-beli vektort Fibonacci-tipustnak, ha a (feliilr6l szdmitva) harmadiktol kezdve mindegyik
eleme a folotte allo két elem Gsszege. Igy példaul az alabbi vektor Fibonacci-tipusi. Igaz-e, hogy a Fibonacci-
tipust vektorok alteret alkotnak R®-ben?
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Tegyiik fel, hogy az u,, uo, ..., u,, vektorok kozott pontosan egy olyan van, ami kifejezhets a tobbi linearis

kombinaciojaként. Mutassuk meg, hogy ekkor ez a vektor csakis a nullvektor lehet.

Az R"-beli vy,v,,...,v; vektorokrdl tudjuk, hogy az 6sszegiik a nullvektor. Bizonyitsuk be, hogy
<217227 s 7Qk—1> = <227Q37 cee 7Qk‘>'

Tegyiik fel, hogy az (R™-beli) v;,vs,...,v;, vektorok linearisan sszefliggsk, de koziiliik barmely 9-et kiva-
lasztva linedrisan fiiggetlen vektorrendszert kapunk. Mutassuk meg, hogy a v;,v,, ..., vy vektorok barmely
0-t ado linearis kombinaciojaban vagy mindegyik egyiitthato 0 vagy egyik egyiitthato sem 0. (Azaz: mutas-
suk meg, hogy A\ vy +A2-v9+ ...+ Aio-vgp=0esetén \y = Ao =...=Ajp=0vagy A\ - da-...-Aip #0
teljesiil.)

Az R™-beli a,b, ¢, d vektorokrol tudjuk, hogy az a,b, ¢ vektorok linearisan fiiggetlenek, de az a + b+ ¢, a —
b—3d,a+ ¢+ 5d vektorok linearisan osszefiiggk. Kovetkezik-e ebbdl, hogy d € (a,b,c)?



