Parositasok

Bevezetés a szamitaselméletbe 2
7. gyakorlat

Frobenius-tétel

Eegy G = (A, B, F) paros grafban akkor és csak akkor van teljes pérositas, ha
|A| = |B| és minden X C A részhalmazra | X| < [N (X)| teljesiil.

Hall-tétel

Egy G = (A, B, E) paros grafban akkor és csak akkor van A-t lefedd parositas, ha
minden X C A részhalmazra | X| < |N(X)] teljesiil.

Tutte-tétel

Egy G gratban akkor és csak akkor van teljes parositas, ha tetszéleges X C V esetén
cp(G — X) < |X]|, ahol ¢,(G — X) a G — X graf paratlan méretd komponenseinek
a szama.

1. Az abran lathatdé G grafban keressiink maximalis péarositast a javito utas algorit-
mussal a vastag vonalakkal jelolt parositasbol kiindulva, valamint adjunk meg egy
minimalis lefogd ponthalmazt is.
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2. Egy G(A, B; E) paros graf két pontosztalya legyen A = {a1,as,...,a9} és B =
{b1,b2,...,bo}. Minden 1 <1i <9és1 <7 <9 esetén a; akkor legyen szomszédos
b;-vel, ha az alabbi matrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak keresztezédésében
allo elem 1-es. Adjunk meg G-ben egy maximélis parositast és egy minimalis lefogo
cstcshalmazt.
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3. Tegyiik fel, hogy a 88 pontu G péaros grafban a(G) = 44. Igazoljuk, hogy G-re
teljesiil a Hall-feltétel, azaz | X| < |N(X)| az A szinosztaly minden X részhalmaza
esetén.



4.

10.

11.

12.

Hasznaljuk Tutte tételét annak igazoladsara, hogy az aldbbi grafban nincs teljes
parositas.
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Egy 100 csticsti egyszert, Osszefiiggsd graf tetszélegesen kivalasztott 3 pontja kozott

fut legalabb egy él. Bizonyitsuk be, hogy létezik a grafban teljes parositas. Igaz-e
az allitas 3 helyett 4 pont esetén?

. Egy kirandulason a résztvevé n hazaspar kozott akarunk szétosztani 2n kiillonbozé

csokoladét tgy, hogy mindenki egyet kapjon. Tudjuk, hogy mindenki legalabb n
fajtat szeret a csokoladék koziil, és hogy minden csokoladét minden hézasparnak
legaldbb az egyik tagja szereti. Bizonyitsuk be, hogy a csokoladék kioszthatok tgy,
hogy mindenki olyat kapjon, amilyet szeret.

G egy paros graf, A és B osztélyokkal, és minden X C A halmazra |[N(X)| >
| X| — 1. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz olyan parositast, ami A-t egy pont
kivételével lefedi.

G egy paros graf, A és B szinosztélyokkal. A-ban minden pont foka 40, B-ben 30.

(a) Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz A-t feds péarositast.
(b) Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 10 éldiszjunkt A-t fed6 parositast.

Egy 10 cstucsu paros gratban minden cstcs foka 3 vagy 4. Mutassuk meg, hogy a
grafban van teljes parosités.

Valaki talalomra szétosztott egy pakli francia kartyat 13 darab 4 lapbdl allo cso-
magba. Bizonyitsuk be, hogy ekkor mindegyik csomagbol kivalaszthato egy lap ugy,
hogy a kivélasztott lapok kozott mindegyik fajta figurabol éppen egy legyen (vagyis
egy 2-es, egy 3-as, ..., egy 4sz).

Egy szigeten n csalad lakik. A sziget eloljaroi felosztottak az egész szigetet n egyenld
teriiletd vadaszati korzetre és ezzel egyidejiileg (az el6bbitdl fiiggetleniil, ezért egé-
szen mas modon) felosztottak az egész szigetet m egyenld teriilet mezdgazdasagi
teriiletre. Most azt szeretnék elérni, hogy minden csaladhoz tartozzon egy vada-
szati és egy mezbgazdasagi teriilet ugy, hogy a két teriiletnek legyen kozos része.
Megoldhato-e ez mindig?

Legyen a 100 csticst, egyszert G grafnak X egy 52 pontbol allo fiiggetlen ponthalma-
za és legyenek x, y és z kiillonbo6z6 X-beli csticsok. Tartalmazhat-e a G+xy+yz+zx
graf teljes parositast?



