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Frobenius-tétel.

Egy G = (A, B; E) paros grafban akkor és csak akkor van teljes parositéas, ha |A| = |B| és minden
X C A részhalmazra | X| < |N(X)| teljesiil.

Hall-tétel.

Egy G = (A, B; E) paros gratban akkor és csak akkor van A-t lefedd parositas, ha minden X C A
részhalmazra | X| < |N(X)| teljesiil.

1. Az abran lathato grafokban keressiink egy-egy maximalis parositast a javitdé utas algoritmussal a
vastag vonalakkal jelolt parositasokbol kiindulva, valamint adjunk meg egy-egy minimalis lefogd
ponthalmazt is.
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2. Egy G(A, B; E) paros graf két pontosztalya legyen A = {aj,as,...,a9} és B = {by, by, ... bo}.
Minden 1 <¢<9és1 < j <9 esetén a; akkor legyen szomszédos b;-vel, ha az alabbi matrix i-edik
soranak és j-edik oszlopanak keresztezddésében all6 elem 1-es. Adjunk meg G-ben egy maximalis
parositast és egy minimalis lefogd csticshalmazt.
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3. Egy 100 csticsi G paros grafnak van teljes parositasa. Hatérozzuk meg a lefogd pontok minimalis
szamat abban a H grafban, melyet G-bdl egy tetszéleges tovabbi él behtizaséval kapunk.

4. Tegyiik fel, hogy a 83 pontu G paros grafban a(G) = 44. Igazoljuk, hogy G-re teljesiil a Hall-feltétel,
azaz |X| < |N(X)| az A szinosztaly minden X részhalmaza esetén.

5. Tegyiik fel, hogy a G egyszerii, paros graf A szinosztalya 28, a B szinosztalya 33 ponti, valamint a
B szinosztalynak valamely Y részhalmazara |Y| = 18 és |[N(Y')| = 12. Mutassuk meg, hogy az A
szinosztalyra nem teljesiil a Hall-feltétel.
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Egy egyszert paros graf mindkét osztalyaban pontosan 5 cstics van, és minden cstics foka legalabb 2.
Igaz-e, hogy a grafban biztosan van teljes parositas?

Egy 12 fiabol és 12 lanybol allo tarsasdgban mindenki legalabb 6 embert ismer az ellenkezé nemiiek
koziil (az ismeretségek kolesonosek). Bizonyitsuk be, hogy ekkor az egész tarsasig egymast ismerd
fit-lany péarokba allithato.

Egy kirdnduléson a résztvevsé n hézaspar kozott akarunk szétosztani 2n kiilonb6z6 csokoladét gy,
hogy mindenki egyet kapjon. Tudjuk, hogy mindenki legalabb n fajtat szeret a csokoladék koziil, és
hogy minden csokoladét minden hizasparnak legalabb az egyik tagja szereti. Bizonyitsuk be, hogy
a csokoladék kioszthatok gy, hogy mindenki olyat kapjon, amilyet szeret.

G egy paros graf, A és B osztalyokkal, és minden X C A halmazra |[N(X)| > |X| — 1. Bizonyitsuk
be, hogy G tartalmaz olyan parositast, ami A-t egy pont kivételével lefedi.

G egy paros graf, A és B szinosztélyokkal. A-ban minden pont foka 40, B-ben 30.

(a) Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz A-t fedd parositést.
(b) Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 10 éldiszjunkt A-t fedd parositast.

Egy 10 cstcst paros grafban minden csics foka 3 vagy 4. Mutassuk meg, hogy a grafban van teljes
parositas.

A villamosmérnok-hallgatok szaméra beiizemeltek néhany szamitogépet. Minden hallgatonak leg-
alabb 10 gépre van belépési jogosultsidga, minden gépen pedig legfeljebb 7 hallgatonak van felhasz-
naloi fiokja. Igaz-e, hogy ekkor bizonyosan leiiltethetiink minden villamosmérnok-hallgatot egy-egy
kiilonb6z6 szamitogéphez ugy, hogy mindenki olyan géphez iiljon, amire be tud lépni?

Valaki taldlomra szétosztott egy pakli francia kartyat 13 darab 4 lapbol 4ll6 csomagba. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor mindegyik csomagbol kivalaszthatd egy lap tgy, hogy a kivalasztott lapok kozott
mindegyik fajta figurabol éppen egy legyen (vagyis egy 2-es, egy 3-as, ..., egy 4sz).

Egy szigeten n csalad lakik. A sziget eloljar6i felosztottak az egész szigetet n egyenld teriiletd
vadészati korzetre és ezzel egyidejiileg (az el6bbitél fiiggetleniil, ezért egészen mas modon) felosztottak
az egész szigetet n egyenld teriilet mezdgazdasagi teriiletre. Most azt szeretnék elérni, hogy minden
csaladhoz tartozzon egy vadaszati és egy mez6gazdasagi teriilet gy, hogy a két teriiletnek legyen
koz0s része. Megoldhato-e ez mindig?

A faluban 2n lany és 2n fia él. A lanyoknak — akik parosaval testvérek, és nem rokonaik a fiiknak
— az a céljuk, hogy tgy hézasodjanak Gssze a falubeli fiukkal, hogy minden lany le tudja nyomni a
férjét szkanderban. Tudjuk, hogy az i-edik lanytestvérpar barmelyik tagja képes leglabb 2¢ — 1 fiut
szkanderban legy6zni, rdadasul minden lany le tud gy6zni olyan fiit is, akit a testvére nem. Mutassuk
meg, hogy lehetséges a kivant hazasitas!

Egy 100 x 100-as sakktablan kijeloliink 30 mez6t tgy, hogy Osszefiiggs teriiletet alkossanak, vagyis
barmely kijelolt mez6bdl el lehessen jutni barmelyik mésikba tgy, hogy oldalszomszédos kijelolt
mezGkre léphetiink at (akdrhanyszor). Mutassuk meg, hogy ekkor a kijel6lt mez6kon mindig el lehet
helyezni 8 darab 1 x 2-es domin6t atfedés nélkiil gy, hogy minden dominé a sakktabla két szomszédos
mezGjét fedi le.



