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1. Határozzunk meg az alábbi gráfban egy minimális költség¶ maximális folyamot. Az
éleken szerepl® két szám közül az els® az él kapacitása, a második az élen egységnyi
folyam átvitelének a költsége.
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2. (a) Alkalmas potenciál segítségével mutassuk meg, hogy az alábbi 9 nagyságú fo-
lyam minimális költség¶.

(b) Adjunk meg egy minimális költség¶, 10 nagyságú folyamot ebben a hálózatban.
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3. Tegyük fel, hogy a z1 és z2 megegyez® nagyságú folyamok a c költségfüggvénnyel
ellátott (D, s, t, g) hálózatban. Tegyük fel továbbá, hogy z1 a π1 potenciállal, illetve
z2 a π2 potenciállal teljesíti az optimalitási feltételeket. Bizonyítsuk be, hogy ekkor
z1 a π2, valamint a max(π1, π2) potenciállal is teljesíti az optimalitási feltételeket.

4. (a) Kerekítsük az alábbi folyamot a kerekítési lemma bizonyítása alapján.

(b) Kerekítsük az alábbi folyamot a kerekítési lemma bizonyítása alapján úgy, hogy
a folyamnagyság is kerekedjék.
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5. Bizonyítsuk K®nig tételét (miszerint páros gráfokban ν = τ ) folyamok segítségével!

6. Fogalmazzuk meg az alábbi problémákat minimális költség¶ folyamproblémákként.
Mindkét problémában adott egy G páros gráf, az élein egy w : E(G) → Z+ súly-
függvény és egy k ∈ Z+ célérték.

(a) Keressünk a G gráf k méret¶ párosításai közül olyat, amelynek az összsúlya
minimális.

(b) Keressünk a G gráf k méret¶ párosításai közül olyat, amelynek az összsúlya
maximális.

7. Tegyük fel, hogy a G páros gráf minden élét valaki a piros vagy a zöld színek vala-
melyikére festette. Javasoljunk olyan polinomidej¶ algoritmust G olyan maximális
méret¶ párosításának megtalálására, amely a lehet® legtöbb zöld élt tartalmazza.

8. (a) Bizonyítsuk be, hogy bárhogyan is töltjük ki nemnegatív számokkal egy n×m
méret¶ táblázat mez®it, az egyes mez®kben álló számok kerekíthet®k alkalmas
módon felfelé vagy lefelé úgy, hogy a táblázatban minden sor- és oszlopösszeg
az eredeti összeg kerekítése legyen.

(b) Igazoljuk, hogy mindez úgy is megtehet®, hogy minden 1 ≤ i ≤ n és minden
1 ≤ j ≤ m esetén az els® i sor összege és az els® j oszlop összege is kerekítése
legyen az eredeti összegnek.

9. Egy mátrixot duplán sztochasztikusnak nevezünk, ha minden sorösszege és oszlop-
összege 1. Bizonyítsuk be a Birkho��Neumann-tételt, miszerint egy mátrix ponto-
san akkor duplán sztochasztikus, ha el®áll permutációmátrixok konvex kombináci-
ójaként.


