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1. Tekintsük az alábbi irányított utakat. Jelölje P a szaggatott vonallal jelölt utak,
Q pedig a folytonos vonallal jelölt utak halmazát. Keressük meg a Pym-tételben
szerepl® R halmazt a tétel bizonyítása alapján.

2. Tegyük fel, hogy a D irányított gráf páronként pontdiszjunkt irányított útjai al-
kotják a P és Q úthalmazokat. Igazoljuk, hogy található D csúcsainak olyan U

részhalmaza, amelyre igaz, hogy P ∪ Q egyetlen útja sem tartalmaz két U -beli
csúcsot, továbbá D minden U -n kívüli v csúcsához létezik olyan u ∈ U csúcs és
P ∪Q-beli P út, amelyen u megel®zi v-t.

3. Tekintsük az alábbi irányított utakat. Jelölje P a szaggatott vonallal jelölt utak, Q
pedig a folytonos vonallal jelölt utak halmazát. Keressük meg az el®z® feladatban
szerepl® U halmazt a feladat megoldása alapján.

4. Határozzuk meg az alábbi páros gráf egy L-élszínezését a Galvin-tétel bizonyítása
alapján. (A listákban szerepl® színek: piros, kék, zöld, sárga, lila, narancssárga,
barna.)

l1 l2 l3 l4 l5
f1 � � {P,K,Z,B} � {P,K,Z,N}
f2 {P,K,Z,N} � {Z,S,L,B} {P,S,N,B} �
f3 � {K,S,L,N} {P,L,N,B} � {K,Z,S,B}
f4 {P,K,L,N} � {P,S,L,B} � �
f5 � {P,S,N,B} � {K,S,L,B} �



5. Tegyük fel, hogy a G gráf k-élszínezhet®. Igazoljuk, hogy választható G minden v
csúcsához egy-egy ≤v lineáris rendezés a v-re illeszked® élek E(v) halmazán úgy,
hogy tetsz®leges e = uv élre az e-t az ≤u vagy ≤v rendezésben megel®z® élek száma
összesen legfeljebb k − 1 legyen.

Következményként igazoljuk Galvin tételének következ® általánosítását. Legyen
c : E → {1, 2, . . . , k} a G = (V,E) gráf egy k-élszínezése, és minden e ∈ E élhez
adott egy L(e) ⊂ N színlista, ahol |L(e)| ≥ k. Tegyük fel, hogy az i-színezhet® élek
Ei := L−1(i) halmaza nem tartalmaz páratlan kört egyetlen i színre sem. Ekkor a
G gráf L-élszínezhet®.

6. Határozzuk meg az alábbi gráf egy L-élszínezését az el®z® feladat megoldása alapján.
(A gráf csúcsai v1, v2, . . . , v6, a listákban szerepl® színek pedig piros, kék, zöld, sárga,
lila, narancssárga.)

él színlista

v1v3 {P,K,L}
v1v4 {K,Z,S}
v1v5 {P,S,L}
v2v4 {P,Z,S}
v2v5 {K,Z,L}
v2v6 {P,Z,L}
v3v5 {Z,S,N}
v3v6 {P,K,Z}
v4v6 {K,S,N}

7. Tegyük fel, hogy adott a K100 teljes gráfnak
(
100
2

)
darab feszít®fája azzal a tulaj-

donsággal, hogy a gráf bármely élét pontosan 99 feszít®fa tartalmazza. Igazoljuk,
hogy kiválasztható minden feszít®fának egy-egy (esetleg üres) párosítása úgy, hogy
K100 minden éle szerepeljen valamelyik kiválasztott párosításban.

8. Tegyük fel, hogy a G páros gráf minden egyes e éléhez adott egy legalább k ·∆(G)
színb®l álló Le színlista. Igazoljuk, hogy minden e élhez választható k db szín az
Le színlistából úgy, hogy a közös csúccsal rendelkez® élekhez csupa különböz® színt
válasszunk.

9. Tegyük fel, hogy a G páros gráf minden egyes e éléhez adott egy k(e) pozitív egész
érték és egy legalább K színb®l álló Le színlista, ahol K = maxv∈V (G)

∑
e∈E(v) k(e).

Igazoljuk, hogy minden e élhez választható k(e) darab szín az Le színlistából úgy,
hogy a közös csúccsal rendelkez® élekhez csupa különböz® színt válasszunk.

10. A G páros gráf minden e éléhez tartozik egy Le színlista. Tegyük fel, hogy minden
e élre |Le| = ∆(G), kivéve |Le1| = 1 és |Le2| = 2 ·∆(G)−1, ahol e1 és e2 ugyanarra
a csúcsra illeszked® két éle G-nek. Igazoljuk, hogy G L-élszínezhet®.


