
Lamináris halmazrendszerek és Gomory�Hu-fák
Gráfok és algoritmusok

2020.
7. gyakorlat

1. Döntsük el, hogy az alábbi, V = {a, b, c, d} alaphalmazon értelmezett, halmazrend-
szerek közül melyek keresztezésmentesek és melyek laminárisak!

(a) H1 =
{
{a}, {b}, {a, b}, {c, d}, {a, b, c, d}

}
(b) H2 =

{
∅, {d}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}, {a, b, c, d}

}
(c) H3 =

{
∅, {c}, {a, b}, {a, b, c}, {a, c, d}, {a, b, c, d}

}
2. (a) Az 1. feladatbeli keresztezésmentes halmazrendszereknek adjuk meg a szimmet-

rizáltját!

(b) Az 1. feladatbeli H keresztezésmentes halmazrendszerekhez készítsük el a Hd

lamináris halmazrendszereket.

3. Az 1. feladatbeli H keresztezésmentes halmazrendszereket reprezentáljuk egy olyan
F fával és f : V → V (F ) függvénnyel úgy, hogy H tagjai megfeleljenek az F egy
alkalmas élének elhagyásával keletkez® komponensnek.

4. Egy n elem¶ alaphalmazon legfeljebb hány tagja lehet egy lamináris halmazrend-
szernek?

5. Döntsük el, hogy az alábbi halmazfüggvények közül melyek szubmodulárisak! (Egy
V véges alaphalmazon értelmezett f : 2V → R halmazfüggvényt szubmodulárisnak
nevezzük, ha tetsz®leges X, Y ⊆ V esetén f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∩ Y ) + f(X ∪ Y ).)

(a) V egy véges alaphalmaz,

f1 : 2
V → Z+

0 X 7→ |X|.

(b) G = (V,E) egy véges gráf,

f2 : 2
V → Z+

0 X 7→ e(X),

ahol e(X) az X-beli végponttal rendelkez® élek száma.

(c) G = (V,E) egy véges gráf,

f3 : 2
V → Z+

0 X 7→ i(X),

ahol i(X) az X által feszített élek száma.

(d) G = (V,E) egy véges gráf,

f4 : 2
V → Z+

0 X 7→ e(X)− i(X).



(e) G = (A,B;E) egy véges páros gráf,

f5 : 2
A → Z+

0 X 7→ |N(X)|,

ahol N(X) az X-beli csúcsok szomszédainak a halmaza.

(f) G = (V,E) egy véges gráf és f6 tetsz®leges X ⊆ E élhalmazhoz azon X-beli
élek maximális számát rendeli, melyek a G gráfban erd®t alkotnak.

6. Hogyan lehet a szubmoduláris egyenel®tlenséget nemnegatív élkapacitásokkal ellá-
tott irányított gráfokra kiterjeszteni?

7. (a) Legyen (G, s, t, c) egy hálózat. Igazoljuk, hogy a minimális st-vágások

H :=
{
X ⊆ V : s ∈ X, t /∈ X,X egy minimális st-vágást határoz meg

}
rendszere zárt a metszetre és unióra, azaz tetsz®leges X, Y ∈ H halmazok
esetén X ∩ Y,X ∪ Y ∈ H.

(b) A Ford�Fulkerson-algoritmus melyik elemét találja meg a H halmaznak?

8. Döntsük el, hogy az alábbi G gráfnak az F1, F2, F3 fák közül melyek a G egy
Gomory�Hu-fái és melyek nem!
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9. Határozzuk meg az alábbi gráfok egy-egy Gomory�Hu-fáját!

a b

c d

e f

3
1
1 2

6
1

7 4
4

a

b

c d

e
3

5

1

7

6

2 4

10. Bizonyítsuk be, hogy minden véges, irányítatlan G gráfnak vannak olyan u és v
különböz® csúcsai, hogy a G′ = G+ uv gráfra λG′(x, y) = λG(x, y) teljesül minden
olyan esetben, amikor {x, y} 6= {u, v}.

11. Hogyan lehet Gomory�Hu-fák segítségével eldönteni, hogy létezik-e olyan él, amelyet
a gráfhoz hozzávéve a maxu,v∈V (G) λ(u, v) érték nem n®?

12. Egy G gráf Gomory�Hu-fája segítségével hogyan lehet meghatározni a G + e gráf
Gomory�Hu-fáját? (Ahol e egy újonnan hozzávett él.)


