Maximalis parositasok, Edmonds—Gallai-felbontéas
GRAFOK ES ALGORITMUSOK
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Berge—Tutte-formula. Tetsz6leges véges G = (V, E) grafra
1
v(G) = Inin{2 ([VI=0o(G-X)+|X]): X C V} .

Tutte-tétel. A G grafnak pontosan akkor van teljes parositasa, ha o(G—X) < | X]| teljesiil minden X C V(G) ponthalmazra.

Allitas. Az Edmonds-algoritmus futasa soran mindig igaz, hogy tetszéleges kiilsG csucsnak megfelel6 ponthalmaz G-ben
faktor-kritikus grafot feszit.

Definici6. A G = (V, E) véges graf esetén D(G) = {v € V : v(G) = v(G—v) } a maximalis parosités ltal elkeriilhet6 pontok
halmaza, A(G) = N(D(G)) \ D(G) az elsbbi pontokkal szomszédos tovabbi csticsok, C(G) = V' \ (D(G) U A(G)) a
maradék pontok halmaza.

Edmonds—Gallai-struktaratétel. Tetszoleges G = (V, E) véges grafra az X = A(G) valasztas optimalis a Berge—Tutte-
formulaban. A G — A(G) graf paratlan komponenseit a D(G)-beli, a paros komponenseket pedig a C(G)-beli csticsok
alkotjak.

1. Hasznéljuk Tutte tételét annak igazolaséira, hogy az alabbi grafban nincs teljes parositas.

2. Legyen G egy olyan paros cstcst, k-szorosan oOsszefiiggé graf, melynek nincs K p41-gyel izomorf feszitett
részgrafja. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G-ben van teljes parositas.

3. Hatéarozzuk meg az alabbi grafok Edmonds—Gallai-felbontésat.
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4. Hogy néz ki az Edmonds—Gallai-felbontasa a G grafnak, ha
(a) G-nek van teljes parositéasa,
(b) G faktor-kritikus?
5. Mutassuk meg, hogy ha G egy faktor-kritikus graf, akkor az Edmonds-algoritmusban kapott végss alternald
erdd egyetlen csics.
6. Tegyiik fel, hogy v(G — v) = v(G) teljestil a G Gsszefiiggd graf minden v csicsara. Igazoljuk, hogy G
faktor-kritikus.
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Tegyiik fel, hogy a G graf minden u # v csicsédhoz létezik G-nek olyan M, maximalis parositasa, ami nem
fedi u-t. Bizonyitsuk be, hogy ha G — v Osszefiiggs, akkor G-nek olyan M, maximalis parositasa is van, ami
v-t nem fedi.

. Tegyiik fel, hogy a 999-csticst G graf v csticsa G minden mas cstucsaval Ossze van kdtve, tovabba, hogy

G-nek van olyan maximaélis méret{i parositiasa, ami nem fedi v-t. Legyen u a G egy v-t6l kiilonb6zd csicsa.
Hatéarozzuk meg v(G — u)-t, azaz a G — u graf maximaélis parositdsanak méretét.
Tegyiik fel, hogy a 101-csicsi, Osszefiiggd G graf minden e éle esetén a G maximalis méretd parositasai
kozott van olyan, ami e-t tartalmazza, és taladlhato olyan is, ami nem tartalmazza e-t. Igazoljuk, hogy az
Edmonds—Gallai-felbontasban szerepls A(G) egy fiiggetlen ponthalmaz és C'(G) = 0.
Igazoljuk, hogy minden faktor-kritikus graf elgallithato egy cstcsbol kiindulva az alabbi lépésekkel:

(1) él hozzaadasa,

(2) egy cstcs paratlan korré torténd felfujasa. (Ha a G graf egy paratlan korének 6sszehuzasaval kapjuk a

G’ grafot, akkor azt mondjuk, hogy G' a G'-bdl egy cstcs paratlan korré torténd felftajasaval keletkezik.)

Ha a G graf két (esetleg azonos) cstucsét osszekotjiik egy olyan attal, aminek a belss cstcsai G-ben eddig nem
szerepeltek, akkor azt mondjuk, hogy G-re egy fiilet ragasztottunk. A G grafnak akkor van fiilfelbontésa,
ha G megkaphat6 egyetlen csticsbdl fiilek egymés utani felragasztésaval. Paratlan fiilfelbontas alatt olyan
fiilfelbontast értiink, amiben minden fiil paratlan élszami. Bizonyitsuk be, hogy G-nek akkor és csak akkor
van paratlan fiilfelbontasa, ha faktor-kritikus.

Egy grafot miniméalisan faktor-kritikusnak neveziink, ha faktor-kritikus, de barmely élét elhagyva méar nem
az.

(a) Bizonyitsuk be, hogy minden minimalisan faktor-kritikus grafnak van mésodfoku cstcsa.

(b) Bizonyitsuk be, hogy minden n-cstcst, minimalisan faktor-kritikus grafnak legfeljebb %(n —1) éle van,
és ez a fels6 korlat éles.



