Definicio.

Legyen G = (V, E) egy graf, melynek minden csicsara adott egy =<, lineéris rendezés a v-re illeszkedd
csticsok halmazan.

Azt mondjuk, hogy az M élhalmaz domindlja az e élt, ha van olyan m € M él és v € V csiics, amire
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m <, e teljesiil. Az M pérositast az e él blokkolja, ha e ¢ M és M nem domindlja e-t.

Az M élhalmaz stabil pdrositds, ha M pontosan az (E — M)-beli éleket dominélja.

Eltérlési lemma.

Ha e = uv a =, szerinti legjobb él, és e <, f teljesiil valamely f élre, akkor GG stabil parositasainak
halmaza megegyezik G — f stabil parositasainak halmazaval.

Allitas.

(1) A lanykérd algoritmus kimenete fit-optimaélis, azaz minden fit a szaméra barmilyen stabil paro-
sitasban elérhets legjobb feleséget kapja, valamint lany-pesszimalis, azaz minden lany cstucsnak
a szamara barmilyen stabil parositasban elérhetd legrosszabb férj jut.

(2) Ha M, és M, stabil parositasok a G péaros grafban, akkor az M;A M, szimmetrikus kiilonbség

minden komponense alternal6 preferenciakor.

(3) Béarmely két stabil parosités ugyanazokat a cstcsokat fedi.

(4) Ha M, és M, stabil parositasok a G péaros grafban, és minden fit cstcs az M; U My halmazbél a
szamara jobb élt vilasztja, akkor olyan MV M, stabil parositast kapunk, amelyben minden lany
csucs az My U M, halmazbdl a szamara rosszabb élt kapja. Ha a lanyok valasztjak a szdmukra
jobb élt, akkor olyan M; A M, stabil parositas adodik, amelyben minden fit cstics az My U My

halmazbol a szaméra rosszabb élt kapja.

1. Hatarozzunk meg az aldbbi péaros grafokban egy-egy stabil parositast a Gale—Shapley-algoritmus
segitségével. A tablazatok sorai a fitknak, az oszlopai a lanyoknak felelnek meg, és a mez&kben
szerepl§ els6 szamok a fiuk preferenciait, a méasodik szamok pedig a lanyok preferenciéit jelentik.
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2. Adjunk gyors modszert annak eldontésére, hogy egy paros grafban van-e két kiilonb6z6 stabil paro-
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sitas, és ha van, akkor a modszer talaljon is meg két kiilonbozét.

3. Tegytik fel, hogy a G paros grafnak A = {aq, as, .

parositasa van.

.., a,} az egyik szinosztélya, tovabba ha tetszdleges
b € B cstcsra ba; < ba; teljesiil, akkor ¢+ < j. Bizonyitsuk be, hogy G-nek pontosan egy stabil
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Tegyiik fel, hogy a G (nem feltétleniil paros) graf minden csiacsédhoz (lényegében) ugyanaz a prefe-
renciasorrend tartozik, azaz G csucsai sorba rendezhetsk V(G) = {vy,vs,...,v,} moédon tgy, hogy
tetszGleges v cstcs és @ < j esetén vv; <, vv; teljestil (feltéve, hogy vv;, vv; € E(G)). Igaz-e, hogy
G-nek bizonyosan van stabil parositasa? Ha igen, akkor lehet-e tobb is? Hogyan lehet gyorsan talélni
egyet, ha van?

Tegyiik fel, hogy a G (nem feltétleniil paros) grafnak v egy olyan cstcsa, hogy G minden uv élére az
uv él az u csics legrosszabb valasztasa. Bizonyitsuk be, hogy ha uv egy M stabil parositas éle, akkor
az uv ¢l a G minden stabil parositasaban szerepel.

. Valtozik-e attol a stabil parositasok szama, ha az abran lathato grafbol toroljik

(a) az e, illetve
(b) az f élt?

Jelolje a véges (de nem feltétleniil paros) G graf minden e = wv éle esetén v(e) azt, hogy az e él
hanyadik a <, preferenciarendezésben, és legyen r(e) = u(e) + v(e). Tegyiik fel, hogy r(e) = 42
teljestil G barmely e élére.

(a) Hatérozzuk meg G csucsainak fokszamat.
(b) Bizonyitsuk be, hogy G-nek van stabil parositésa.
(c) Bizonyitsuk be, hogy ha G egy paros graf, akkor G minden élét tartalmazza egy stabil parosités.

Tegyiik fel, hogy a G (nem feltétleniil paros) graf minden élét tartalmazza a G egy stabil parositasa.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor ha M a G egy stabil parositasa, akkor M stabil marad akkor is, ha minden
cstics megforditja preferenciarendezését: minél jobbnak gondolt egy élt korabban, annal rosszabbnak
tekinti eztan.

Tegyiik fel, hogy a G paros graf osztalyait fiik és lanyok alkotjak, tovabba, hogy a hazassagokat
leir6 M parositasnak k-val tobb éle van, mint a G egy M’ stabil parositdsanak. Mutassuk meg, hogy
legalabb k olyan férj van, aki talal olyan hézas asszonyt, akivel egymast kolcsonosen jobban kedvelik
a hézastarsuknél.

Tegyiik fel, hogy a G (nem feltétleniil paros) gratbol az éltorlési lemma szerint éleket torlve az e él
is el6bb-utobb torlésre keriil. Igaz-e, hogy a G graf stabil parositédsainak halmaza megegyezik a G —e
graf stabil parositasainak halmazaval?

Tegyiik fel, hogy M, My és M3 a G (nem feltétleniil paros) graf harom stabil parositédsa. Minden,
a parositasok altal fedett v csucsra jelolje e(v) a v-re illeszked6 harom parositasél koziil a kozépsot.
(Ha egy v-re illeszked§ e él két parositasban is szerepel, akkor e(v) = e.) Mutassuk meg, hogy az igy
definialt e(v) élek halmaza stabil parositast alkot a G grafban.



