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Tétel.
Legyenek Mj, M, ..., My stabil parositasok egy G paros grafban és legyen ¢ € {1,...,k}. Ha minden fi e parosi-
tasokbol multiplicitassal szamitva az i-edik legjobb élt valasztja, akkor egy olyan stabil parositast kapunk, amiben
minden lany a (k + 1 — i)-edik legjobb élt kapja.
Pym tétele.
Egy D = (V, A) digrafban adottak a paronként pontdiszjunkt irdnyitott utakbol allo P és Q halmazok. Ekkor létezik
olyan R paronként pontdiszjunkt iranyitott utakbol all6 halmaz, amelyre
(1) start(P) C start(R) C start(P) U start(Q),
(2) ter(Q) C ter(R) C ter(P) U ter(Q),
(3) minden R-beli ut egy P-beli ut (esetleg iires) kezdGszeletének és egy QO-beli Gt (esetleg iires) végszeletének az
egymasutanja,
ahol start(X') és ter(X) az X uthalmaz kezdé-, illetve végpontjainak halmazat jeloli.
Definicio6.
Legyen G = (V, E) egy graf és L. C N egy szinlista minden e € F élhez. A G grafot L-élszinezhetonek nevezzik, ha
van olyan helyes élszinezése, ahol minden e € E él szine egy L.-beli szin.

A G grafot k-él-listaszinezhetdnek nevezzik, ha az L-élszinezhetd minden olyan esetben, amikor |L(e)| > k teljesiil
minden e élre.

Azt mondjuk, hogy a G graf él-listaszinezési szama x;(G) = k, ha G k-él-listaszinezhet, de nem (k — 1)-él-listaszinez-
hets.
Megfigyelés.
Tetszdleges G graf esetén x'(G) < xj(G).
Listaszinezési sejtés.
Tetszbleges G véges graf esetén x'(G) = x;(G).
Galvin tétele.
Ha G paros graf, akkor x;(G) = A(G).
Galvin tételének altalanositasa.

Legyen G = (V, E) egy k-élszinezhetd graf, és legyen minden élhez adott egy olyan legalabb k-hosszu szinlista, hogy bar-
mely szin esetén az adott szinnel szinezhets élek halmaza nem tartalmaz paratlan kort. Ekkor a G graf él-listaszinezhets
a megadott szinlistakrol.

1. Tekintsiik az alabbi irdnyitott utakat. Jeldlje P a szaggatott vonallal jelolt utak, Q pedig a folytonos
vonallal jelolt utak halmazat. Keressiik meg a Pym-tételben szereplé R halmazt a tétel bizonyitasa
alapjan.




. Tegyiik fel, hogy a D iranyitott graf paronként pontdiszjunkt iranyitott atjai alkotjak a P és Q
uthalmazokat. Igazoljuk, hogy taladlhaté6 D csiicsainak olyan U részhalmaza, amelyre igaz, hogy
P U Q egyetlen ttja sem tartalmaz két U-beli csticsot, tovabba D minden U-n kiviili v cstcsdhoz
létezik olyan u € U cstcs és P U Q-beli P ut, amelyen u megel6zi v-t.

. Hatarozzuk meg tetszéleges n > 3 esetén az n-hosszi kor él-listaszinezési szamat.
. Hatarozzuk meg az alabbi péaros graf egy él-listaszinezését az aldbbi szinlistakrol Galvin tételének

bizonyitasa alapjan. (A listdkban szerepld szinek: piros, kék, zold, sarga, lila, narancssarga, barna.)

l1 lo l3 Iy ls

f1 - - {P.K.Z,B} - (PK.ZN}
fo [ {PK,ZN} - {ZS.L.B} | {P.SN,B} -
fs - {K.SLN} | {P.LN.B} - {K,Z.S B}
f1 [{P.KLNY} - {P.S.L.B} - -
fs - {P.SNB} - {K,S.LB} -

. Tegyiik fel, hogy adott a K43 teljes paros grafnak 8 darab feszit6faja azzal a tulajdonsaggal, hogy
a graf barmely élét pontosan 4 darab feszitéfa tartalmazza. Igazoljuk, hogy kivélaszthaté minden
feszitGtanak egy-egy (esetleg iires) parositasa ugy, hogy K43 minden éle szerepeljen valamelyik kiva-
lasztott parositasban.

. Tegyiik fel, hogy a G paros graf minden egyes e éléhez adott egy legalabb k - A(G) szinbdl allo L,
szinlista. Igazoljuk, hogy minden e élhez valaszthatd k db szin az L. szinlistabol ugy, hogy a kozos
cstccsal rendelkezé élekhez csupa kiilonb6z6 szint valasszunk.

. Tegyiik fel, hogy a G péros graf minden egyes e éléhez adott egy k(e) pozitiv egész érték és egy
legalabb K szinbdl 4llo L. szinlista, ahol K = max,cv(q) Y_.c B) k(e). Igazoljuk, hogy minden e
élhez vélaszthato k(e) darab szin az L. szinlistabol tgy, hogy a kozos cstuccsal rendelkezs élekhez
csupa kilénboz6 szint valasszunk.

. Az él-listaszinezési szamhoz hasonléan definialhatjuk a (cstics-)listaszinezési szamot is. Legyen G =
(V,E) egy graf és L, C N egy szinlista minden v € V csticshoz. A G grafot L-szinezhet6nek
nevezziik, ha van olyan helyes szinezése, ahol minden v € V cstcs szine egy L,-beli szin. A G gréfot
k-listaszinezhetdnek nevezziik, ha az L-szinezhetd minden olyan esetben, amikor |L(v)| > k teljesiil
minden v csticsra. Azt mondjuk, hogy a G graf listaszinezési szama x;(G) = k, ha G k-listaszinezhetd,
de nem (k — 1)-listaszinezhetd.

(

(

a) Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges G graf esetén x(G) < xi(G) < A(G) + 1 teljestl.
b) Hatérozzuk meg a K, 4 graf listaszinezési szamat.
(c) Legyen T egy legalabb 2-cstcsu fa. Mutassuk meg, hogy ;(G) = 2.

)

(d) Hatarozzuk meg tetsz6leges n > 3 esetén az n-hosszu kor listaszinezési szamat.

. Tegyiik fel, hogy My, My, ..., My, a G (nem feltétleniil paros) graf stabil parositasai. Minden, a
parositasok altal fedett v csticsra jelolje e(v) a v-re illeszkedd (multiplicitassal) 2k+1 parositasél koziil
a (k 4 1)-edik legjobbat. Mutassuk meg, hogy az igy definialt e(v) élek halmaza stabil parositéast
alkot a G' grafban.



