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Bouton-tétel. Legyen k£ € N, és tekintsiik azt a k-nim jatékot, amiben a kupacok méretei ny, no, ..., ng.
Ekkor a masodik jatékosnak pontosan akkor van nyerd stratégidja, ha ny @ no @ ... & np = 0.

Kombinatorikus jatékok izomorfidja. A (G, Nw, N, Np,vo) és (G', Nj;,, Ni, N7, v;) kombinatorikus
jatékokat izomorfaknak nevezziik, ha létezik olyan grafizomorfizmus G és G’ k6zott, melyben az Ny,
és Ny, halmazok, valamint az Np és NJ. halmazok, tovabba az Ny és N halmazok, illetve vy és v
csucsok is egymaésnak felelnek meg.

Hex. Adott egy (n x n)-es hatszogracs, ahol n € N, és a soron kovetkezs jatékos kivalasztja ennek egy
(korabban még egyik jatékos altal sem vélasztott) mezejét. A kezdgjatékos akkor nyer, ha keletkezik
az altala kivalasztott mez6kbdl egy ut a racs bal szélétsl a jobbig, a masik jatékos pedig akkor nyer,
ha keletkezik az altala kivalasztott mez6kbdl egy ut a racs felsG szélétdl az alsoig.

Hex tétel (Hein, Nash, Gale). A hex jaték sohasem végzédhet dontetlennel.

Epit6-épits jaték. Adott egy H = (V, E) hipergraf, és a soron kévetkezd jatékos kivalaszt egy (korabban
még egyik jatékos altal sem vélasztott) V-beli csicsot. Az nyer, aki elgbb kivalasztja valamely E-beli
hiperél minden cstcsat.

Epit6-rombold, valamint rombol6—-épits jaték. Adott egy H = (V, ) hipergraf, és a soron kovetkezd
jatékos kivalaszt egy (kordbban még egyik jatékos altal sem valasztott) V-beli csticsot. Az épitd
jatékos akkor nyer, ha kivalasztja valamely £-beli hiperél minden csticsat, a rombold jatékos pedig
akkor nyer, ha ezt meg tudja akadalyozni. Ha a kezd&jatékos az épits, akkor épit6—rombolo, ellenkezé
esetben pedig rombol6—épits jatékrol beszéliink.

Erdés—Selfridge-tétel. Ha egy épit6é-rombolo jatek H = (V, &) hipergrafjara ) p o 271El < 1/2 teljesiil,
akkor a rombol6 jatékosnak mindig van nyerd stratégiaja.

1. Adott egy n € N, szam. A soron kovetkezs jatékos kivéilasztja n egy olyan osztéjat, melynek az
osztdja korabban még nem lett kivalasztva. Az veszit, aki az 1-et mondja. Bizonyitsuk be, hogy a
kezdgjatékosnak pontosan akkor van nyeré stratégiaja, ha n > 1.

2. Mely n € N, szamok esetén lesz az 1. feladatban leirt, igynevezett osztojaték izomorf egy mérgezett
csoki jatékkal?

3. Bizonyitsuk be, hogy a J; és J, éles kombinatorikus jatékok pontosan akkor ekvivalensek, ha tetsz6-
leges H éles kombinatorikus jaték esetén J; + H és Jy + H azonos tipustak.

4. (a) Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges k € N, esetén ha k-nimben hozzavesziink a meglévs kupa-
cokhoz két tovabbi, egyforma méretd kupacot, akkor a jaték lényegében nem valtozik, azaz
ugyanannak a jatékosnak lesz nyerd stratégiaja, mint korabban.

(b) Adott n € N, pénzérme egymas mellett egy sorban, mindegyik vagy fejjel, vagy iréassal felfelé.
A soron kdvetkezs jatékos atfordit egy tetszéleges fejet ifrasra, valamint egy ettdl jobbra l1évd
tetszdleges érmét atfordithat az ellenkezGjére (ha akar). Az veszit, aki nem tud lépni (vagyis
amikor mindegyik érme irassal van felfelé). Kinek van nyerd stratégiaja?



. Adott n € N, pénzérme egymas mellett egy sorban, mindegyik vagy fejjel, vagy irédssal felfelé. A
soron kovetkez6 jatékos valaszt egy fejet, és azt, illetve az Gsszes téle jobbra 16vs érmét atfordit az
ellenkezGjére. Az veszit, aki nem tud lépni (vagyis amikor mindegyik érme irassal van felfelé¢). Kinek
van nyeré stratégiaja?

. Tekintsiik azt az altalanositott épitG—épitd jatékot, melyben ugyanazon a V' csticshalmazon adottak a
Hi = (V, &) és Ha = (V, &) hipergrafok, és a kezdGjatékos a H;, a masik jatékos pedig a H, valamely
hiperélét akarja megépiteni. Mutassuk meg, hogy ha Y ;0 2715 < 1/2¢8 3, o 27151 < 1/2 teljesiil,
akkor mindkét jatékosnak van nemveszts stratégiaja.

(a) Legyen H = (V, &) egy hipergraf és M a V-beli cstcsokon egy teljes parositas ugy, hogy minden
E-beli hiperél tartalmaz legalabb egy M-beli parositasélt. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az épité—
épitd, épité-rombold, illetve a rombolo—épitd jatékokban az épité jatékos(ok)nak nincs nyerd
stratégiaja.

(b) Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n € N, esetén egy (n X n)-es téblan jatszott ,vizszintes—
fiiggsleges” amébaban (tehat ahol az a jatékos nyer, aki el6szor gytijt Ossze 5 egymas melletti
jelet fiiggBlegesen vagy vizszintesen) semelyik jatékosnak nincs nyerd stratégiaja.

. Mutassuk meg, hogy ha egy rombolo-épits jatek H = (V&) hipergrafjdra >, 271F < 1 teljesiil,
akkor a rombol6 jatékosnak mindig van nyerd stratégiaja.

. Mutassuk meg, hogy tetszéleges n > 2 a hex jatékot egy (n X n)-es négyzetracson jatszva mindkét
jatékosnak van nemveszt§ stratégidja.



