Euler-korséta, Hamilton-kor

A szamitastudomany alapjai
6. gyakorlat

Tétel. Egy Osszefiiggd G gratban akkor és csak akkor van Euler-kér, ha G minden csticsanak
fokszama, péaros.

Tétel. Egy Osszefliged G gratban akkor és csak akkor van Fuler-it, ha G-ben a pératlan fok-
szamu csucsok szadma 0 vagy 2.

Allitas. Ha a G grafban létezik k olyan cstcs, amelyeket elhagyva a graf tébb, mint k& kompo-
nensre esik szét, akkor nem létezik a grafban Hamilton-kor.

Ha a G grafban létezik k olyan csiics, amelyeket elhagyva a graf tobb, mint k£ 4+ 1 kompo-
nensre esik szét, akkor nem létezik a graftban Hamilton-1ut.

Dirac-tétel. Ha az n csicsu (n > 3) G grafban minden pont foka legalabb n/2, akkor a grafban
létezik Hamilton-kor.

Ore-tétel. Ha az n cstcsa (n > 3) G gratban minden z, y nemszomszédos cstucsokra teljesiil,
hogy d(x) + d(y) > n, akkor a grafban létezik Hamilton-kor.

Lemma. Ha az n cstucsu G graf valamely u, v csucsaira d(u) + d(v) > n teljesiil, akkor a G graf
pontosan akkor tartalmaz Hamilton-kort, ha a G 4+ uv graf tartalmaz Hamilton-kort.

1. Van-e az abran lathato grafnak Euler-, illetve Hamilton-kére? Ha van, mi

abban a csticsok sorrendje?
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2. Tegyiik fel, hogy a G graf barmely két csticsa kozott vezet legfeljebb 7 éld
ut. Mutassuk meg, hogy ha a G-nek van Euler-sétaja, akkor G-nek megdup-
lazhato legfeljebb 7 éle gy, hogy az igy kapott G’ grafnak Euler-korsétaja
legyen. (Egy e él megduplazésén azt értjiik, hogy behtzunk egy, az e éllel
parhuzamos 1j élt.)

3. A G egyszeri grafnak 33 piros, 777 fehér, 333 zold, valamint 77 sarga csticsa
van. Két cstucs kozott pontosan akkor fut él, ha azok kiilénbozé szintek.
Behtizhato-e G-be néhény tovabbi él tgy, hogy olyan egyszeri grafot kapjunk,
aminek van Euler-sétaja?

4. Bejarhato-e az (a) 4 x 4-es, (b) 3 X 5-0s, (¢) 3 x 6-0s sakktabla egy huszarral
gy, hogy minden mez6t pontosan egyszer érintiink?

5. Tegytik fel, hogy a 10 csticst, egyszerid G gratban az egyes csiicsok fokszdmai
rendre 3, 3, 3, 4, 4,4, 4,9, 9, 9. Bizonyitsuk be, hogy G-nek nincs Hamilton-
kore. Mutassuk meg, hogy G-nek van Hamilton-kore, ha a cstcsok fokszamai
3,3,4,5,5,5,5,5,5,6.
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A G gréaf egy 101 cstcestu ,csillag” — vagyis az egyik cstcsa szomszédos az Osszes
tobbivel, de a grafnak ezen kiviil tobb éle nincs. (Igy tehat G-nek egy 100
foki és szaz 1 foku csiicsa van.) Miniméalisan hény élet kell hozzavenni G-hez,
hogy a kapott gratban legyen Hamilton-kor?

Igazoljuk, hogy ha egy egyszert G grafnak 20 csticsa van és barmely fokszama
legalabb 12, akkor G-nek van két olyan Hamilton-kore, melyeknek nincs k6zos
éle.

A G egyszert grafnak 2k + 1 csticsa van és minden csicsdnak legalabb k a
foka. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van Hamilton-tut!

A G graf csicsai vy, v9, ..., Up. A V1, V9, ..., v,_1 cstucsokrol tudjuk, hogy
mindegyiknek a foka legalabb n/2. (Sajnos a v, cstcsrol ezt nem tudjuk.)
Bizonyitsuk be, hogy van egy ut G-ben a vy, v, ..., v,_1 cstcsokon.

Egy 51 cstcsu Osszefiiggs egyszert grafban egy cstces foka 30, a tobbié 19.
(a) Bizonyitsuk be, hogy a graf komplementerében van Hamilton-kor.

(b) Bizonyitsuk be, hogy az eredeti grafthoz hozzéa lehet venni 25 élet tugy,
hogy a kapott graf is egyszerd legyen, és legyen Euler-korsétaja.

Mutassuk meg, hogy ha G egy 16 cstcsu 9-regularis egyszerd graf, akkor
G-bdl elhagyhato 8 él gy, hogy a maradék grafnak legyen Euler-kore.

Az n > 3 pontu K, teljes grafbol toroltiik egy feszitéfajanak éleit, majd a
feszitota élei kozil visszaraktunk kett6t. Mutassuk meg, hogy az igy nyert G
graf tartalmaz Hamilton-kort!

Kritikus a helyzet: Abszurdisztan f6varosat, Mutyipusztat savkopd menyétek
invazioja fenyegeti. A jobb oldali abréan lathato a févaros térképe: az egyes
utak mellett all6 szamok az adott utvonal hosszat jelolik. A veszélyt — mint
mindig — most is az iigyeletes szuperhds, Orarugogerincii Felpattano hérit-
ja el. Mesteri tervének végrehajtasa mellett (miszerint helikopterrdl lagot
permetezve semlegesiti a betolakoddkat) még ebben a valsdgos pillanatban is
a kozvagyon megovasa a legfébb célja. Ezért amellett, hogy minden utcét
végigpermetez és visszatér a szabadon valasztott kiindulési pontra, szeretné
egytttal minimalizalni a lerepiilt dssztavot is. Segitsiink Orarugogerinctinek
abban, hogyan valasszon utvonalat!
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