Grafelméleti alapfogalmak
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Kézfogas-lemma.
Tetszoleges G = (V, E) véges graf esetén ), = 2|E|, ahol d(v) a v cstcs fokszamat jeldli.
Izomorfia.

A G=(V,E) és G’ = (V',E') grafokat izomorfnak nevezziik, ha mindkét graf csicsai megszamozhatok az 1,2,...,n
szdmokkal tgy, hogy tetszéleges 4,7 € {1,2,...,n} esetén az i-vel és j-vel szamozott csicsok kozott pontosan ugyan-
annyi él fut G-ben és G’-ben.

Elhozzaadasi lemma.

Legyen G egy tetszbleges graf és G’ egy olyan graf, amelyet G-bdl egy e él hozzavételével kapunk (azaz G’ = G + e).
Ekkor az aldbbi két esetbdl pontosan az egyik valosul meg.

(1) Az e élen keresztiil nincsen kor a G + e graftban, valamint a G + e grafnak eggyel kevesebb komponense van, mint
G-nek.

(2) Az e élen keresztiil van kor a G + e grafban, valamint a G + e grafnak ugyanannyi komponense van, mint G-nek.

Erdé.

Egy kérmentes grafot erdének neveziink.

Fa.

Egy Osszefiiggs, kormentes grafot fanak neveziink.
Allitas.

Egy n-csicst, k-komponensd erdének n — k éle van.

Specidlisan, egy n-csicsu fanak n — 1 éle van.
Allitas.

Egy graf akkor és csak akkor Gsszefiiggs, ha létezik feszitéfaja.

1. Dontsiik el, van-e olyan egyszert graf, amelyben a pontok foka rendre

(a) 1,2, 2,3, 3,3, (b) 1,1, 2,2, 3, 4,4, (c) 2,3,3,4,5,6,7, (d) 1, 3,3,4, 5,6, 6.

2. Igazoljuk, hogy ha egy 6-cstcsi G graf fokszamai 2,2, 2,4, 5,5, akkor G nem egyszer.
3. Van olyan G graf, melyben minden cstcs foka kiilonbéz6? Es ha a graf egyszerti?

4. Rajzoljuk le az 0sszes olyan, paronként nem izomorf, egyszeri gréafot, melyre

(a) n =4, m=75; (b) n=5,m =3; (c) n=5m=T, (d) n=5m=28

ahol n, illetve m jeloli a graf csticsainak, illetve éleinek a szdmat.

5. Melyek izomorfak az alabbi grafok koziil?
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Mutassunk a komplementerével izomorf 5-, illetve 6-pontt grafot.
Igazoljuk, hogy tetszGleges egyszert graf élei iranyithatok gy, hogy ne keletkezzen iranyitott kor.
Hany pontja van annak a T fanak, melyre !E(TH =15- |E(T)|7

Hatéarozzuk meg az sszes olyan (legalabb kétcstcst) fat, amely izomorf a sajat komplementerével.
(Az egymassal izomorf megoldasokat tekintsiik azonosnak.)

Igazoljuk, hogy minden fa megkaphat6 egy csicsbél kiindulva dgy, hogy minden 1épésben egy 1j
levelet adunk az addig felépitett grafhoz.

Egy faban csak két kiilonb6z6 fokszam fordul el6: az egyik fajta 9-szer, a masik 92-szer. Mi a szoban
forgo két fokszam?

Tegyiik fel, hogy az F' fanak pontosan 333 levele van. Igazoljuk, hogy F-nek van olyan levéltél
kiilonb6z6 v csticsa, amelynek a fokszamara d(v) # 5 teljesiil.

Tegyiik fel, hogy az F' fanak csak els6- és negyedfoku csicsai vannak, szam szerint nq, illetve ny.
Igazoljuk, hogy ny =2 - ny + 2.

Egy 100-cstcs, Osszefiiggs, egyszert grafnak 100 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor van a grafban
3 paronként kiilonbo6z6 feszitsfa. (Két feszitéfa akkor kiilonbozs, ha nem pontosan ugyanazon élek
alkotjak.)

Mutassuk meg, hogy ha T és T, két fa ugyanazon a véges ponthalmazon és e; a T tetszéleges éle,
akkor létezik Th-nek egy olyan e; éle, hogy T7 — e + eg és Ty — eg + €4 is fa.

Egy n-cstcsu, egyszerd grafban minden cstcs foka legalabb n/2. Koévetkezik-e ebbél, hogy a graf
Osszefiiggs?

A G grafrol tudjuk, hogy egyszerti, 10 csiicsa van, és ebbdl 9 cstics fokszama pontosan 5. Igazoljuk,
hogy G 0Osszefiiggd.

Egy 100-cstcsu, egyszertd grafban minden csics foka legalabb 33. Mutassuk meg, hogy a grafhoz
hozza lehet venni egyetlen 1j élet tgy, hogy a kapott graf osszefiiggs legyen.

Igazoljuk, hogy ha v egy véges G graf paratlan fokid csicsa, akkor G-ben van olyan 1t, amely v-t a
G egy masik paratlan fokua csicséaval koti Ossze.

Hany feszit6faja van a
(a) Ky, Ko, K3, Ky, illetve Ky grafoknak;

b) K,, teljes paros grafnak (a graf csicsai ai,as,by,bo, ..., b,, és tetszéleges ¢ € {1,2} és j €
; J g g
{1,2,...,n} esetén az a; és a b; csucs kozott vezet é1)7

Igazoljuk, hogy minden Osszefiiggd grafnak van olyan csicsa, amelyet elhagyva a graf Gsszefiiggd
marad.

Egy n x n méretd T tablazatnak nincs két egyforma sora. Bizonyitsuk be, hogy T-nek van olyan
oszlopa, aminek torlése utdn a kapott tablazatban tovabbra sincs két egyforma sor.



