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(i) Egy iranyitatlan G grafban akkor és csak akkor van Euler-kérséta, ha G izolalt pontoktol eltekintve Gszefiiggd
és minden csucsanak fokszama paros.

(ii) Egy iranyitatlan G grafban akkor és csak akkor van Euler-séta, ha G izolalt pontoktol eltekintve Oszefiiggs és a
paratlan fokszamu csticsok szama 0 vagy 2.

(iii) Egy iranyitott G grafban akkor és csak akkor van Euler-korséta, ha G izolalt pontoktol eltekintve gyengén
Oszefiiggs és minden v cstcséara p(v) = §(v) teljesiil.

Allitas.

Ha a G grafban létezik k olyan csics, amelyeket elhagyva a graf tobb, mint & komponensre esik szét, akkor nem létezik
a grafban Hamilton-kor.

Ha a G grafban létezik k olyan cstcs, amelyeket elhagyva a graf tobb, mint k 4+ 1 komponensre esik szét, akkor nem
létezik a grafban Hamilton-tt.

Dirac-tétel.

Ha az n-csucsu (n > 3) G grafban minden pont foka legalabb n/2, akkor a grafban létezik Hamilton-kor.

Ore-tétel.

Ha az n-cstucst (n > 3) G gratban minden u, v nemszomszédos cstucsparra teljesiil, hogy d(u) + d(v) > n, akkor a
grafban létezik Hamilton-kor.

Hizlalasi lemma.

Ha egy n-cstcst G grafban az u és v csucsokra d(u) + d(v) > n teljesiil, akkor a G grafnak pontosan akkor van
Hamilton-koére, ha a G 4 wv grafnak van Hamilton-kore.

. Ha lehet, rajzoljuk le az alabbi &dbrat egy vonallal, a ceruza felemelése nélkiil.
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Egy G egyszerid graf csucsait az 1,2,...,100 szdmok jelolik. Az i és j csticsok ko6zott pontosan akkor vezet él, ha
|i — j| < 2. Van-e G-ben Euler-korséta, Euler-séta, Hamilton-kor, illetve Hamilton-ut?

Egy graf csucsai egy 6-elemi halmaz 3-elemi részhalmazai; két kiilonboz6 csticsot akkor kotiink Ossze, ha a megfelels
halmazoknak legfeljebb 1 kozos eleme van. Van-e Euler-korséta a grafban?

Egy 8-cstcsi egyszerd grafban nincs izolalt pont és minden cstcs foka paros. Mutassuk meg, hogy a grafhoz hozzavehets
egy él ugy, hogy a graf egyszerd maradjon és legyen Euler-sétaja.

Az r € {1,2,...,9} értékek koziil melyekre igaz, hogy minden 10-cstcst, r-reguléris, egyszerd grafban van Euler-
korséta?
A @ graf tartalmaz olyan zart élsorozatot, amely G minden élét paratlan sokszor tartalmazza. Igaz-e mindig, hogy

ekkor G tartalmaz Euler-korsétat is?

Egy 59-cstcsu egyszerd grafban barmely két csics fokszdmosszege 60-nal nagyobb paros szdm. Igaz-e, hogy a grafban
biztosan van Euler-korséta?
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(a) 4 x 4-es, (b) 3 x 5-0s, (c) 3 x 6-0s
sakktabla egy huszarral tigy, hogy minden mez&t pontosan egyszer érintiink?

A G egyszerd graf csucshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,10}. Az z,y € V(G) cstcsok pontosan akkor legyenek
szomszédosak G-ben, ha |x — y| = 2 vagy |z —y| = 3.

(a) Van-e G-ben Hamilton-ut?
(b) Van-e G-ben Hamilton-kor?

Igazoljuk, hogy ha egy egyszert G grafnak 20 csiicsa van és barmely fokszama legalabb 12, akkor G-nek van két olyan
Hamilton-kore, melyeknek nincs kozos éle.

A 101-csucsu, egyszerti G graf egyik csucsanak a fokszama 50, az Osszes tobbi csucsdnak a fokszama pedig legalabb
51. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van Hamilton-kor.

A G egyszeri grafnak 2k + 1 cstcsa van és minden csicsanak legalabb k a foka. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van
Hamilton-ut.

A G graf cstucsai vy, vo, ..., Uy A vy, Ve, ..., v,—1 csucsokrdl tudjuk, hogy mindegyiknek a foka legalabb n/2. (Sajnos
a vy, cstucsrol ezt nem tudjuk.) Bizonyitsuk be, hogy van egy at G-ben a vq, v, ..., v,-1 cstcsokon.

A G graf egy 101-csticsu ,csillag” — vagyis az egyik csticsa szomszédos az Gsszes tobbivel, de a grafnak ezen kiviil t6bb
éle nincs. (Igy tehat G-nek egy 100 foku és szaz 1 foku csticsa van.) Minimalisan hany élet kell hozzavenni G-hez,
hogy a kapott grafban legyen Hamilton-kor?

Egy 51-cstucsu Osszefiiggs egyszerd grafban egy csucs foka 30, a tobbié 19.

(a) Bizonyitsuk be, hogy a graf komplementerében van Hamilton-kor.

(b) Bizonyitsuk be, hogy az eredeti grafthoz hozzé lehet venni 25 élet ugy, hogy a kapott graf is egyszertd legyen, és
legyen Euler-korsétéaja.

Az n > 3 csucsu K, teljes grafbol toroltiik egy feszitGfajanak éleit, majd a feszitdfa élei koziil visszaraktunk kettst.
Mutassuk meg, hogy az igy nyert G graf tartalmaz Hamilton-kort.

Egy tarsasagban barmely két embernek legalabb két kozos ismerGse van, tovabbé, ha barmely két ember nem ismeri
egymést, akkor a tarsasadg barmely harmadik tagjat legaldbb az egyikiik ismeri. Bizonyitsuk be, hogy le tudnak iilni
egy (megfelel6 méretii) kerek asztal koré vagy gy, hogy mindenki két ismerése kozott tiljon.

Kritikus a helyzet: Abszurdisztan févarosat, Mutyipusztit savkopd menyétek invéazioja fenyegeti. Az alabbi dbran
lathato a févaros térképe: az egyes utak mellett all6 szamok az adott utvonal hosszat jelolik. A veszélyt — mint
mindig — most is az iigyeletes szuperhés, Orarugogerincti Felpattano haritja el. Mesteri tervének végrehajtasa mellett
(miszerint helikopterrdl lugot permetezve semlegesiti a betolakodokat) még ebben a vélségos pillanatban is a kozvagyon
megovasa a legfébb célja. Ezért amellett, hogy minden utcat végigpermetez és visszatér a szabadon vélasztott kiindulasi
pontra, szeretné egyuttal minimalizalni a lerepiilt 6ssztavot is. Segitsiink Orarugogerinctinek abban, hogyan valasszon
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A bolesiben nyuszis-cicds domindkkal jatszanak a gyerekek: a 24-darabos domindkészlet kovei 4-féle nyuszibol és 6-féle
cicabdl alkothato parok. Lehet-e az 6sszes dominobdl olyan kort alkotni, ahol az egymast kdvets koveken az egymas
mellett all6 képek megegyeznek?

Egy ajtot kell agy kinyitnunk, hogy egy 10-gombos billentytizeten egy altalunk ismeretlen, titkos, 3-jegyd szamkod
jegyeit kell begépelniink. Az el6zbleg lenyomott szamok a nyitast nem befolyasoljak. Mennyi az a legkisebb 6sszeg,
amennyiért az ajté bizonyosan kinyithaté, barmi is legyen a titkos kéd, ha minden egyes gombnyomés 1 petdkba keriil?



