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Euler-formula.
Ha egy k£ komponenst sikgrafnak n csiicsa, e éle és t tartomanya van, akkor n —e+t =k + 1.
Specialisan, ha egy 6sszefiiggs sikgrafnak n csticsa, e éle és t tartoménya van, akkor teljesiil r&, hogy
n—e-+t=2.

Allitas.
Ha a G egyszerd sikgrafnak legalabb 3 csiicsa van, akkor az elébbi jel6lésekkel e < 3n — 6; illetve ha
ezen graf nem tartalmaz haromszoget, akkor e < 2n — 4.

Kuratowski-tétel.

Egy graf akkor és csak akkor sikbarajzolhato, ha nem tartalmaz olyan részgrafot, amely topologikusan
izomorf K3 3-mal vagy Kjs-tel.

1. Hany cstcsa van annak az Osszefiiggs sikgrafnak, amit (a kiils§ tartomanyt is beleértve) harom
héromszog-, harom négyszog- és egy 6tszoglap hatérol?

2. Legteljebb hany tartomanya lehet egy 20-csiicsi, sikbarajzolt G grafnak, ha G minden tartoményat
legalabb 5 él hatarolja?

3. Sikbarajzolhatok-e a Ko, K42, Ku3, K5 —e, K33 — €, C7 grafok, illetve az alabbi grafok?

4. Tegyiik fel, hogy a G egyszerti graf harom olyan feszit6fat tartalmaz, amiknek nincs kézos éle. Bizo-
nyitsuk be, hogy ekkor G tartalmaz topologikus K;5-6t vagy topologikus K3 s-at.

5. Egy gratban minden pont foka legfeljebb 3, és minden kore legfeljebb 5 hosszi. Mutassuk meg, hogy
a graf stkgraf.

6. Egy 20-csicsu, 18-éld grafnak két komponense van. Mutassuk meg, hogy a graf sitkbarajzolhato.

7. Legyen G egyszeri, Osszefiiggs, sikbarajzolhato graf. Mutassuk meg, hogy ha G-bdl tordljiik két
éldiszjunkt feszitGfajanak éleit, akkor a kapott graf biztosan nem lesz Gsszefiiggd.

8. Maximalisan hany élet lehet hozzavenni az alabbi grafhoz tgy, hogy egyszert, sikbarajzolhaté grafot
kapjunk? (Egy él hozzavétele azt jelenti, hogy két meglévs csics kozé huzunk be 1j élet, a grathoz
tovabbi cstcsokat hozzévenni tehat nem szabad.)
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Mutassuk meg, hogy ha |V (G)| > 11, akkor G és G egyike biztosan nem sikgraf.
Bizonyitsuk be, hogy minden egyszeri sikgratban

(a) a minimé4lis fokszam legfeljebb 5;

(b) ha a minimalis fokszam 5, akkor legalabb 12 6todfoka cstcs van.

Keészitsiik el az alabbi graf (ezen lerajzolasédhoz tartozo) dualisat.

Van-e olyan egyszert, 0sszefiiggs sikgraf, aminek feleannyi csticsa van, mint a dudlisanak?

Mutassuk meg, hogy ha a Ky grafot lerajzoljuk a sikra tigy, hogy harom él nem metszheti egymaést
kozos pontban, akkor legalabb 10 élkeresztezddés keletkezik.

Mutassuk meg, hogy ha a K55 grafot lerajzoljuk a sikra gy, hogy harom él nem metszheti egymast
kozos pontban, akkor legalabb 9 élkeresztez6dés keletkezik.

Legyen G egy n > 3 cstcst, egyszer(, stkbarajzolhato graf. Mutassuk meg, hogy

(a) a G graf egyuttal toruszra is rajzolhato;
(b) a G grafba tetszéleges 1j e élt behtuzva a kapott G + e graf toruszra rajzolhato;

(¢) ha G-nek (3n — 6)-nal kevesebb éle van, akkor behuzhaté G-be egy 1j él tigy, hogy tovabbra is
egyszert, sikbarajzolhato grafot kapjunk;

(d) a G grafnak van legfeljebb harmadfoku cstcsa vagy G tetszéleges sikbarajzolasanak van harom-
szoglapja.

Igazoljuk, hogy ha G olyan Osszefiiggd, sikbarajzolt graf, amelyben minden fokszdm péros, akkor G
tartoményai kiszinezhet6k sakktablaszertien két szinnel gy, hogy az élben szomszédos tartomanyok
szine egymastol kiilonb6z6 legyen.



