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Altér.
A ) #V C R"™ részhalmazt az R™ egy alterének nevezziik, ha V zart az 6sszeadasra és a skalarral vald szorzésra nézve.
Linearis kombinacié.
Legyen vq,...,v, € R" és A,..., Ak € R. A Muy + ... + Ay, vektort a vy, ...,v, vektorok Aq,..., A\, skaldrokkal
vett linedris kombinaci6janak nevezziik.

Generalt altér.
Legyen vy,...,u, € R". A
Wy, 0) = {/\1y1+...+)\kgk Aly ooy A GR}

halmazt a vy, ...,v, vektorok &ltal generalt altérnek nevezziik.

Linearis fiiggetlenség.

A vy, 0,,...,v, € R" vektorrendszerrél azt mondjuk, hogy linearisan fiiggetlen, ha
MU+ Y, =0 <= A =...= X =0;

ellenkezs esetben linearisan Gsszefiiggd vektorrendszerrdl beszéliink.

Az Gjonnan érkezd vektor lemmaja.
Ha az i17i2’ e ,ik rendszer linearisan fiiggetlen, de az ipig’ e ,ik,ik_H rendszer linearisan Osszefiiggd, akkor
ik+1 € <L,i2, .. ,L@) (vagyis Lc+1 kifejezhet6 az f ., f,,.... f, linedris kombinaciojaként).

Kicserélési lemma.
Legyen V < R™ altér, F C V linearisan fliggetlen rendszer, G pedig V egy generatorrendszere. Ekkor tetszéleges
[ € F esetén létezik g € G, amelyre F'\ {f} U {g} is linearisan fiiggetlen.

F-G egyenlégtlenség.
Legyen V' < R™ altér, {f ,..., f,} C V linedrisan fiiggetlen rendszer, {g ,...,g, } pedig V egy generédtorrendszere.
Ekkor £ < m.

Allitas.
Legyen M € R™** egy matrix és legyen M’ egy olyan matrix, amely M-bdl elemi sorekvivalens atalakitésokkal kaphato,
tovabba legyen S, illetve S’ az M, illetve az M’ sorvektorainak halamaza. Ekkor (S) = (S’).

Allitas.
Legyen M € R™*¥ egy matrix és legyen M’ egy olyan matrix, amely M-bdl elemi sorekvivalens atalakitésokkal kaphato,
tovabba legyen O = {o;,...,0;}, illetve O' = {0, ...,0)} az M, illetve az M’ oszlopvektorainak halamaza. Ekkor
O-n és O’-n ugyanazon lineéris Osszefiiggések teljesiilnek, azaz tetszéleges A1, ..., Mg, fi1,. .., (g €setén Zle Aio; =
Zle w;0; akkor és csak akkor teljesiil, ha Zle Ao} = Zle i 0%

1. Legyen
1 0 0 1 1
U = 2 v = ! w = 0 a = 1 és b= !
= 0]~ 2 |’ 1 |~ 0 = 1
0 0 2 4 4

(a) Kifejezhetd-e az u, v és w vektorokbol az a vektor?
(b) Kifejezhets-e az u, v és w vektorokbol az b vektor?

(¢) Linedarisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorrendszerek?
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(d) Hatarozzuk meg az alabbi vektorrendszerek altal generalt alteret.

(i) w,v,w,a (i) w,v,w,b
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(i) w,v,w (i) w,v,w,a (i) w,v,w,b

. A p valos paraméter milyen értékeire linearisan fiiggetlenek-e az alabbi, R%-beli vektorok?

1 1 -2
|2 | - | -
u=1 5 | v= o | w = 1
p 8 D

. Legyen a, b, c linearisan fiiggetlen vektorrendszer egy tetsz6leges vektortérben. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

az a — b, a — ¢, b+ ¢ vektorrendszer is linedrisan fliggetlen.

. Az a,b, c € R" vektorok linearisan fiiggetlenek. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a 3a — b, 2a + ¢ és 4b — 3¢ vektorok

is mindig linedrisan fiiggetlenek?

. Dontsiik el, hogy az R* vektortérben alteret alkotnak-e az alabbi részhalmazok.

€1 €1
€2 €2
= b =1
(a) T3 I3 0 ( ) T3 X9
x4 T4

. Alteret alkotnak-e R*-ben azok a vektorok, melyek koordinatai (feliilrsl lefel¢)

(a) szamtani sorozatot alkotnak; (b) meértani sorozatot alkotnak?

Nevezziink egy R°-beli vektort Fibonacci-tipustinak, ha a (feliilr6l szdmitva) harmadiktél kezdve mindegyik
eleme a folotte allo két elem dsszege. Igy példaul az alabbi vektor Fibonacci-tipust. Igaz-e, hogy a Fibonacci-
tipust vektorok alteret alkotnak R®-ben?
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. Tegyiik fel, hogy az uy, us, ..., u,, vektorok kézétt pontosan egy olyan van, ami kifejezhets a tobbi linedris

kombinaciojaként. Mutassuk meg, hogy ekkor ez a vektor csakis a nullvektor lehet.

. Az R™-beli v;,v,,...,v;, vektorokrdl tudjuk, hogy az dsszegiik a nullvektor. Bizonyitsuk be, hogy

<Ql,ﬂg, s 7Qk—1> = <QQ>Q3a s 7Qk>'
Legyen
1 3 1 1
a = 2 ) b: 1 ) c= -2 9 v = _2p
3 . 36 1+p

Hogyan vélasszuk a valds p paramétert annak érdekében, hogy a v vektor el§alljon v = aa + Bb+ yc alakban,
és |a| + |8| + || a lehets legkisebb legyen?

Legyen G = {gl,...,gk} a V < R™ altér egy generatorrendszere és tegyiik fel, hogy a G vektorainak
mindegyikéhez tartozik egy nemnegativ koltség. Javasoljunk hatékony algoritmust, aminek a segitségével
meghatéarozhat6 a V altér egy olyan G’ C G generatorrendszere, amelyre a G'-beli vektorok osszkoltsége a
lehetd legkisebb.

Legyenek G és G2 a V' < R”™ altér generdtorrendszerei. Bizonyitsuk be, hogy barmely 9, € GG vektorhoz
létezik olyan g, € Go vektor, amelyre G1\{g, }U{g, }, illetve G2\{g,}U{g, } egyarant a V' generétorrendszerei.



