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Bevezetés

Ez a jegyzet az ,A klasszikus mechanika matematikai médszerei” (targykéd:
BMETE93MM12) térgyhoz késziilt, és a newtoni mechanika két dtfogalmazdsat
(és altaldnositdsdt), a Lagrange- és a Hamilton-mechanikdt mutatja be a differ-
encidlgeometria fogalmaira épitve. Az anyag Osszedllitdsahoz nagy segitségét
nyujtottak az alabbi konyvek, amelyek egyben ajanlott olvasmanyok is:

[1] T. Matolesi, ‘Spacetime Without Reference Frames’, Akadémiai Kiadd, Bu-
dapest (1993)

[2] V. 1. Arnold, ‘A mechanika matematikai médszerei’, Miiszaki Konyvkiado,
Budapest (1985)

[3] R. Abraham, J. E. Marsden, ‘Foundations of Mechanics’, Addison-Wesley
Publishing Company, Inc.

Az (1] rész elészor a térido fogalméat és a Newton-egyenlet koordinatamentes
alakjat targyalja [I] eleje alapjin, azt kissé leegyszertisitva. Ezt a Hamilton-féle
variacios elv, illetve a varidciészamitds alapjainak bemutatasa koveti. Belatjuk,
hogy a hatés stacionarius pontjai éppen az Euler-Lagrange-egyenletek megolda-
sai, illetve egy megfelel6en valasztott Lagrange-fliggvény mellett ezek a Newton-
egyenlettel egyeznek meg. A sokasdgokra val6 altaldnositdshoz jé6 motivaciot
ad a Lagrange-fiiggvény koordinatatranszformacié alatti viselkedése, illetve —
[2, 17. szakasz] mintdjara — a holonom kényszer mint idealizélt ,visszatéritd
er6”. Ezzel kapcsolatban bebizonyitjuk az ott csak kimondott tételt, miszerint
ha a visszatérité erétér végtelenhez tart, akkor a mozgds tart egy olyan fiig-
gvényhez, amit a kényszerfeliiletre megszoritott Lagrange-fliggvényhez tartozo
Euler-Lagrange-egyenlet megolddsa (kinetikus minusz potencidlis energia tipusi
Lagrange-fliggvény esetén).

A R|rész tartalmazza a Lagrange-mechanika sokasdgokra valé altaldnositasat
és a Legendre-transzformdaciot. A B]rész a Hamilton-rendszereket térgyalja szim-
plektikus sokasdgokon, kiilénos tekintettel a szimmetridk és megmaradé men-
nyiségek szerepére a megolddsok vizsgalataban. Ezek a részek f6ként [3] 3. és 4.
fejezeteibol valogatnak, de az eltér6 sorrend miatt helyenként az allitdsok méas
bizonyitassal szerepelnek.

A szokédsos analizis és linedris algebra targyakon tdlmutatd, de az anyag
elsajatitasahoz sziikséges ismereteket az és |C| részek foglaljak ossze (bi-
zonyitésok nélkiil). Ezen beliil [B]és[C|esetében féként [3] elsé részére tdmaszkod-
tam, kivéve a konnexidkrél szolé szakaszt.

Vrana Péter



1. fejezet

Newtoni mechanika

1.1. Térido, Galilei-transzformaciok

A klasszikus mechanika alapvetd fogalma a téridé. Amikor egy ,,eseményhez”
hozzarendeljiik a térid6 egy pontjat, azt a hétkdznapi nyelven tgy fejezziik ki,
hogy az esemény ,,akkor” és ,ott” torténik. Ahhoz, hogy a téridé fogalmédhoz
kielégité6 matematikai modellt taldljunk, figyelembe kell venni néhany kisérleti

ténytT}

1. Két eseményrdl egyértelmiien eldonthetd, hogy egyidejliek-e vagy sem, il-
letve melyik tortént el6bb. Ha az A esemény B el6tt tortént, B pedig C
elott, akkor A is C el6tt tortént.

2. Pontosabban: értelmes arrél beszélni, hogy az A esemény mennyivel tortént
a B esemény elott. Az események kozott eltelt idéket Osszeadhatjuk, és
valos szamokkal szorozhatjuk.

3. Egy adott eseménnyel egyidejii események Osszességén értelmezhetd a re-
lativ helyzet, ezeket Gsszeadhatjuk, valés szdmokkal szorozhatjuk. A re-
lativ helyzetek harom dimenzids vektorteret alkotnak.

4. Egyidejli eseményparoknak értelmezhet6 tavolsiga.

5. Ertelmezhetd az egyenes vonald egyenletes mozgds fogalma. Két ilyen
mozgast végzo test relativ helyzete egyenletesen valtozik.

6. Két nem egyidejii eseményhez pontosan egy egyenes vonali egyenletes
mozgas tartozik, amely mindkettén athalad.

Vegyiik észre, hogy a fenti felsorolasban mar tettiink bizonyos 1épéseket az ab-
sztrakcid felé: szigoriian véve mindet fel lehetne bontani még elemibb tapaszta-
latokra, vagy éppen nem is jogos tapasztalatnak tekinteni. Az utébbira példa az
eltelt id6 valds szammal szorzésanak lehetésége, amit a leggondosabb kisérlet
sem lehet képes alatdamasztani.

Ezen tapasztalatok indokoljak a kdvetkez6 definiciét:

L A pontosabb mérések azt mutatjik, hogy ezek a ,kisérleti tények” valéjaban csak kozelité-
leg teljesiilnek. Az egyidejliség fogalma nem létezik (ennek felismerése vezetett a speciélis rel-
ativitdselmélethez), illetve a téridd két pontja kozott 1étezhet tobb idészerti geodetikus, azaz
olyan vildgvonal, amelyen magdra hagyott test halad (az altaldnos relativitdselméletben).
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1.1.1. Definicié. (M,I,t,D, (-, )) nemrelativisztikus téridé-modell (réviden
térid6), ha M affin tér az M négydimenziés valés vektortér felett, I affin tér
az I egydimenziés irdanyitott valds vektortér felett, t : M — I affin leképezés
a t: M — I szirjektiv leképezés felett, D egydimenzids iranyitott valés vek-
tortér, és E := kert jeloléssel (-,-) : E x E — D ® D pozitiv definit bilinedris
leképezés.

Itt D és I szerepe az, hogy a tavolsagok és id6tartamok ezen vektorterek el-
emei. Az egyszeriiség kedvéért rogzithettiik volna mindkett6t egyszeriien R-nek,
de a kiilénb6z6 vektorterek hasznalata azt hangsilyozza, hogy nincsen értelme
Osszeadni egy tavolsigot egy idGtartammal.

A kovetkezékben azt mutatjuk meg, hogy lényegében egyetlen térid6 1étezik.
Az allitds pontos kimondasahoz elészor definidljuk két téridé kozott az izomor-
fizmusokat.

1.1.2. Definicio. Legyen (Ml, Il,tl, Dl, <'7 >1) és (1\/.[27 IQ, tz, DQ, <', >2) két
téridé. Egy G : M1 — Moy leképezés izomorfizmus, ha affin bijekcid, és 1étezik
egy d : D1 — Do iranyitastarté linedris és egy ¢ : I1 — I irdnyitastarté affin
bijekcid, amelyekre a kovetkezdk teljestilnek:

1. co tl = tg (e} G
2. Ha u,v € Ey, akkor d ® d({u,v)1) = (G(u), G(v))2.

A definici6 alapjan lathato, hogy egy izomorfizmus inverze és izomorfizmusok
kompozicidja is izomorfizmus.
A szdmolasokat megkonnyiti, ha egy konkrét téridé modellel dolgozunk:

1.1.3. Definicié. A standard téridé alatt az (R* R, t, R, (-,-)) 6tost értjiik, ahol
t(7,x,y, z) = 7, ennek megfeleléen E azonosithat6 az R3 térrel, és

(@191, 21), (T2, Y2, 22)) = T122 + Y192 + 2120, (1.1)
1.1.4. Allitas. Bdrmely két téridé izomorf (azaz létezik kozottik izomorfizmus).

Bizonyitds. Elég azt megmutatni, hogy tetszbleges térid6 izomorf a standard
téridével. Legyen a térid6 (M, I, t, D, (-,-)) és vdlasszunk m € D és s € I szig-
ortian pozitiv elemeket, egy o € M pontot és egy w € t~1(s) vektort. Valasszunk
tovabb4 olyan eq, es, e3 € E vektorokat, amelyekre (e;, e;) = d;;m @ m teljesiil,
ahol § a Kronecker-delta. Ekkor képezhetjiik a kovetkezd leképezéseket:

G:R*>M G(7,2,y,2) = 0o+ Tw + xe; + yes + zes (1.2)
c:R—1 c(r) =t(o) +7s (1.3)
d:R—=D d(X) = Im (1.4)

Ezekre a definiciéban megkovetelt tulajdonsagok teljestilnek, tehat G valéban
izomorfizmus. O

Ha egy tetszOleges térid6 és a standard téridé kozott rogzitiink egy konkrét
izomorfizmust, az fizikailag a kovetkezoket jelenti:

1. vélasztunk egy tévolsdg- és egy idSegységet (mértékegység), a tdvolsdgokat
és idotartamokat ezek tobbszoroseiként fejeziink ki
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2. vélasztunk egy origdt, azaz a térid6 egy kitiintetett pontjat

3. az origdval egyidejli események terében valasztunk harom paronként egymas-
ra merdleges irdnyt (a koordindtatengelyek pozitiv felét)

4. valasztunk egy sebességet: az ilyen sebességii pontok (x, y, z) koordindtaja
id6ben &allando.

Egy tomegpont mozgasat tgy tudjuk jellemezni, hogy megadjuk a téridé
azon pontjait, ahol (és amikor) a test jelen van. Ezen pontok k6zott nem lehetnek
egyidejliek, tehat azt is megtehetjiik, hogy I egy részhalmazan megadunk egy
leképezést az M térbe, ami a t leképezéssel komponadlva a részhalmaz identitasat
adja. Az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy ez a részhalmaz az egész 1.

A pont mozgéasa tehat azonosithatdé egy x : I — M leképezéssel, amire
t ox = idy. Azt is feltessziik, hogy x kétszer folytonosan differencidlhato. x
képét a tomegpont vildgvonaldnak nevezziik.

1.1.5. Példa. x pontosan akkor ir le egyenes vonali egyenletes mozgést, ha
affin leképezés.

Ha x : I — M viladgvonal, akkor jeldlje & : I — M ® I'* a derivaltfiggvényét.
A tox =1ids egyenléség mindkét oldalat derivilva addédik, hogy 7 € I esetén
(1) € (t®idy+)~1(id;) =: V(M). Az utébbi halmaz elemei a sebességek.

Vegyiik észre, hogy a sebességek terén nincsen bels6 szorzat, igy a sebesség
nagysaga vagy két sebesség altal bezart szog nem értelmes. Viszont két sebesség
kiillonbsége E ® I* eleme, igy ezeknek létezik egy (D ®@ D ® I* @ I'* értékii) belsd
szorzata. Hasonl6an 1étezik a médsodik derivéltak (azaz a gyorsuldsok) terén is
belsO szorzat, ez a tér azonosithaté az £ ® I* ® I* térrel.

Specidlisan a standard téridén egyszeriibb objektumokkal is dolgozhatunk.
Nem nehéz latni, hogy ezen a vildgvonalak és az R — R? kétszer folytonosan
differencialhaté fiiggvények kozott bijekciét lehet megadni. Ha & : R — R?
ilyen, akkor z(7) := (1,£(7)) € R* vildgvonal (az R* = R @ R? felbontds szerinti
blokk-vektor alakban). V(R*) ezek derivaltjaibdl 4ll, tehat R* azon elemeibél,
amelyek elsé koordindtaja 1, a pillanatnyi sebesség masik harom koordinataja
pedig ¢ derivaltja.

A térido strukturaja kitiinteti M affin transzformaciéinak egy csoportjat, a
Galilei-csoportot. Ezt a tér- és idObeli eltolasok, a tér forgatdsai és a ,Galilei-
boost” leképezések generdljak. Az utébbira tigy gondolhatunk, hogy egy adott
eseménnyel egyidejli pontokat fixen hagyunk, de a sebességeket egy adott kon-
stanssal megvaltoztatjuk.

1.1.6. Definicié. Ha M térids, akkor G(M) jelolje azong: M — M (¢ : M —
M felett) affin bijekcidk halmazat, amelyre a kévetkez6k teljesiilnek:

1. tog=1t
2. g|p irdnyitastart6 izometria.
G(M) az M Galilei-csoportja.

A definiciéban a g|g leképezésre kir6tt kovetelmény értelmes, mivel tog = ¢
alapjan g(F) = E.

A G(M) csoportra tgy is gondolhatunk, mint absztrakt Lie-csoport, amely
kitiintetett médon hat affin bijekciokkal az M téren. Ha g € G(M), akkor 1étezik
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egy egyértelmi f : I — I affin bijekcid, amire tog = fot. a g +— f hozzdrendelés
csoport-homomorfizmus.

Ennek segitségével megadhatjuk G(M) egy hatdsit a vildgvonalakon is,
ha az x vildgvonalhoz a g -z :=goxof~! viligvonalat rendeljiik. A Galilei-
csoport jelentdségét az adja, hogy ha x1,...,x, olyan vildgvonalak Gsszessége,
amik &ltal leirt mozgéasok egylittes bekovetkezését a fizika torvényei lehet6vé
teszik, akkor ez a g - x1,...,8 - T, vildgvonalakra is igaz. Ez a Galilei-féle rela-
tivitdsi elv.

1.1.7. Allitds. Ha G : M; — M, izomorfizmus, g € G(M;), akkor G o g o
G~! € G(My). Az igy kapott G(M;) — G(Ms) leképezés csoport-izomorfizmus.

Bizonyitds. A g — GogoG™! leképezés invertalhaté és kompoziciét kompozi-
cidba visz, tehat elég az els6 allitast belatni.

s sz

tulajdonsagu leképezések. Ekkor cot; = ty 0 G miatt coty; =ty 0 G is igaz, igy
ha g € G(M,), akkor t; o g = t; alapjdn

t2O(GOgOGil):COt10gOG71

=cotjoG7!

L (1.5)
=coc "oty
= ta.

G(F1) = E> miatt Gogo G~
irdnyitastartd, G ogo G~

-1, .
1’E2 = Glg, o glg, o Glg,, igy mivel G|g

1 |E2 is az. Masrészt ha u,v € Fy, akkor

(GogoG Hu,(GogoG )y =d®d(g(G~ u),g(G~ v))1)
=d®d(G u, G o)) (1.6)

= (u,v)1,

tehdt Gogo G~ izometria. O

1|E2

Az viszont nem igaz, hogy minden M — M izomorfizmus G(M) eleme. Ez
pontosan akkor teljesiil, ha ¢ = id; és d = idg.

Az [I.14] és az [T.1.7] allitdsok alapjan elegends a standard téridé Galilei-
csoportjat meghatdrozni.

1.1.8. Allitas. g : R* — R* pontosan akkor automorfizmusa a standard téridének,
ha létezik olyan A : R* — R* linedris leképezés és b € R* wvektor, amire
g(r) = Az + b, és A blokk-mdtriz alakja az R* = R ® R? felbontdsban

A= E g] , (1.7)

ahol O € SO(3,R).

Bizonyitds. Ha g automorfizmus, akkor affin leképezés, tehit létezik A : R* —
R* linearis leképezés és b € R*, amivel g(x) = Az + b. Irjuk az elébbit blokk-

matrix alakba " A
A= 12] : 1.8
[A21 Az (18)
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médon az R* = R @ R3 felbontés szerint. t matrixa [1 0 0 0]7 ijgyatog=t
feltétel azt jelenti, hogy

1o

—

[ o].[ﬁ; Zj:[A“ Al (1.9)

tehdt Ay = 1 és Ajp = 0. Masrészt g|, matrixa Ago, tehat ennek valéban
SO(3,R) egy elemének kell lennie.

A gondolatmenetbdl az is 1atszik, hogy az Gsszes ilyen alaki A tetszéleges b
mellett automorfizmust ad meg. O

1.2. Pontrendszerre vonatkoz6 Newton-egyenlet

Az el6z6 szakaszban a téridével és a mozgasok kinematikai leiraséval foglalkoz-
tunk. Most ratériink annak vizsgalatédra, hogy milyenek a ténylegesen megvalo-
sulé mozgasok. Ehhez t6bb téomegpont vilagvonalat kell egylittesen vizsgalnunk.
Az elsé gondolatunk az lehet, hogy ezt egy = : I — M™" leképezéssel célszerii
azonositani, de nem ez a legtermészetesebb valasztas, hiszen a kiilénb6z6 pon-
tok vildgvonalait ugyanazzal a kozos idovel paraméterezziik. Példaul a standard
térid6 hasznélata mellett ez gy jelentkezne, hogy z(t) koordinatai koziil n darab
egyenld lenne t-vel. Ehelyett elegend6 a téridék szorzatanak egy affin alterét tek-
inteni:

1.2.1. Definicié. Legyen (M, I, t, D, (-,-)) térid6. Ekkor n pont egyiittes téride-
je az
M(n) := {(m1,...,my)|[t(m1) =--- =t(my)} (1.10)
tér. Erre kiterjeszthet6 a t leképezés t(my, ..., m,) := t(m1) médon.
Egy z : I — M(n) leképezés n pont egyiittes vildguonala, ha kétszer folytonosan
differencidlhaté és t o x = idj.

Vegyiik észre, hogy a G(M) csoport hat M(n)-en is g - (mq,...,my) =
(g(my),...,g(my)) médon, és az egylittes vildgvonalakon is a vildgvonalakhoz
hasonléan.

Egy egyiittes vildgvonal derivédltja olyan n-es, amelynek minden eleme V(M)
eleme, tehdt @ : I — V(M)™.

A mozgasok dinamikai vizsgilatanak kiindulépontja a Newton-egyenlet. Ez
azt a kisérleti tényt rogziti, hogy egy pontrendszer mozgasa masodrendii ex-
plicit differencidlegyenletet elégit ki, azaz a gyorsuldsok kifejezhetoek a helyek
és sebességek, valamint az id¢ fliggvényében. Pontosabban: az egyes testekre
haté er6 fiigg ezektél, mig az eré és egy az adott testre jellemz6 allandé, a
tomeg hanyadosa a gyorsulds. A tovabbiakban F egy egydimenzids iranyitott
vektorteret jelol (R felett). Az I és a D terekhez hasonléan ennek is mindossze
annyi a szerepe, hogy hangsilyozza azt a tényt, hogy tavolsagokat vagy idotar-
tamokat nem lehet erdkkel 6sszehasonlitani.

1.2.2. Definicié. Egy f : M(n) x (V(M)") — (E ® D* ® F')"™ folytonos fiig-
gvényt erdtorvénynek nevezink.

Legyenek adottak azmq,...,m, € F ® D* ® I ® I pozitiv elemek. Azt mond-
juk, hogy az = = (x1,...,x,) egyiittes vildgvonal kielégiti a Newton-egyenletet
az maq, ..., my, tomegekkel, ha minden 7 € I esetén

f(.l?(T),ﬂ?(T)) = (mljlw")mnin) (111)
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A tovabbiakban a téridén mindig valasztunk egy koordinatarendszert, azaz
régzitiink egy M — R?* izomorfizmust a standard téridével. Ez indukal egy ko-
ordindtavalasztast M(n)-en és a V(M) téren is. Egy vildgvonal ugyanis ilyenkor
megadhaté egy € : R — R3", £(7) = (&1(7), ..., &0 (7)) leképezéssel, ahol &;(7) €
R3. Ekkor £ € V(M)" = R3" irhat6, és hasonléan & € R3. Ha emellett az F = R
véalasztéssal is éliink, akkor m; € R és f: R x R3" x R3" — R3", és a Newton-
egyenlet egy 3n valtozos kozonséges differencidl-egyenlet lesz a &; fiiggvények
komponenseire nézve:

fl(Tv 51(7—)7 cee 7577,(7'),51(’7'), s 7571(7—)) = mlél(T)
(1.12)

fn(T? 61(7)’ s 7§n(7—)’€1(7—)a s 7571(7—)) = mngn(T)

Ha az er6torvény tetszoleges lehetne, akkor a klasszikus mechanika nem
nagyon kiilonbozne a kozonséges differencidlegyenletek elméletétsl. A tapasz-
talat azonban azt mutatja, hogy a ténylegesen el6fordulé erétorvények alakja
nagyon specialis. Az egyik alapveté feltétel, aminek eleget tesznek, az a mar
emlitett Galilei-féle relativitasi elv, ami koordinatas alakban tgy fejezheté ki,
hogy az f; fiiggvények értéke

1. nem valtozik, ha az els6é argumentumot megvaltoztatjuk

2. nem valtozik, ha a kovetkezé n (vektor-)argumentumhoz ugyanazt a b
vektort adjuk

3. nem valtozik, ha az utols6 n (vektor-)argumentumhoz ugyanazt a v vektort
adjuk

4. az O transzformacié szerint valtozik, ha minden vektorargumentumot ugyanezzel

az O € SO(3) elemmel transzformaljuk.

Fontos azonban megjegyezni, hogy a gyakorlatban mégis érdemes olyan erétorvényekkel

foglalkozni, amelyekre ezek a szimmetridk nem, vagy csak részben teljesiilnek.
Ennek oka, hogy ilyen egyenletrendszerekhez juthatunk valédi fizikai rendsz-
erek limeszeként. Egy egyszerii példa a foldfelszin egy pontjanak kézelében 1évo
(kisméretil) test mozgdsa, a szabadesés, aminek sordn a Fold elmozduldsa el-
hanyagolhatd, de ha azt a leirasbdl eltavolitjuk, akkor a testre dllandé lefelé mu-
tat6 erd hat, ami nyilvanvaléan nem forgasszimmetrikus. Ugy is fogalmazhatunk,
hogy a Galilei-féle relativitasi elv zart rendszerekre vonatkozik, de a gyakorlat-
ban fontosak az olyan rendszerek is, amelyek még kozelitéleg sem zartak.

Egy erétorvényt konzervativnak neveziink, ha létezik olyan U : R3" —
R folytonosan differencidlhaté fiiggvény, amivel f(7,z1,...,Zn,&1,...,5n) =
—gradU(zy,...,z,). Az ilyen tulajdonsdgi erétorvények azért érdekesek, mert
a hozzajuk tartozé Newton-egyenlet megoldasainak allandé az energidja:

1.2.3. Allitas. Legyen f : RxR3" xR3" — R3" konzervativ erétérvény, € : R —

R3™ a megfeleld Newton-egyenlet megolddsa mq, ..., m, tomegekkel. Tekintsiik
az
1 n
E(x1,... &, d1,. .. dn) = §Zmia}? +U(21,...,2,) (1.13)

i=1

figguényt. Ekkor E o & konstans.
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Bizonyitds.
%E (&) =D _mi&(r)éi(r) + Y _(grad,, U)(E(r)&i(r)
o = (1.14)
= Z (mili(r) = fulr,(7),€(7))) &(7) =
O

Az ehhez hasonlé megmaradési tételek kereséséhez nyujtanak segitséget a
mechanika kiilonféle atfogalmazasai. Ezek eredeti formajukban a Newton-egyenlettel
ekvivalens egyenletrendszerek, am jelent6s altalanositasra adnak lehetéséget.

1.3. Hamilton-elv, Euler-Lagrange egyenletek

Ebben a szakaszban a Newton-egyenlet megoldasainak egy torténeti szem-
pontbol fontos jellemzésérél, a Hamilton-elvrdl lesz sz6. Ennek lényege, hogy
megadhaté a lehetséges vilagvonalak terén egy olyan funkcional, a hatds, ame-
lynek a stacionarius pontjai éppen a mozgasegyenlet megoldasai. Példaként az
egydimenziés mi(t) = —U’(x(t)) egyenletet vegyiik, és vezessiik be az L : R? — R

L(&v) = 502 = U(§) (1.15)

Lagrange-figguényt. Ekkor a hatés

S(z) = / " L(a(t), #(t)) dt (1.16)

t1

alakid, ahol x olyan differencidlhaté figgvény, amire z(t1) = z1, z(t2) = z2
valamilyen rogzitett x1, xs,t1,ts értékekre.

Az olyan problémadkkal, amelyekben a fentihez hasonlé integralként kife-
jezheto6 funkciondl szélséértékeit keressiik egy alkalmas fliggvényosztalyon beliil,
a varidcioszamitas foglalkozik. A klasszikus médszer szerint ehhez elszor a
funkcional staciondrius pontjait keressiik, hasonléan a tobbvaltozos analizisben
megszokott szélséértékkerséséhez. Az altalanos megfogalmazashoz vezessiink be
egy jelolést:

1.3.1. Definici6é. Ha z1, x5 € R”, t1,t5 € R, r € N, akkor legyen
C"([t1, t2], R" z1,22) = {f € C"([t1,t2], R")|f(t1) = 1, f(t2) = w2} . (1.17)

Vildgos, hogy ha f € C"([t1,t2], R™, x1,x2), akkor f+ C"([t1,t2],R™,0,0) =
CT([tlv t2]7Rn7 L1, xQ)a igy OT([th tQ]a R™, 21, I2) affin tér a Cr([tlﬂ t2]7 R™,0, O)
Banach-tér felett. Emiatt értelmes egy S : C"([t1, t2], R™, x1,22) — R funkciondl
differencidlhatosagardl beszélni.

1.3.2. Allitas. Legyen L : R™ x R" — R C2-fiiggvény és r > 1 egész. Ekkor
az S : C"([t1,t2], R, 1, 22) = R

S(f) = / LU, f(1) dt (1.18)
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funkciondl minden pontban Fréchet-differencidlhato, és a derivdlt az f pontban

t2 . .
DS(f)h= [ DL(f(t), f(t)) - (h(t), h(¢)) dt. (1.19)
ty
Bizonyitds. Mivel L kétszer folytonosan differencialhaté, a tébbvaltozds Taylor-
formula alapjan ¢ > 0 esetén taldlhaté olyan M : R™ x R™ — R folytonos
fiiggvény, amivel |a1|, |az| < € esetén

|L(’I’1 +a1, T2 +a2) 7L(.’E1, ’Ig) 7DL(£L‘1, 12) . (a1 +a2)\ S M(l‘l, $2)(|a1| + ‘CLQDQ

(1.20)
teljesiil (ilyen konkrét M felirhaté L maéasodik derivdltjainak az argumentum
egy kornyezetében vett szuprémumai segitségével). Ezt felhasznéalva (bl < €
esetén

‘ (f+h)— / DL(f(t), f(t) - (h(t), h(t))dt

< / “VLU@) + b0, F0) + (D) — L), £1)) — DL(F(), 7() - (h(2), h(e))|
< C M)+ h()])? At < (82— )M (Bl

(1.21)
ahol '
M= sup M(f(t),f(t)) (1.22)

te[t1,ta]

Osszuk el az egyenl6tlenséget a ||h| -, norméval, majd hasznaljuk, hogy ||A| - <
[|1h]| oy és 1gy mindegyik hanyados 0-hoz tart amint [|A[|. — 0. O

Ha r > 2, akkor a derivaltat atirhatjuk parcidlis integralas segitségével:
=
_ /t |

D:vlL J,‘l,l‘g)‘ml £(b) h(t) + DmgL(m17x2)‘11:f(t) h(t)] d¢
zo=1(t) z2=F(t)

d
DmlL(zlaIZ)‘m:f(t) <DT2L(ID 1'2)|9;1 f(t))] h(t) dt?

zo=f(t) dt za=f(t)
(1.23)
ahol felhasznaltuk, hogy h € O ([t1, 2], R™,0,0) miatt
t=to
[Dsz(xlv x2)|$1:f(t) . h(t)‘| =0. (124)
z2=f(t) t=tq

A hatésnak ott van staciondrius pontja, ahol minden h esetén DS(f)h = 0.
De ha egy folytonos fliggvényt barmely h-val szorozva és integralva 0-t kapunk,
akkor a fliggvény azonosan 0, igy a hatés stacionarius pontjai pontosan az alabbi
egyenletrendszer megoldésai:

d
DzlL(xl,x2)|x1 =f(t) — % (Dr2L(.’£1,l‘2)|xl f(t)) =0. (125)
za=f(t) z2=f(t)

Ezek az Fuler-Lagrange-egyenletek.
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1.3.3. Példa. Példaként tekintsiik az egyenletben szerepl6 Lagrange-fliggvényt.
Ekkor az els6 valtozo szerinti derivalt (&, v) — —U’(€), a masodik szerinti pedig
(&,v) = mw, {gy az egyenlet

d . "
0=-U(f(t) = 5ymf(t) = =U'(f(t) = mf(t), (1.26)
ami valoban az egydimenziés U potencialban mozgd tomegpontra vonatkozo
Newton-egyenlet.

1.3.4. Példa. Legyen most n = 1, L(§,v) = v/1 + v2. Ekkor S(f) az f grafikon-
janak hossza, az Euler-Lagrange egyenlet

_d f I
" dt(@)‘ i+ e 20

ami azzal ekvivalens, hogy f = 0, vagyis az egyetlen megoldés az egyenes.

A Hamilton-elv egyik fontos tulajdonsdga az, hogy ebben az alakban kon-
nyt attértni Descartes-koordinatakrél tetszoleges gorbevonalil koordinatarend-
szerre. Ennek belatdsahoz legyen ¢ : R" — R”™ diffeomorfizmus, és tekintsiik
a®:C([t1,t2], R, o7 (1), o7 (22)) — C"([t1,ta], R™, 21, 22), ®(f) = po f
leképezést. Ha tudnank, hogy D® invertdlhaté, akkor

D(S o ®)(z) = DS(pox)DP(x) (1.28)

alapjan pox pontosan akkor lenne S staciondrius pontja, ha x So® stacionarius
pontja. Az utébbi funkcional

(50 ®)(x) = / " Lig((t)), Dola(t)) - () dt = / CE(a(t), i) i, (1.29)

ahol L(z,v) = L(¢(z), De(x)-v), tehat ugyanolyan alaki, mint az eredeti hatas,
csak L argumentumait kell transzformalni.
Most belatjuk, hogy ® differencidlhaté leképezés.

1.3.5. Allitds. Ha ¢ : R" — R" diffeomorfizmus, x1,z2 € R", t1,ts € R,
r € N, akkor ® : C"([t1,t2],R", 07 (z1), o7 (22)) — C"([t1,t2], R, 21, 22),
®(f) = po f mindenhol differencidlhatd.

Bizonyitds. Mivel a jeloléseket egyszeriibbé teszi, de a gondolatmenetet nem
befolyésolja, az n = 1 esetre szoritkozunk. Azt fogjuk belatni, hogy az z pontban
a derivalt
(D®(2)h)(t) = ¢’ (x(t))h(?). (1.30)
Ehhez a
[@(z + h) — (z) — (¢" o 2)hl| v (1.31)

normat kellene ||h||,.-ban linedrisnal gyorsabban eltiiné fiiggvénnyel becsiilni.
Felhasznaljuk, hogy

% [o(x(t) + h(t) — (x(t) — &' (@(t))h(t)]

= (@' ()1 (1)) [¢"(x(t) + h(t)) — ¢ (z(t)) - w”(w(t))h(t)}+h(t)h'(t)w”(£ﬂ8):)32)

amibdl indukcioval adédik, hogy a k. derivalt a kovetkez6 alaku kifejezések
Osszege:
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1. x(t)+h(t) elsé k derivaltjainak egy polinomja megszorozva egy ) (z(t)+
h(t)) — U (z(t)) — U (x(t))h(t) alaki kifejezéssel, ahol j < k

2. h(t) derivaltjainak masodfoki homogén polinomja szorozva x(t) + h(t) de-
rivaltjainak egy polinomjaval megszorozva @) (z(t)) valamely derivaltja-
val, z és h legmagasabb rend derivéltja legfeljebb k.

A maésodik tipust tagok norméjat feliilrél becsiilhetjitk egy x-tél fiiggd kon-
stansszor ||h||ér értékével, igy elég az elsd tipussal foglalkozni. Mivel ¢ sima,
a Taylor-formula alapjan minden € > 0 mellett létezik olyan M, hogy ||h[ o
esetén

D (@(t) + h(t) — oV (@(t) — VTV (@@E)h(B)] < Mo [hlleo,  (1.33)

tehat szintén legalabb masodrendben eltiinik. O

Mivel ®~1(f) = ¢~ 1o f isilyen tipusti leképezés, a derivalt inverze is létezik.

A Lagrange-fiiggvény egyszerii transzformacios szabalya azt sugallja, hogy
a Hamilton-elv kiilénosen alkalmas a mozgéasegyenletek sokasagokra vald al-
taldnositasara. Ha ugyanis @ sima sokasag és L : TQQ — R, akkor lokélis ko-
ordinatakban felirhatjuk az Euler-Lagrange-egyenleteket és ha annak egy tet-
sz0leges megoldasat egy masik kompatibilis térképre atvissziik, akkor az 1j ko-
ordindtakban felirt Euler-Lagrange-egyenletek megoldasdhoz jutunk.

Az ilyen irdnyu altaldnositds mogott az a motivacid, hogy az er6torvény
gyakran felbonthaté szabad erdk és kényszererdk oOsszegére, ahol az utébbiak
jellemzéje az, hogy valamilyen geometriai feltétel allandé teljesiilését garan-
taljak, amely a témegpontok helyzetei k6zott fennall.

1.3.6. Példa. Ha egy rogzitett egyenes drotra gyongyot fliziink, akkor a gyongy
szabadon elmozdulhat a drét mentén, de a rd meréleges irdanyokban nem. Ezt
az biztositja, hogy a drét mindig olyan er6t fejt ki, hogy az eredd a droéttal
parhuzamos legyen.

1.3.7. Példa. Ha az asztallapra valamilyen targyat helyeziink, a F6ld tomegvonzasa
miatt fliggélegesen lefelé mutaté eré hat ra. Az asztallap ekOzben ennek az
er6nek az ellentettjét fejti ki, ami éppen elegend6 ahhoz, hogy a targy ne jusson

at az asztal sikjan. Ha a targyat még keziinkkel is lefelé nyomjuk, az asztal-
lap nagyobb er6t fejt ki, tovabbra is éppen akkorat, ami kényszerfeltétel tel-
jesiiléséhez sziikséges. Masfeldl az asztal nem akadélyozza meg, hogy a targyat
felemeljiik, és ezutdn mar nem fejt ki erét ra.

1.3.8. Példa. Legyen most az asztallapon 1évé targy gomb alakd, és tegyiik
fel, hogy a mozgas soran tisztan gordiil, azaz nem csuszik meéﬂ Ekkor a gém-
b6t az asztal barmely pontjara barmilyen orientacidoban eljuttathatjuk, de a
tomegkozéppont sebessége meghatarozza a forgds irdnyat és szogsebességét.

Vegyiik észre, hogy a példaban szereplé kényszererék kiilonbozé tipustak.
Az els§ és harmadik esetben barmely helyzetében a megengedett sebességek
vektorteret alkotnak, mig az mésodik példdban az asztal feliilletén 1év6 targy
megengedett sebességei egy féltérbe esnek, a targyat felemelve pedig a kényszer
megszlinik. Ezen kivil az els6 példaban a kényszert megfogalmazhatjuk egy

2A mindenkori érintkezési pont sebessége megegyezik az asztallap sebességével.
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olyan egyenléség formajaban, ami a helykoordinatdkat tartalmazza, mig a tobbi
példaban ilyen megfogalmazas nem létezik. Mi csak az els6 tipusu kényszerrel
fogunk foglalkozni, az ilyeneket holonom kényszernek nevezziik.

A kovetkezOkben azt mutatjuk meg, hogy az ilyen kényszererékre tgy is
gondolhatunk, mint konzervativ erék ,limeszére”. Ehhez legyen ¢ : R™ — R sima
fiiggvény, amivel a kényszer ¢(x(t)) = 0 alakba irhaté. Tegyiik fel, hogy a 0 ¢
egy reguldris értéke, és a kezdeti feltételre p(x(0)) = 0 és grad ¢(x(0))-£(0) =0
teljestl. Legyen a Lagrange-fliggvény a kovetkezé alaki:

@

Lo(z,v) = 1(v,]V[(a:)v) —U(x)

, olo), (1.349)

[\

ahol U : R™ — R adott sima fiiggvény (potencial), o > 0 és M : R" — R™»*"
minden pontban pozitiv definit méatrix. Itt « a kényszer ,er6sségét” jelenti:
azt varjuk, hogy ha « nagy, akkor a megoldas nem tud nagyon eltavolodni
a @(x) =0 hiperfelillettél. M a tomeg szerepét jatssza a kinetikus energia-
tagban. Ha példdul R™ egy dimenziéban n darab tomegpont konfiguracios terét
jelenti, akkor M diagonélis, mig ha n dimenziéban egyetlen tomegpontot tek-
intlink, akkor M az egységmatrix tobbszortse. Mivel a szdmolast nem neheziti,
megengediink tetszoleges sima pozitiv definit értéki fliggvényt.

Azt szeretnénk megmutatni, hogy @ — oo esetén a mozgasnak 1étezik limesze
és mindvégig a hiperfeliileten tartézkodik. Ehhez el6szor attériink egy gérbevon-
ali koordindtarendszerre, ami a tovdbbi szdmolast megkénnyiti. Vegyiik a o ~1(0)
hiperfeliilet egy tetszéleges v : D — R"™ paraméterezését a kezdeti feltétel
kozelében, feltehets, hogy 0 € D C R"~1, z(0) = ¢(0). Ha (z1,...,2,-1) € D,
akkor a ¢(x1,...,2,—1) pontbdl indulva kévessiik ¢ gradiensét az M metrika
szerint. Igy egy V(wr,.wn_r) 8OTbEt kapunk, amelyet dtparaméterezhetiink olyan
moédon, hogy ©(V(z,....z,_,)(t)) = t teljesiiljon. Az 1j koordinatarendszer legyen
ezzel (T1,...,Tn) = Var,...on_1)(Tn)

A koordinatatranszformacié soran a Lagrange-fiiggvény is megvaltozik, de
tovabbra is alaktd. A koordinatdk specidlis megvalasztdsa miatt ezittal
M (21, .., 20n-1,0) =0ha i <nés p(xy,...,T,) = x,. A kényszer a mozgdst
arra az altérre korldtozza, ahol az utolsé koordindta 0, jeldlje ezt R™~!, és
vezessiik be az Lo, : R*™ I x R 1 5 R

Loo(z,v) = %(1)7 M(x)v) —U(x) (1.35)
Lagrange-fiiggvényt, ami tehdt R"~! < R™ miatt értelmes.

Mivel a kezdeti feltétel z(0) = 0 € R™~! és 2(0) € R*™!, tekinthetjiik az L,
és Lo, Lagrange-fiiggvényekhez tartoz6 Euler-Lagrange-egyenletek (lokdlis) megolda-
sait ilyen kezdeti feltételek mellett. Jelolje ezeket rendre x, és Xoo.

1.3.9. Allitas. A 0 egy alkalmas kirnyezetében o — Tog €5 Go — Foo €qyen-
letesen amint o — 0.

Bizonyitds. Az M;; komponensfiiggvényekkel felirva a Lagrange-fiiggvény

n

Lo(z,v) = % Z M;;(z)viv; —U(z) — %xi (1.36)

4,5=1

3Az origéban a leképezés derivéltja invertidlhat6, igy annak egy koérnyezetében diffeomor-
fizmus.
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Az ebb6l szérmazé Euler-Lagrange-egyenletek (K =1,...,n)

0 d
= 7-[/04 ) - 57 L
0 oxy (z,v) z=za(t) dt \ Oug (@,v) T=q(t)
v=2q(t) v=to(t)
1\~ OMy(2) . :
2 i; Otk |oea, (1) Failt)Eai(t) + Fi(@a(t)) = Omawn(t) - (1.37)
1 n . )
3 > Mij(wa () (Binda; (t) + dai(t)dn) | |
i,j=1
ahol F;(z) = 3‘27 U(z). Vezessiik be a

OMy;(x) | OMix(x) aMij(l”)) (1.38)

Fkij (l') - 5 < 8:171 695]- 3&%

jelolést. Ezzel a mozgasegyenet atirhatd

Y Myi(@a(t)Ea,i(t) = Fu(@a(t)) = 0kna@an(t) = D Thig(@a(t)dai(t)ia,; (1)
= i,j=1

(1.39)
alakba. Hasonlé egyenlet teljesiil az L., Lagrange-fiiggvénybdl kapott mozgésra:

ZMki(xoo(t))i‘ooz() Fi(2oo(t Z T (Too (1)) o0, (t) 0o (), (1.40)

7,7=1

ahol most k=1,...,n— 1.

Vezessiik be a @, : I — R™ fiiggvényt a kovetkezé modén. Ertelmezési tar-
tomanya egyezzen meg &, értelmezési tartomanyaval, és ott legyen az els6 n—1
koordinataja azonosan 0, az utolsé pedig

B n(t) = Fr(zs(t)) . Fr(250(0))

e (| i)

Azt fogjuk belatni, hogy z, és o + P, egymashoz kozel haladnak. Ehhez
vezessiik be a kovetkezd fiiggvényt:

(1.41)

Dalt) =5 (Fa(t) = doo(t) = Ba(t), M(rae () (Fa(t) — Flt) — $a(0)
(1.42)

l\JM—\

2": C 4 6in@) (Tai(t) — Tooi(t) — Pui(1))?.

A kezdeti feltételbsl

t_()) : (1.43)
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adédik, mig [I.42] mindkét oldaldt derivdlva hosszadalmas szdmolds és a tagok
csoportositasa utan kapjuk, hogy %Da (t) a kovetkezd tagok Gsszege:

3 2 (G M) ) (a6) = e (0) = R ()i (0) = i 0) = B0
ki=1

(1.44a)

n

D (Eak(t) = Foo k(t) = Pk () (M (00 (£)) — Mii(wa(t))) Foi(t) (1.44D)
k=1

= D (Fan(t) = doon(t) = Pan(t) (Drij (wa())da,i()Ea (1) = Diij(@oo () (Fooi(t) + Sai(t)) (Fooy (1) +
ki j=1
(1.44c)

D Thij(@oo(t) (= Pai () Paj () + P () (Froc (1) + Par () + (Fo0,i(t) + Pai(t)Pa s (1))
kij=1
(1.44d)

Z(%,k(t> — Fook(t) = Lok (t) [Fi(wa(t) — Fi(Too(t) + C(Ta,k(t) — Too,k(?))]

- (1.44e)
(ia,n(t) - iocz,n(t) - (i)a,n(t)) [Fn(xw(t)) — My (Too (t))(i)a,n(t) - O“I)a,n(t)]
(1.44f)

feliilr6l becsiilhetd D, (t) konstansszoroséval b) csak addig, amig D, (t) <
a~Y?), ([[44d) és (T.44f) pedig a~ ! és D,(t) konstansszorosainak dsszegével.
) pedig a g

Igy a Gronwall-lemma alapjén

Ha a elegendéen nagy, akkor a tagok kozil (1.44a)), (1.44b)), (1.44c) és (1.44e)
((T-44n)

D, (t) < % + G2 oot < C1 oot (1.45)
! @ !

valamilyen C1,...,C4 > 0 konstansokkal. Ezek a konstansok csak M, U és z
derivaltjaitdl és a valasztott C értéktdl fliggenek, a értékétdl nem, tehat o — oo
esetén 0 egy kornyezetében D, (t) — 0 egyenletesen. De |zq — Zoo — Py | €8 |d0 —
Too — <i>a| is feliilrél becsiilhetd /D, konstansszorosaval, igy ezek is egyenletesen
konvergalnak 0 egy kérnyezetében. Végiil |®,(t)| < Csa™t és |®,] < Coa™1/?
alapjan x, — T és T, — T egyenletesen. O



2. fejezet

Lagrange-rendszerek

2.1. Lagrange-fiiggvény érintonyalabon

Ebben a szakaszban az a célunk, hogy az Euler-Lagrange-egyenleteket
sokasdgokra altaldnositsuk és koordinatamentes alakba irjuk. Ehhez olyan ge-
ometriai objektumokat hasznalunk, amelyek a sokasaghoz kanonikusan hoz-
zarendelhet6ek, vagy a Lagrange-fiiggvény segitségével invaridns moédon kon-
strudlhatéak. Elézetesen sziikség lesz néhany definiciéra.

2.1.1. Definicié. Legyen @ sokasdg. Ekkor megadhat6 a T*(@Q sokasdgon egy
0y 1-forma a kovetkez6 modon:

0o(g,p)(v, w) = p(v). (2.1)

0o neve kanonikus 1-forma, mig wy = — dfy a kanonikus szimplektikus forma.

Ha @ egy U nyilt halmazan g1, . . ., g, lokalis koordinaték, a koérintényalabon
indukalt koordinatak pedig q1,...,qn,P1,-- ., Pn, akkor

90|TU = Zpi dg; (22)

i=1

és igy

n

wO'TU = Z dqi A dpi. (23)

i=1

2.1.2. Definicié. Legyen M sokasag és legyenek m : E — M és p : F —
M vektornyalabok. Tegytik fel, hogy f : E — F olyan sima leképezés, amire
po f = teljesiil, és m € M esetén vezessiik be az f,, = f|y jelolést. Ekkor
az Ff : 7 — Hom(F — F),

Ff(vm) =Ty, fm € Hom(E,,, F,) (2.4)
leképezés az f fibrum-derivdltja.

Lokalis koordinatakban felirva lathatd, hogy a fibrum-derivalt is sima leképezés,
és egy pont feletti fibrumot az ugyanazon pont feletti fibrumba képezi.

16
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Erre a konstrukciéra a kdvetkezo specidlis esetben lesz sziikségiink. Ha adott
egy L : TQQ — R sima leképezés — Lagrange-fiiggvény, akkor azt felfoghatjuk
gy is, mint TQ — @ x R leképezés, azaz az érkezési teret egy trivialis vek-
tornyaldbra cserélve. A tovdbbiakban ezt az azonositast alkalmazva értelmes
az FL : TQ — T*Q fibrum-derivaltrol beszélni.

q1, - . -, qn koordinatakat vilasztva az érintényalabon indukalt (¢, ¢) = (q1, - . -
koordinatakkal lokalisan

) 0 . 0 .

irhato.

2.1.3. Definicié. Legyen L : TQ — R sima fliggvény (Lagrange-fuggvény),
wo € T(A’T*T*Q) a kanonikus szimplektikus forma. Ekkor w;, = (FL)*wg a
Lagrange-2-forma.

2.1.4. Allitas. Ha L € C>®(TQ) Lagrange-fiigguény, akkor lokdlis koordindtdk-
ban a Lagrange-2-forma

( )
,j=1 i,j=1
alakd.
Bizonyitds. Legyen 0 = (FL)*0y, ekkor wy, = —df;. A @ koérintényaldb-
jan indukalt koordinatakat a koorabbiakhoz hasonlbéan jeldje p1,...,p,, ekkor
lokélisan

0, = FL (sz dQZ>

= Z(pz oFL)d(g; oFL) (2.7)

Vegyiik az egyenléség mindkét oldalanak kiilsé derivaltjat, az elGjelet pedig a
jobb oldalon az ékszorzasok tényezdinek felcserélésével valtoztassuk meg, ezzel
éppen a [2.0] egyenletet kapjuk. O

2.1.5. Definicié. Egy L € C*°(T'Q) Lagrange-fiiggvény reguldris, ha T*(Q) min-
den pontja regularis értéke a FL leképezésnek.

Ha a Lagrange-figgvény regularis, akkor FL lokalis diffeomorfizmus, tehat
wy, nemelfajulé. Ilyenkor tehat wj; meghatiroz egy bijekciét a T'Q) sokasagon
értelmezett 1-formak és vektormezok kozott.

2.1.6. Definicié. Legyen L € C(TQ) regularis Lagrange-fliggvény, és vezessiik
be az A : TQ — R fuggvényt A(vy) = FL(vq) - vy médon. Ekkor az E = A — L
fliggvény az energia. Jelolje X azt az egyértelmd vektormezét, amire 1x,wr =
dF teljesiil, ez az L Lagrange-fiiggvényhez tartozd Lagrange-vektormezd.

2 dn> q1s - - -

,dn)
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Lokalis koordinatakkal kifejezve

i)=Y i (2.9
és igy
i)=Y i ZH D 1q.q) (2.9)

2.1.7. Tétel. Legyen L : TQ — R reguldris Lagrange-fiiggvény. Ekkor Xg
mdsodrendd differencidlegyenlet, és lokdlis koordindtdkban ekvivalens az Euler-
Lagrange-egyenletekkel.

Bizonyitds. El6szor szamoljuk ki az energia kiils6 derivaltjanak lokélis alakjat:

"/ 0L %L
dE = (dg; i —dg; + ——— dg; —dL
Z 2 + % JZ (8%5%‘ A 0q;04; qJ)

(2.10)
0L 0L "\ 0L
=Y b dg+dim - dqj> =Y o dg;.
= 1( 0q;04; 04;04; j=1aqj
Legyen X lokalis alakja
- 0 0]
=> <Yk (44) 5~ -t Zk(q, q)a ) (2.11)
dk
k=1
ekkor
_ zn: 827[’(1/.(1 _v.d 4)_|_627L(y,d-,_z.d )
LXpWL = '7j71 5%8% i dg; 7 a4q; 6%8(]] i dg; 5 Aq;
L 0%L 0%L 0%L
= —— |Y;dg; — ———Z;dq; + ———Y;d
1231 ((3%3% 3%8%) U 94,05 T 404 qJ)
(2.12)

Az 1y, wp = dE egyenletben elészor dg; egyttthatojat osszehasonlitva kapjuk,
hogy Y; = ¢;, tehat Xp valéban mésodrendii differencidlegyenlet. frjuk ezt be
az egyenletbe, majd hasonlitsuk 6ssze dg; egyiitthatéit is, ebbdl

= OL ([ L 0L 0L )
i = : li — = i — % | 2.13
245, g, aq % " e -2 (aqiaqj 5 9406 T 96,04 (2.13)

vagyis

L 2L 2L
oL _ "L 0 Z) 2.14
Jq; Z (3%‘5%‘ 0q;0q; (2.14)

i=1
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Ha most c(t) integralgorbe, akkor az egyenletrendszer azzal ekvivalens, hogy
lokalisan c(t) = (v(t),5(t)) és

dL [ 9L L L
Oq; la=n(t) — 04;0q; |a=(t) v 04;0¢; |a=(t) i
q="(t) = g=v(t) G="(t) (2 15)
_ 4oL
—dt \ 94 |a=v(1)
q=7(t)
teljesiil, ami valoban az Euler-Lagrange-egyenlet. O

2.1.8. Példa. Legyen Q =R, TQ = R x R, a két koordinatafiiggvényt jelolje ¢
és g. Ha U : R — R tetszbleges sima fiiggvény, m > 0, akkor

1
L= 5mq2 ~Uogq (2.16)
reguldris Lagrange-fiiggvény, FL(q,q) = ¢dg, A = m¢? és E = img®> + U oq.
A Lagrange-2-forma wy, = mdg A dg, mig az energia kiils6 deriviltja dE =
(U’ 0 q) dg + mqg dq, tehat a Lagrange-vektormezd

0 1 0
Xg=q¢=—— — (U —, 2.17
=iy - (U 00) 5 (2.17)
aminek integralgorbéi az & = f%U () Newton-egyenletet elégitik ki.

2.2. Mechanika Riemann-sokasagon

Ebben a szakaszban olyan mechanikai rendszereket vizsgalunk, amelyek Lagrange-
fliggvénye egy sebességben kvadratikus tag és egy helytdl fiiggd tag kiillonbsége.
Itt a kvadratikus tag a konfiguracids téren adott Riemann-metrikabdl szarmazik.
El6szor azt a specidlis esetet nézziik, amikor a helytdl fiiggd rész eltlinik, ekkor
a bazis-integralgorbék éppen a Riemann-sokasag geodetikusai lesznek.

2.2.1. Tétel. Legyen g Riemann-metrika a QQ sokasdgon, és legyen L : TQ — R

L(v) = %g(v,v) (2.18)

képlettel adott. Ekkor ~y : (a,b) — Q pontosan akkor bdzis-integrdlgorbéje az X g
Lagrange-vektormezdének, ha geodetikus.

Bizonyitds. Legyenek g1, ..., g, lokalis koordinatédk egy nyilt halmazon, ¢1, ..., ¢y,
az érintényaldbon indukalt koordinatdk. A Riemann-metrika lokélis alakja

n
9= gidg ®dg;,
ij=1
tehat
L1 .
L(g.9) = 5 Y 9i5(0)did;-

ij=1
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Az Euler-Lagrange-egyenletbe irva
99 (q o 1d [ : =
5 Z 99:4(a) 4i(t)g;(t) = 57 ngj(Q(t))QJ(t) + Zgik(Q(t))q (t)
j=1 i=1

” 1 6Qk
= ng(Q(t))qz(t)

1 ¢ <8gkj(Q)
1,7=1

q=q(t)

4i(t)q;(t) + 99ir(q)

+ —_
2 .4 q=q(t) 04;

A szokédsos médon g* jeldlje a (gi5); =, matrix inverzének komponensfiiggvényeit.
Az egyenletet dtrendezve és a

1 dgir(q)  Ogii(a)  dgij(q)
Fl ) _ = 1k ( + J _ J
() =3 l;g @ {75, P B

Christoffel-szimbdélumokat hasznélva adodik, hogy
+ > Thi(a()ds(t)d; () =0,
i,j=1
ami valéban a geodetikusok egyenlete. O

Most legyen adott egy U : Q — R sima fiiggvény, és K (v) = 3g(v,v) jelolés-
sel legyen L = K — U o 7q. Ilyenkor azt mondjuk, hogy K a mozgdsi energia, U
a potencidl, U o 7g pedig a potencidlis energia.

2.2.2. Allitas. A fenti Lagrange-figguény mellett v pontosan akkor bdzis-integrdlgirbéje
az Xg Lagrange-vektormezonek, ha

(v"V)3(t) = —grad U (~(t)) (2.19)
teljesiil rd, ahol V a g Riemann-metrikdhoz tartozé Levi-Civita-konnexio.

Bizonyitds. Az el6zé éallitashoz hasonléan vélasszunk koordindtakat, az FEuler-
Lagrange-egyenlet annyiban valtozik, hogy a bal oldaldhoz hozza kell adni —U
qr. szerinti parcidlis derivaltjat. Ezzel az (j mozgasegyenlet

+ Y Thi(a(®)di(t)d Zglk aq(:) (2.20)

ij=1 q=q(t)

lesz, ami éppen az allitasban szerepld egyenlet koordinatas alakja. O

A szakasz hatralev részében azt fogjuk beldtni, hogy egy Riemann-sokasagon
adott potencidl hatasara bekovetkez6 mozgéasok egy mésik Riemann-metrika at-
paraméterezett geodetikusai.

2.2.3. Definicié. Legyen g Riemann-metrika a ) sokasdgon, U : Q — R feliilrol
korldtos, és legyen e € R olyan, hogy minden g € Q esetén e > U(q). Ekkor

ge =(e—U)g (2.21)

a Jacobi-metrika.
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2.2.4. Tétel. Az L(v) = %g(v, v) — U(rqu) Lagrange-fiigguény e energidji bazis-
integralgorbéi datparaméterezéstdl eltekintve ugyanazok, mint a Jacobi-metrika 1
energidaji geodetikusas.

Bizonyitds. Jelolje Féj az eredeti metrika, fﬁj pedig a Jacobi-metrika Christoffel-
szimbélumait. A ldncszabdly alapjdn, és az egyszerliség kedvéért az argumen-
tumokat elhagyva

- 1 1 <& Ogi.  Ogr;  0gij oU U U
oot Ik _ i i\ . ou
] 2¢—U kz::lg |:(€ U) ( aqj + 8%‘ 8(]k an =ik + aQi o 9kj 8Qk Gij

1 1 oU - oU
=T 5.7 (5 'q; *‘5” “’”Z ’ )
(2.22)

adédik. Az ebbdl kapott geodetikus-egyenlet

0=aq+ Z FUQZq] U Z ( + 6]l — Gij Z w0 > 4ig;

i,j=1 1,j=1

- 1 d 1 - ou
= g — — G — s 1k Y
G+ Y Thidids sl dtU(q(t)) + e g:lg 90

ij=1

(2.23)

lesz, ahol a masodik sorban felhasznaltuk, hogy 1 energidja geodetikusokat tek-
intiink. Legyen ¢(t) egy ilyen geodetikus, f(t) pedig az f'(t) = e — U(q(f(t)))
differencidlegyenlet megoldasa. Tekintsiikk az integralgorbe y(t) = q(f(t)) &t-
paraméterezését. Ekkor

i) = A7) () = (e - UlalFO))alf )

30 = A7) (0 + L))
= (e~ VUODPAI0) = 0G| 0 (229
= e~ VU 0) - - Va0 ZUG)|

Az el6z6 egyenletet az (e — U(q(f(t))))? kifejezéssel megszorozva lathaté, hogy
az atparaméterezett integralgdrbére

)+ > TL®)i)y () == g* a&‘Uq(f)

i,j=1 k=1

teljestl. O

2.3. Legendre-transzformacio

2.3.1. Definicié. Az L :TQ — R Lagrange-fiiggvény hiperreqularis, ha FL :
TQ — T*Q diffeomorfizmus.

)
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A definiciékbol adédik, hogy egy hiperregularis Lagrange-fliggvény regularis.

2.3.2. Példa. Legyen g Riemann-metrika a @ sokasagon, U : ) — R sima
figgvény. Ekkor az

L(v) = 39(0,0) ~ Ulrq(v) (226)

Lagrange-fliggvény fibrum-derivéltjara FL(w)(v) = g(w,v) igaz (v,w € T,Q),
igy L hiperregularis.

A példdban szerepl6 tipust mechanikai rendszereket egyszerd mechanikai
rendszernek nevezziik. Ekkor U neve helyzeti energia, mig %g(v,v) a Mmozgdsi
energia.

Ha L hiperregularis, akkor T'Q helyett a T%@Q sokasagon is dolgozhatunk.

2.3.3. Allitas. Ha L : TQ — R hiperrequldris Lagrange-fiigguény, és vezessiik
be a H=E o (FL)™*! jelolést. Legyen wo a kanonikus 2-forma a T*Q sokasdgon,
és jelolje Xp azt az egyértelmii vektormezdt, amelyre 1x,wo = dH. Ekkor Xg
és Xy integrdalgorbéi Q-ra vetitve megegyeznek.
Bizonyitds. wy, = (FL)*wg és F = (FL)*H alapjdn minden v € TQ, w € T,TQ
esetén

wo(To(FL)(XE(v)), Ty (FL)w) = w(Xp(v), w)
dE(v)(w)
— dH(FL())(T,(FL)w)
=wo(Xg(FL()), T,(FL)w)

(2.27)

teljestil. Mivel FL : TQ — T*Q diffeomorfizmus, ebb8l T,(FL)(Xg(v)) =
Xyt (FL(v)).

Eszerint v : (—¢,¢) — TQ pontosan akkor integralgdrbéje az Xp vek-
tormezdnek, ha FL o~ az Xy integralgorbéje. Végil 75 o FL = 7¢ miatt a
két gorbe vetiilete megegyezik. O

Az allitasban szereplé H fuggvény neve Hamilton-fliggvény, mig Xy a hozza
tartozé Hamilton-vektormezd.

A fenti konstrukciét meg is fordithatjuk. Ehhez egy alkalmas H : T*Q — R
figgvénybdl kell kiindulni:

2.3.4. Definicié. H € C*(T*Q) hiperreguldris Hamilton-figgvény, ha FH :
T*Q — TQ diffeomorfizmus.

2.3.5. Allitéas. 1. Legyen H hiperregularis Hamilton-figgvény, G = tx, 6o.
Vezessiik be az E=Ho (FH)™ és A = G o (FH)™! fiigguényeket, és
legyen L = A — E. Fkkor L : TQ — R hiperreguldris Lagrange-fiigguény
ésFL=(FH) L.

2. Legyen L hiperrequldris Lagrange-fiiggvény, H = E o (FL)~! mint kordb-
ban. Ekkor H hiperreguldris Hamilton-fiigguény és FH = (FL)~!.

Bizonyitds. 1. Legyenek q1, ..., g, koordinatak a @ sokasdgon és jeldlje ¢, . . .

és p1,...,pn az érint6- és koérintétereken indukalt koordinatdkat. Ekkor
0o = >2iey pidai, igy

'\ 0H
G = Zpia—pi (2.28)
i=1

+Gn
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Mivel - o
FH(g,p)= (¢, —,...,— | = (¢,4), 2.29
(¢,p) (q o 5pn) (¢,9) (2.29)
ezért
. OH
(LoFH)(q,p)ZG(q,p):Zpia—p— szqz (¢,p), (2.30)
i=1 ¢

és igy a Lagrange-fiiggvény fibrum-derivaltjanak komponensei

i _ = p. 2.31
Odr q P Z Op; 3% (231)

Eszerint FL o FH = idy-q, azaz (FL)™! = FH.

2. Az elb6z8ekhez hasonléan

oL AL
FL ,. = Yy N 9ty A = 5 5 232
0.0 = (1.5 g ) =00 (2.32)
és igy
oL
HoFL(q,)=E=A—L= Zqz = qupz — L. (2.33)

A Hamilton-fiiggvény fibrum-derivéltjara

oOH . 8q1 Z oL 6‘]1

e 2.34
Opi, 0¢; Opy (2:34)

alapjan FH o FL = idpq teljesiil, azaz FH = (FL)™!



3. fejezet

Hamilton-rendszerek

3.1. Szimplektikus sokasagok, Hamilton-egyenlet

A[2:3.3] 4llitasban lattuk, hogy egy hiperreguldris Lagrange-fliggvény meghatdroz
egy sima fliggvényt a koérintonyaldbon, amely az ott kanonikusan meglévo
nemelfajuld 2-forma segitségével a Newton-egyenlettel ekvivalens differencial-
egyenlethez vezet. Ha els6dleges objektumnak a Hamilton-figgvényt és a 2-
format tekintjik, akkor viszont nincs sziikség arra, hogy a koérintényalabhoz ra-
gaszkodjunk, elegendd, ha lokélisan gy néz ki a 2-forma, mint a koérintényaldb
kanonikus 2-formaja. A kovetkez6 célunk a Hamilton-mechanika ilyen irdnyt
altaldnositasa.

3.1.1. Definicié. Az (M,w) par szimplektikus sokasdg, ha M sima sokasig, w €
['(A® T* M) minden pontban nemelfajulé és dw = 0. Ekkor w neve szimplektikus
forma.

Mivel w minden pontban nemelfajulé alternalé format ad meg, az érintotér
dimenzibja, azaz dim M sziikségképpen paros. Ha a dimenzié 2n, akkor
(71)71/2
Qw = 7’”" (,L)n (3.1)
térfogat.

A kordbbiakban megismert médon minden koérintényaldb egyben szimplek-
tikus sokasag is. Tovabbi fontos példak a komplex projektiv terek és a koad-
jungdlt pélyak, ezek mindegyikén megadhaté egy kanonikus szimplektikus for-
ma.

3.1.2. Példa. Ha @ sima sokasdg, akkor (7T*Q, — dfy) szimplektikus sokasdg,
ahol 8y a kanonikus 1-forma.

3.1.3. Példa. Legyen CP" = (C"*!\ {0})/C* az n (komplex) dimenzids
komplex projektiv tér, ez 2n dimenziés sima sokasig. Legyenek a C™*! téren
z = (zo,-..,2n) a komponensfiggvények, és z, = xy, +iyx, Zr, = Tr — 1Yk, ekkor
20,Y0s - - - » T, Yn valés koordindtdk. Jelélje ¢ : C*1\ {0} — CP™ a hdnya-
dosleképezést. Ekkor a CP™ sokasagon létezik egyetlen wpg 2-forma, amelyre

* i - = = Z
P ijZ:Q (121 e A dZk — Zj2¢ dzj A dZ) (3.2)

24
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teljesiil. Ez a Fubini-Study-szimplektikus forma.

3.1.4. Példa. Ha G Lie-csoport, u € T*G, akkor a G - u koadjungdlt palyan
megadhaté egy w,, szimplektikus forma a kévetkezé médon. Legyen £,n € TG
és v e G- p, ekkor

wu (V) (Er-a(v), nr-a(v)) = —v([§, 1)) (3-3)

Ez a Kirillov-Kostant-Souriau szimplektikus forma.

Tekintsiik az M = R"™ x R™ téren a koordinatafiiggvényeket, jelolje ezeket
sorban 1,...,Tn, Y1, - -, Yn. Fkkor

w= Z dz; A dy; (3.4)

=1

szimplektikus forma. Ha egy (M,w) szimplektikus sokasdg egy nyilt részhal-
mazan xi,...,Tn,Y1,-..,Y, olyan fliggvények, amelyekkel (3.4)) teljesiil, akkor
azokat kanonikus koordindtdknak nevezzik. A kovetkezd tétel arrdl szol, hogy

egy szimplektikus sokasdgon minden pont koriil taldlhatunk kanonikus koordinatakat:

3.1.5. Tétel (Darboux). Legyen (M,w) szimplektikus sokasdg, x € M. Ekkor

létezik olyan (U, ) x-beli lokdlis térkép, amelyre p(u) = (x1(u), ...,z (uw), y1(w),. ..

€s

wly = dei A dy; (3.5)
i=1

teljestil.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy M C R?™ az origd nyilt kornyezete és x = 0. Legyen
w1 = w(0) konstans szimplektikus forma, & = w) —w, wy =w+to ha 0 <t < 1.
Mivel wy(0) = w(0) nemelfajuld, létezik 0 koriil egy goly6, ahol minden t-re w;
nemelfajulé. Itt taldlhato olyan o 1-forma, amelyre @ = da igaz. Feltehetd, hogy
a(0) = 0. Legyen X; az a vektormez6, amelyre ¢x,w; = —a. Mivel X;(0) =0, az
origd egy kornyezetében létezik az X; idéfiiggd vektormezd folyama a ¢ € [0, 1]
intervallumon, ezt jelolje F;. Ekkor

d * * * d
%(Ft wt) = Ft (Etht) + Ft awt
= F} duex,wi + Ffw

— F(—da+®) =0,

(3.6)

tehat Fiw; = Fywo = w, vagyis F} olyan 4j koordindtdkra val6 attérés, ami a
szimplektikus format konstanssé transzformalja. Ezutin egy alkalmas linearis
transzforméciéval (3.4]) alakra hozhatjuk azt. O

A tételben szerepld tulajdonsagu térképeket szimplektikus téképeknek nevez-
ziik.

Szimplektikus sokasigok kozotti leképezések koziil kiemelten fontosak azok,
amelyek a szimplektikus formakkal kompatibilisek:

3.1.6. Definicié. Legyen (M,w) és (N, p) két szimplektikus sokasig. Egy f :
M — N sima leképezés szimplektikus, ha f*p = w.

s Yn(u))
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A definiciébdl kozvetleniil adédik, hogy ha dim M = dim N és f: M — N
szimplektikus leképezés, akkor f*§1, = €},.

Ha M = T*(@ a kanonikus 2-formaval, akkor @) diffeomorfizmusai meghataroz-
zak M szimplektikus diffeomorfizmusainak egy specidlis osztalyat, a pont-transzformdciokat:

3.1.7. Allitas. Legyen Q sokasdg, f : Q — Q diffeomorfizmus. Definidljuk
aT*f . T*Q — T*Q leképezést
T" f(aq)(v) = ag(T'f(v)) (3.7)

mddon, ahol q € Q, aqg € T*Q, v € Ty-1(Q. Ekkor (T*f)*00 = 0o, és igy T* f
szimplektikus.

Bizonyitds. Legyen w € T, (T*Q). Ekkor f o 7H o T f = 7¢) felhasznaldsaval
(T 1) 00 (w) = Oo(TT™ f - w)
=T"f(ag) - (TTHTT™ f - w)
=T flag) - (T(rgoT"f) - w)

=ag(Tf-T(ro0T"f) - w) (3.8)
=ay(T(forgoT"f) w)
=aqyg- (TTé -w)
= 6p(aq) - w.
O

A Hamilton-vektormezét a gradienshez hasonlé médon képezziik egy sima
fliggvénybdl, de Riemann-metrika helyett a szimplektikus forma segitségével:

3.1.8. Definicié. Legyen (M, w) szimplektikus sokasig, H € C*°(M). Az X = (dH)ﬁw
vektormez&ét a H Hamilton-fiigguényhez tartozé Hamilton-vektormezdnek nevez-
ziik.

A definicié alapjan tx,w = dH, és ez a tulajdonsag karakterizalja a Hamilton-
vektormezGt.
Tanulségos felirni a Hamilton-vektormezo lokélis alakjat szimplektikus térkép

segitségével. Ha qq,...,qn,p1,- .., Pn jeloli a térkép komponensfiiggvényeit, akkor
(lokalisan)
- ~ (0H(q,p) 9H (g, p)
= di/\di/‘dHZ . dl . di, 3.9
0= dandn & z( ol ag + PR 0 ) )
és igy

N~ (0H(q,p) & OH(g,p) O
XH_Z( Opi  0q; dq;  Opi (8.10)

i=1

Eszerint (¢(t),p(t)) pontosan akkor integralgorbe, ha i =1,...,n esetén

(0) = 57 a0).0(0)

lt) = =50 a(0).p(0)

(3.11)

teljesiil, ezek a Hamilton-egyenletek.
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3.1.9. Példa. A Lagrange-mechanikdhoz hasonléan a Hamilton-mechanikdban
is tekinthetiink egyszerti mechanikai rendszereket. Legyen @) sokasag, g rajta
egy Riemann-metrika és U € C°(Q). Definidlhatjuk a K € C*°(T*Q)

1
K(a) = 5gr5ala®, a®) (3.12)
mozgdsi energidt, ahol o« € T*Q. Ekkora H = K + U o 7y, : T*() — R Hamilton-
fliggvényhez tartozé Hamilton-vektormezo6 lokalisan

n

L 0 1 < 99" (q) ou | 0
Xn = Mapin-— | 5 iPj+— | 7— 1
H ; ;g (@pig,- 25:21 R vl Il B GEL)

alakba irhato.
Els¢ alkalmazasként az energiamegmaradast latjuk be.

3.1.10. Allitas. Legyen (M,w) szimplektikus sokasdg, H € C™ (M), és tegyiik
fel, hogy v : (—€,€) = M az Xy vektormezd integrdlgorbéje. Ekkor H o~ kon-
stans.

Bizonyitds.

(1) - Xn(4(1)) (3.14)

O

Hasonlban alapveté tény, hogy egy Hamilton-vektormezé folyama szimplek-
tikus leképezésekbol All.

3.1.11. Allitas. Legyen (M,w) szimplektikus sokasdg, H € C=(M), és legyen
Xp folyama Fy. Ekkor minden t € R esetén Fyw = w (ahol létezik).

Bizonyitds. t = 0-ra az allitas igaz, mert Fy = idy;. Masrészt

d .
ﬁFt*w =F/Lx w
:F*(LX dw +deux w) =0 (3.15)
t H \ , H
0 dH
O

Az 4llitasbdl az is kovetkezik, hogy F; (), = €, teljesiil, ez Liouville tétele.
Mivel H mozgasallandd, barmilyen fiiggvénye is az. Az X g-invarians differ-
encidlformak részalgebrat alkotnak az I'(A® T* M) algebran beliil, tehat specidlisan

e PHQ, (3.16)

is invarians térfogat minden 8 € R esetén. Ha H alulrdl korlatos és valamilyen

B = Bo-ra
2(5):/ e PHQ, (3.17)
M
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véges, akkor 5 > fy-ra is az, ilyenkor
e PH

TB)QM (3.18)

egy valésziniiségi mértéket hatdroz meg az M sokasigon, a T = % hoémeérsékletli
Gibbs-mértéket. A Z () fuggvény neve particids fiigguény, és fontos szerepet tolt
be a statisztikus mechanikaban.

Lattuk, hogy egy Hamilton-vektormezore invarians a szimplektikus formabdl
szarmazo térfogat. Ugyanakkor az energiamegmaradds miatt H szinthalmazait
nem hagyja el a folyam. Most azt latjuk be, hogy a szinthalmazokon is van
invarians térfogat.

3.1.12. Tétel. Legyen (M,w) szimplektikus sokasig, H € C*° (M), és legyen e
H egy requldris értéke. Ekkor létezik a S = H~1(e) részsokasdgon X gr-invaridns
térfogat.

Bizonyitds. Mivel dH # 0 a részsokasagon, ez annak egy kornyezetében is igaz.
Ha z € 3., akkor x egy kornyezetében valasszunk lokalis koordinatakat olyan
moédon, hogy H az egyik koordinatafliggvény. A t6bbi koordinata kiils6 derivalt-
jainak szorzata egy alkalmas sima fliggvénnyel szorozva legyen o, a fliggvény
megvalaszthaté olyan moédon, hogy Q, = dH A o teljesiilon. Ekkor

OZEXHQW:EXH(dH/\O'):dH/\([:XHU) (3.19)

alapjan Lx,0 = dH A 7 valamilyen 7 mellett. Ha o’ egy mésik forma, amire
Q. = dH A ¢’ teljesiil, akkor hasonléan ¢ — ¢’ = dH A p. Legyen i : X, — M a
bedgyazas és p. = i*o. Ekkor

i*o—i*c’ =*(dH A p) =0, (3.20)

mivel ¢* dH = d(¢*H) = 0. dH A o térfogat, tehat u, is az. Mésrészt
Lyt =" L, o0 =i*(dH AT) =0, (3.21)
tehat pe invaridns. O

Megemlitiink még egy eredményt a Hamilton-vektormezok periodikus inte-
gralgorbéirdl. Legyen F' : R x M — M az Xy Hamilton-vektormezo6 folyama,
és

pery = {(x,t) € M x R|t #0, Fy(z) = x} (3.22)

a periodikus orbitok Gsszessége.
3.1.13. Allitas. pery bdarmely részsokasdgdn dt AdH = 0.

Bizonyitds. Vezessik beaz F: R x M — M x M, F(x,t) = (x, Fy(z)) leképezést.
Ekkor pery = F~'(A), ahol A = {(z,z)|z € M} C M x M. Jelolje my, o :
M x M — M a két tényezbre valé projekciot, és legyen i : 6 — M x M a
bedgyazas. Ekkor = nfw — miw szimplektikus forma és i*Q2 = 0. F definiciéja
alapjan

Tz F (U,a(,i) = (0, T, F; - v+ aXg(Fi(x))). (3.23)
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Feltehetd, hogy dH () # 0, ekkor F immerzi6. Lathat, hogy F*Q = — dt AdH,
mivel Fy szimplektikus és 7o Fy (X (7)) = Xp(Fi(z)). Legyen j : pery — Rx M
a bedgyazds és 6 : R x M — A, (z,t) — (z,2). Ekkor F oj=1i04, {gy

JAtAdH) = —j*F*Q = —(F 0 j)*"Q = —§"i*w = 0. (3.24)
O

Az allitasbol kovetkezik, hogy ha pery egy részsokasdgan dH sehol nem 0,
akkor ott t = f o H valamilyen f: R — R sima fiiggvényre.

3.1.14. Példa. Legyen M = R2, a két koordinata z,y, a Hamilton-fiiggvény
H = %asQ + %yz. Ekkor
pery = (R*\ {(0,0)}) x {2}, (3.25)

tehat dt = 0 mindenhol, a periédus valgjiban fiiggetlen az energiatol.

3.2. Poisson-zardjelek

Tegyiik fel, hogy H és f sima fiiggvények az (M, w) szimplektikus sokasagon.
Ha v az Xy Hamilton-vektormez6 integralgérbéje, akkor fo+y egy fizikai menny-
iség idébeli valtozasat irja le a mozgds sordn. Az ilyen fiiggvények vizsgilatdhoz
segitséget nyujt a Poisson-zardjel.

3.2.1. Definicié. Ha (M,w) szimplektikus sokasdg, akkor az f,g € C*°(M)
fliggvények Poisson-zdrdjele

{fi9} =w(Xy, Xg) = —tx,x,w (3.26)

3.2.2. Allitas. Legyen (M,w) szimplektikus sokasdg, H, f € C=(M), és legyen
v:R — M az Xy Hamilton-vektormezd integrdlgorbéje. Ekkor

& Fe0) = {1 Y (1(1) (3.27)

Bizonyitds. Mivel ~ integrdlgorbe, ¥(t) = X (y(t)), és igy

ff( (1)) = df (v(£))¥(t)

df (@) Xu(v(1)) (3.28)
w(Xr(y(2), Xu (7(1)))
{f H} (v(t))
O
Specialisan ebbdl az is kovetkezik, hogy ha egy mechanikai rendszer Hamilton-

fliggvénye H, akkor egy f : M — R fiiggvény pontosan akkor mozgasallando,
ha {f,H} = 0.

A Hamilton-vektormezdk lokalis alakjabol kovetkezik, hogy ha q1, ..., Gn, p1, - - -

kanonikus koordinatak, akkor

_N~ (999 Of 99
{f.9} = ; (8% 3 . a(ﬁ) (3.29)
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Specidlisan ilyenkor {g;,¢;} =0, {ps,p;} =0, {qi,p;} = 6;j.
A kovetkez6 allitas a Poisson-zardjelek néhany alapvetd tulajdonsagat foglal-
ja 0Ossze.

3.2.3. Allitas. Legyen (M, w) szimplektikus sokasdg. Ekkor a kovetezdk teljestil-
nek

1. {fag} = _‘Cng = ‘Cng

2. Ha f € C*°(M), akkor g — {f,g} derivdcid
3. X9y = —[X5, Xy

4. C(M) a Poisson-zdrdjellel Lie-algebra

Bizonyitds. 1. A definicié alapjan

1f,9} = —ixpix,w=—ix,dg = —Xs(9) = —Lx,9, (3.30)
és hasonléan {f,g} = Lx, f.
2. Abbdl kovetkezik, hogy Lx, : C*(M) — C>°(M) derivacié.
3. UX(50p = d{f,g} = dﬁng = »CXg df = [,Xngfw = ,ngbxfw-l-bxfﬁxgw =
[’[X.quf]('L’Y
4. Mivel d, - és . linedris, (f, g) — {f, g} bilinearis. {f, f} = —tx,tx,w =0
miatt alternélé. A Jacobi-azonossag
{fa {gv h}} = EXfEXgh
{97{h7f}} = _’CXgEXh,h (331)
{ha {fa g}} = ‘CX{f,g}h

felhasznalasaval lathatd, mivel EXf /.ZXgh — ‘C’Xg Lx, h= L’[leyxg}h.
O

3.3. Lie-csoportok hatasai szimplektikus sokasa-
gon

A kévetkez6kben szimmetriaval rendelkezé mechanikai rendszereket fogunk
vizsgalni. Ehhez el6szor Lie-csoportok olyan hatésait tekintjiik, amelyek meg&rzik
a szimplektikus strukturat.

3.3.1. Definicié. Legyen (M,w) szimplektikus sokasag, G Lie-csoport. Ekkor
egy ®: G x M — M hatds szimplektikus, ha minden g € G esetén ®jw = w.

3.3.2. Példa. Az R additiv csoport egy hatésa, azaz egy X teljes vektormezo
folyama pontosan akkor szimplektikus, ha lokédlisan Hamilton, mivel Lxw =
tx dw + dexw = dexw pontosan ekkor 0.

Ebbdl a példabdl az is kovetkezik, hogy ha G Osszefiiggs, akkor a hatés
akkor lesz szimplektikus, ha minden infinitezimalis generator lokalisan Hamil-
ton. Gyakran azonban ez nemcsak lokélisan igaz, hanem globalisan is. Ez mo-
tivalja a kovetkez6 definiciot.
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3.3.3. Definicié. Legyen (M,w) szimplektikus sokasig, G Lie-csoport, ¢ :
GxM — M hatas. Egy J : M — TG leképezés a hatdshoz tartozé6 momentum-
leképezés, ha minden & € T.G esetén dJ(€) = ey w (azaz Xje) = &nr), ahol
J()(z) = J(z) - &

A definiciébél adédik, hogy egy hatdshoz tartozé barmely két momentum-
leképezés kulonbsége lokalisan konstans.

Ha egy hatas olyan, hogy minden & € T, G esetén &;; Hamilton-vektormezo,
akkor létezik momentum-leképezés. Legyen ugyanis T.G egy béazisa &1, ..., &,
és Ji, ..., Jka (&1)m,- .-, (&) M vektormezOkhoz tartozé Hamilton-fiiggvények.
Ekkor .J (&) = J; linedris kiterjesztése momentum-leképezés.

3.3.4. Példa. Legyen M = T*R ~ R xR, ¢, p a két koordinatafiiggvény. G = R
hasson eltoldsokkal, azaz ®,(q,p) = (¢ + z,p). Ekkor J(¢q,p) = p momentum-
leképezés.

Fontos tulajdonsdga a momentum-leképezéseknek, hogy szimmetrikus Hamilton-
fliggvény esetén az értéke a mozgas soran allandé.

3.3.5. Tétel. Legyen ® : G x M — M szimplektikus hatds, J : M — T;G
momentum-leképezés, H € C*(M) G-invaridns, azaz minden g € G esetén
Ho®, = H. Ekkor J mozgdsdllandd, azaz ha Xg folyama F;, akkor minden
teR esetén Jo Fy = J.

Bizonyitds. Mivel H G-invaridns, minden & € TG, x € M esetén s — H(Pexp(5¢))
konstans. Ezt az s = 0 pontban derivalva

0 = dH(l‘) . fM(l‘)
= (£ H)(@) (3.32)
= {#.7©} @)
azaz J(€) mozgasallandé. O

Gyakran taldlhaté egy hatashoz olyan momentum-leképezés, ami egyuttal
ekvivaridns, ha a Lie-algebra dualisan a koadjungalt hatast tekintjiik.
3.3.6. Definicié. Egy J : M — TG momentum-leképezés Ad*-ekvivaridns,
ha minden g € G esetén J o ®;, = Adj_, o J.

3.3.7. Allitas. Ha J: M — TG Ad*-ekvivaridns momentum-leképezés, akkor
minden &,m € T.G esetén

A

{J©. 3} = J(ie . (3.33)
azaz J Lie-algebra-homomorfizmus T.G €és a sima fliggvények Lie-algebrdja kézott
(a Poisson-zdrdjellel mint Lie-szorzdssal).

Bizonyitds. Az Ad*-ekvivariancia azt jelenti, hogy minden g € G, n € TG

A~

esetén 0 = J(n)(Py(x)) — J(Ady-1m)(z). Ezt G — R leképezésként a g =e
pontban derivalva és a £ € T,G vektoron kiértékelve
0= dJ(n)(z) - Em(x) + J[E, ) (x)
— L, T(n)a) + Jl,1](@) (3.34)

~{J©. T} @) + T, nl(e).
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O

Altaldban ha J egy (nem feltétleniil ekvivaridns) momentum leképezés, akkor

dJ ([, ) = vempw

= —len mm W

= X X

¥ (3.35)
= X amyY

= a{J©.Jm)}.

Jey

alapjan J([¢,7]) — {j(ﬁ), j(n)} lokalisan konstans.

Ad*-ekvivaridns momentum-leképezések konstrudldsdhoz hasznos a kovetkezd
tétel.

3.3.8. Tétel. Legyen ® : G x M — M szimplektikus hatds, tegyiik fel, hogy
w = —df (tehdt egzakt), és 0 G-invaridns, azaz minden g € G esetén ;0 = 0.
Ekkor

J(x) - & = (1 0) () (3.36)
eqy Ad*-ekvivaridns momentum-leképezés.
Bizonyitds. § invariancidja miatt minden £ € T.G esetén 0 = L¢,, 0 = dig,, =

gy w, tehat
(e 0) = teyw- (3.37)

gy J(¢) = te,, 0 valéban momentum-leképezést ad meg.
Az invariancia és (Adg-1§)y = @& alapjan

A~

J(€)(Rg(2)) = (16 0)(R4(2)) = t(aa,16)1,0(x) = J(Ady-1€)(z)  (3.38)
O

Ilyen 1-forméhoz és hatashoz jutunk akkor, ha a szimplektikus sokasig egy
konfiguracios tér koérintényalabja, és a konfiguraciés téren adott hatas felemelését
tekintjik.

3.3.9. Allitas. Ha adott a G Lie-csoport ® hatdsa a Q sokasdgon és M = T*Q,
akkor tekintsik a ®T"

37" (g,0) = (T*®, 1)(a) (3.39)

ahol o € T*Q. Erre a kanonikus 1-forma invaridns. Az ebbdl adédé momentum-
leképezésre

J(©)(eq) = aq - £a(9), (3.40)
ahol g € Q, ag € T;Q és § € T.G.

Bizonyitds. Tetszbleges f : Q — Q diffeomorfizmusra (T*f)*6y = 6o, igy
specialisan T™ f szimplektikus is.
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A felemelt hatdsra 77 0 @g* = &4 07 teljesill, ezt a g = e pontban derivalva
Tty 0 &m = &g o 7¢) adddik. A kanonikus 1-forma definici6ja alapjan

A

J(E)(og) = terbo(ag)
= ag - (Tg 0 &nr(ayg))
=g - (€@ ° T (ag))
= aq- (§o(q))

(3.41)

O

3.3.10. Példa. Legyen Q = R3, M = T*Q ~ R3 x R3?, az indukilt ko-

ordinétafiiggvények (q,p) = (q1, 92,43, P1, P2, P3)-
A G = GL(R?) csoport hat a Q sokasdgon a szokdsos médon matrixszorzas-

sal (R? elemeit oszlopvektoroknak gondolhatjuk). Ha A € G, akkor az indukalt
hatds ‘Iﬁ* (q,p) = (Aq, (A=H)Tp).
Ha ¢ € T.G = End(R?), és &;; a mdtrix i. sordnak j. eleme, akkor

> 0 0
— E s — £ 42
EM = (fl]q] aQi gjlp] 51%) ) (3 )

igy

J(f) = L&MHO
3

> (&jqj'ba%_ dar — &ipjt 2 d%)
ivjyk=1 ‘ ) (3.43)

3
> pikija; = p(€q)

,j=1

a momentum-leképezés.
Tekintsiik most csak az SO(R?) < G részcesoport hatését, ekkor & € T,SO(R?),
azaz & = —¢7 antiszimmetrikus métrix. Ezek haromdimenziés Lie-algebrat

alkotnak, aminek egy bazisa
0 0 0 0
=100 -1 &=1o0
01 0 -1

A momentum-leképezés ezeken kiértékelve a

<>

(&1) = @23 — q3p2
(§2) = g3p1 — q1p3 (3.45)
(53) = q1pP2 — q2p1

<

figgvényeket adja, ezek éppen az impulzusmomentum komponensei.
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3.4. Fazistér és Hamilton-fiiggvény redukciéja

Ebben a szakaszban arrdl lesz szd, hogy hogyan lehet egy szimmetridval
rendelkez6 mechanikai rendszer vizsgdlatat visszavezetni egy alacsonyabb di-
menziés fazistérrel rendelkez6 rendszerére. Ebben kézponti szerepe van az el6z6
szakaszban megismert momentum-leképezésnek. Els6 1épésként csak a fazistérrel
foglalkozunk, a redukciorél szolé tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz a kovetkezd
lemmara.

3.4.1. Lemma. Legyen (M,w) szimplektikus sokasdg, amin a G Lie-csoport
szimplektikusan hat, és legyen J : M — T*G Ad*-ekvivaridns momentum-
leképezés, u € TS G. Ekkor tetszéleges v € J~1 (1) mellett az aldbbiak teljesiilnek:

1. Ty (G- x) =Tp(G - z) N Ty (J 7 (p))
2. To.(J7Y(pn)) a T.(G - x) ortogondlis komplementere (w szerint).

Bizonyitds. 1. Azt kell belatni, hogy &y (z) € T(J~1(1)) pontosan akkor
teljesiil, ha £ € T.G,,. Az ekvivariancia miatt

T (Em(2)) = & (1), 3.46)

fgy &n(x) € Tp(J =1 (n)) = ker T, J pontosan akkor igaz, ha &r-a(n) = 0,
azaz ha u = Adzxp(_tg),u minden ¢ € R-re. Ez akkor teljesiil, ha { € T.G,.

2. Ha ¢ € T.G és v € T, M, akkor

w(énr(2),v) = (AJ(€)(2)(v) = (Tu] - ) (é). (3.47)

Igy v € T, (J~ (1)) = ker T,.J pontosan akkor, ha minden ¢ € T,G esetén
w(én(z),v) = 0, azaz ha v w-ortogondlis a T,(G - ) = {{m(x) € € T.G}
altérre.

O

3.4.2. Tétel. Legyen (M,w) szimplektikus sokasdg és J : M — TrG Ad*-
ekvivaridns momentum-leképezés a G Lie-csoport szimplektikus hatdsdhoz. Tegyiik
fel, hogy p € T*G a J leképezésnek requldris értéke, és G, hatdsa a J~'(u)
sokasdgon szabad €s proper. Ekkor az M, = J_l(u)/GM hdanyadoson létezik egyetlen
olyan w, szimplektikus forma, amelyre

Wy = G,w, (3.48)

ahol m, + J= () = M,, a kanonikus projekcié és i, : J~'(u) — M a bedgyazds.

Bizonyitds. v € Ty(J 1 (n)) esetén jeldlje [v] = T'm,(v) a megfeleld ekvivalen-
ciaosztalyt a Ty, JJ (1) /Tw (G, - @) térben. Az el6z6 lemma masodik része miatt

wp([v]; [w]) = w(v, w) (3.49)
jol definialt, igy létezik w,. Mivel T'r,, sziirjektiv, w, egyértelmi is, és sima,
mivel 7w, sima.

dmw, = dijw =i, dw =0 (3.50)

alapjan dw, = 0, ismét haszndlva T'w,, sziirjektivitasat.
Végiil ha w,,([v], [w]) = 0 minden w € T,,J~1(p) esetén, akkor w(v,w) = 0,
tehat az el6z6 lemma mdasodik fele alapjan v € T,,(G - x). Ekkor viszont az els§
rész szerint v € T,(G), - x), azaz [v] = 0, igy w, nemelfajuld. O
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A redukciéval a dimenzié csokken: dim M, = dim M — dim G — dim G,,. Az
4j dimenzid is paros, mivel a sokasdgon van szimplektikus forma.

3.4.3. Példa. Legyen (M,w) szimplektikus sokasdg, és legyenek Ki,..., K €
C*(M) olyanok, hogy {K;,K;} = 0 minden ¢,j = 1,...,k esetén. Ekkor
az Xk, .., XK, vektormezdk kommutalnak, tehat egyiitt G = R* egy hatdsat
hatérozzdk meg. Ekkor J = K; x - - - X K}, Ad*-ekvivaridns momentum-leképezés
(a koadjungélt hatds trividlis, mert R kommutativ). Ha p a J egy reguldris
értéke, akkor G, = G alapjan J~'(u)/G 2n — 2k dimenziés szimplektikus
sokasag.

Ha a szimplektikus sokasagon adott egy Hamilton-fiiggvény is, amely invar-
idns a csoport hatasara, akkor a fazistér redukcidéja utan keletkez6 sokasdgon
indukalodik egy kanonikus Hamilton-fliggvény. Errél szol a kovetkezd tétel.

3.4.4. Tétel. Legyen (M,w) szimplektikus sokasdg, amin adott a G Lie-csoport
szimplektikus hatdsa, J : M — TrG Ad*-ekvivaridns momentum-leképezés.
Legyen p J reguldris értéke és tegyiik fel, hogy G,, hatdsa a J~'(u) sokasdgon sz-
abad és proper. Legyen tovdbbd H : M — R G-invaridns Hamilton-fiiggvény, és
legyen Fy az X vektormezd folyama. Ekkor Fy, énmagdba képezi a J~*(p) rész-
sokasdgot és ott kommutdl G, hatdsdval, tehdt indukdl egy R, folyamot az M,
sokasdgon, amire w,0F; = Ryom,. Ez eqy Hamilton-vektormezd folyama, aminek
egy H,, Hamilton-fiiggvényére H,om, = Ho1,.

Bizonyitds. Jelélje F; az Xp folyamat a J—*(u) sokasdgon is, ekkor 7, o Fy =
Rt o 7TM, igy
W;waﬂ = Ft*ﬂ;w#
=Fiw
L (3.51)
=W

_ *
= T,Wpy-

Mivel ,, sziirjektiv szubmerzi6, ebbdl Riw,, = w, kévetkezik.
A 7w H, =1, H feltétel egyértelmiien meghatarozza a H, fiiggvényt. Ha v €
TJ Y(u) és Y jeloli R; generatorat, akkor
dH, T, (v) =i, dH(v)
=1 w(Xy,v
. (Xa,v) (3.52)
= ﬂ'MwH(XH, v)
= wu(Y, Tﬂ‘u(’l}))7

mivel T'm, 0 Xg =Y om,. O
A tételben szereplé H,, neve redukdlt Hamilton-figguény.

3.4.5. Példa (Mozgas a sikon centralis erétérben). Legyen Q = R?\ {0}, M =
T*Q ~ Q x R?, a koordinatdk qi,q2,p1,p2, w = g1 A p1 + g2 A pe. Tekintsiik
G = SO(2) szokédsos hatdsit a @ sokasdgon, és a koérintényaldbon indukalt
hatast. Ekkor T.G ~ R, egy azonositas a t valés szdmhoz a

{2 _Ot} (3.53)
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maétrixot rendeli. Ekkor J = g1p2 — qap1 Ad*-ekvivaridns momentum-leképezés.

Ennek minden p € R reguldris értéke. i;,q1,7},q2, 7;,p1 egy koordindtazast ad-
nak J~1(u) azon nyilt és siirti részhalmazén, ahol gy # 0, a differencidlformékat
elég ezen tekinteni. Az egyszerliség kedvéért iy-t 0-formék el6tt elhagyva

— ETRh +qi]2p ! (3.54)

irhatd, emiatt

it = dg Adpy + dgy Ad (W)

q1

_|_
=dg1 Adpr +dg2 A d ( % dg; + qf dgz + = dp1> (3.55)
1

A+ Q2p1
7

=dq Adp1+Z—2dq2Adp1+ dgy A dga.
1
Mivel G most kommutativ, a koadjungalt hatds trividlis, igy G, = G. G
hatdsa szabad az egész M sokasagon, fgy a J~1(u) részsokasdgon is. Mivel a
hatds a ¢ és p sikvektorok forgatédsa, egy orbit mentén |q| és (¢ - p)/|q| dllanddk.
Valasszuk ezeket koordinataknak az M, = J~1(u)/G,, hdnyadoson, azaz legyen

mr =g
rp, = BPLT G2p2 @p1 + @51+ pae gty (3.56)
m lq] qilgl o lda

Mivel J=(u)/G, ~ Ry x R kétdimenzids, 1étezik rajta egy egyértelmti f fiig-
gvény, amivel w, = fdr A dp,. Ezzel

mwyu = 7, f d(m,r) Ad(Tpr)

w
@fdwmAd(||+ﬁ;f)

_”f<| +%d@>

+ w)lgl* + ¢ 2gop1 +
A( q2(g2p1 qu|)(|]q3 T lq] qu)|1 : qlud L ldl la| dp1>

q2p1 + M)

=m,f <dQ1 Ndp1 + —dqz N dpy + e
1

(3.57)

amibdl f = 1 kovetkezik, tehdt w,, = dr A dp,.

Legyen a Hamilton-fiiggvény H = % + V(]q|) alakd, ahol V : Ry — R
sima fiiggvény. Ez invaridns G hatasara, tehat meghataroz egy H, : M, — R
redukalt Hamilton-fliggvényt:

1
Ho=2 4 B v, (3.58)

V.=t~ 1V (3.59)
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redukdlt potencidlt.

A redukalt rendszer folyamanak ismeretében meg lehet hatdrozni az ere-
deti rendszer folyaméat is a momentum-leképezés szintfeliiletén. Legyen zg €
JHp) és c(t) Xu, [c(t)] pedig Xp, integralgorbéje, ¢(0) = xo. Vélasszunk
egy tetszbleges d(t) € J~1(u) gorbét, amire d(0) = g és [d(t)] = [c(t)]. Ekkor
c(t) = 44 (d(t)) valamilyen g(t) € G, gbrbével, amit meg kell hatdrozni. Ehhez
hasznaljuk, hogy

Xp(c(t)) = (t) = Ty (d(t)) - d'(t) + TR0 (d(t) - (TLygiry-1 - 9'(1)) (é(g)o)),
¢és {gy Xy ®g4p)-invariancidja miatt .

X (d(t)) = d'(t) + (TLygy-19'(1)) ; (d(1)): (3.61)

Ebben csak g és d szerepel, g két 1épésben meghatarozhatd, el6szor £(t) as (d(t)) =
Xp(d(t)) —d'(t), majd g'(t) = T'Lg&(t) megoldasaval.
Fontos specidlis eset amikor a redukélt fazistéren az integralgérbe konstans.

3.4.6. Definicié. [3.4.4 feltételei mellett az x € M relativ egyensilyi helyzet, ha
mu(x) € M, zérushelye az Xp, redukalt Hamilton-vektormezének, ahol 1 =
J(x).

A definiciébdl adédik, hogy x pontosan akkor relativ egyenstlyi helyzet, ha
7, (x) H, egy kritikus pontja.

3.4.7. Allitas. A tétel feltételei mellett legyen x € J—(u). Legyen Fy
az Xy vektormezd folyama és ® : G x M — M a szimplektikus hatds. Ekkor a
kévetkezok ekvivalensek:

1. x relativ egyensulyi helyzet

2. létezik g : R — G egyparaméteres részcsoport, amivel minden t € R esetén

3. létezik € € T.G, amivel Xy (x) = Ep ().

Bizonyitds. x pontosan akkor relativ egyensilyi helyzet, ha 7, (F;(x)) = 7, (x).
Mivel G, hatdsa szabad a J~*(u) sokasdgon, 1étezik egy egyértelmi g(t) € G,
gorbe, amivel Fi(x) = ®(g(t),z). Fips = Fy o Fs miatt g(t + s) = g(t)g(s), {gy
g(t) egyparaméteres részcsoport.

Megforditva, ha Fy(z) = ®(g(t), ), ahol g( ) egyparaméteres részcsoport,
akkor J ekvivariancidja alapjan ®(g,x) € J~1(u) pontosan akkor teljesiil, ha
g € G,. J mozgasallandd, igy ¢g(t) € G, minden ¢t € R mellett, tehdt minden
t-re W,L(Ft(x)) = 7u(x).

A mésodik és harmadik allitas ekvivalencidja abbdl kovetkezik, hogy minden
egyparaméteres részcsoport t — exp t€ alaka. O

3.4.8. Példa. Legyen Q = R?\ {0}, M =TQ ~ (R2\ {0}) xR?, H: M — R
mint a m példaban. A redukélt Hamilton-figgvénynek (r, p,.) akkor kritikus
pontja, ha p, =0 és

12

3

LV = (3.62)
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Az eredeti M sokasdgon ennek egy 6se x = (r,0,0, u/7), tehit ez relativ egyen-
sulyi helyzet.
Legyen £ € R az egyparaméteres részcsoport generdtora, azaz

Fi(x) = exp(&t) -z = (r cos &t, rsin t, —Hin &t, B cos ft) . (3.63)
r r
A Hamilton-vektormezé
D1 8 D2 a q1 5, 8 q2 a
xp=0 2 B2 Dy - By, 3.64
1= o T mon  Td (|q\)8p1 4] (|q‘)3p2 (3.64)
tehat Vi)
] rV'(r
— — . 3.65
=L (3.65)
Példaként vélasszuk a V(1) = —Gmg™ gravitaciés potencialt, ekkor
2
1
= 3.66
" Gmgm? (3.66)
& G2m3m2
mom
£= e (3.67)

A periédusidé 2 /€, ez rogzitett m, mg, G mellett ardnyos 73/2-nel.



A. fiiggelék

Vegyes felhasznalt fogalmak

A.1. Csoportok és hatasaik

A.1.1. Definicié. A (G, -, e, !) négyes csoport, ha G halmaz, - : G x G — G
asszociativ mivelet, amire e € G egységelem, azaz minden g € G esetén e - g =
g=g-e, és ! inverz, azaz g- g = e = g~ - g. A csoport kommutativ, ha
Vg1,92 € G:g1-92=G2" 91-

Ha (G1,-,e1, 1) és (Ga,-,es, 1) csoportok, akkor a ¢ : G; — G leképezés
homomorfizmus, ha p(e1) = ez és minden g, ¢’ € Gy esetén ¢(g-g') = v(9)-p(g’)
teljestl.

Csoportokra gyakran az egyszeriiség kedvéért az alaphalmaz szimbéluméval
hivatkozunk, és a miivelet (szorzds) jelét elhagyjuk. A szorzis egyértelmiien
meghatarozza az egységelemet és az inverz leképezést.

A.1.2. Definicié. Legyen G csoport, S halmaz. Egy ® : G x S — S, (g,z) —
®,(x) leképezés hatds, ha minden g, ¢’ € G és x € S esetén

L @y(Py () = Pyy (2)
2. & (z)==x
teljesiil.

Amint arra a jelolés is utal, egy hatést felfoghatunk ® : G — Sg leképezésként
is, ahol Sg jeldli az S — S bijekcidk csoportjat a kompoziciéval mint miivelet-
tel. A feltételek ekkor azt jelenti, hogy ® homomorfizmus. Ha a kornyezetbol
kidertil, hogy melyik hatdsra gondolunk, akkor ®,(x) helyett a g - z jelolést is
szokés hasznélni.

A.1.3. Definicié. Legyen ® : Gx S — S hatés, x € S. Ekkor x orbitja (palyédja)
a

G-z :={P4(x)|g € G} (A1)

halmaz.

x stabilizatora a
Gy :={g € G|®y(z) =z} (A.2)

részcsoport.

39
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Ha 21,29 € S, akkor vagy G-z1 = G-25 vagy (G-z1)N (G- z2) = (. Eszerint

e sz

A.1.4. Definicié. Egy ® : G x S — S hatés tranzitiv, ha egyetlen orbit van,
azaz minden z € S elemre G-z = S.

A hatés hi, ha g — ®, injektiv, és szabad, ha minden = € S esetén g — @, (z)
injektiv.

A.2. Linearis algebra

A.2.1. Definicié. Legyen K test. A (V,+,-,0) négyes K feletti vektortér, ha V
kommutativ csoport a + : VXV — V miivelettel, 0 egységelem, és - : KxV — V
olyan leképezés, amire a kovetkezok teljesiilnek:

1. Vo,BeK,VoeV :ia-(f-v)=(af) v

2. YweV:l-v=v

3 Va,feRWweV:(a+f) v=a-v+8-v

4 VYoeKYWwweV:ia v+w)=a-v+a-w
V elemeit vektoroknak nevezzik.

Ha nem okoz félreértést, vektorterekre gyakran az alaphalmaz szimboélumaval
hivatkozunk, és a szorzas - jelét elhagyjuk.
Minden test vektortér onmaga felett az Osszeadds és szorzas miiveletekkel.

A.2.2. Definicié. Ha V és W vektorterek, akkor egy ¢ : V. — W leképezést
linearis leképezésnek neveziink, ha csoporthomomorfizmus és minden o € K,
v € V esetén p(a-v) = a- p(w). a V. — W linedris leképezések halmazat
Hom(V, W) jeldli.

p V. = W idzomorfizmus, ha bijektiv lineéris leképezés. V és W izomorf
vektorterek, ha létezik kozottiik izomorfizmus.

AV vektortér dudlisa V* = Hom(V,K).

A Hom(V, W) halmaz vektortér a pontonkénti 6sszeadds és szorzds miiveletekkel.
Specidlisan V* is vektortér.

A.2.3. Definicié. Legyen V vektortér, és (v;)ie; € V! vektorok egy csaladja.
Ezen vektorok linedris kombindcioi alatt az olyan

Z ;U5 (A3)

iel

alaki Gsszegeket értjiik, amelyekben a; # 0 csak véges sok i esetén teljesiil. Az
a; € K szdmokat a linearis kombinacié egyiitthatoinak nevezziik.

(vi)ier generdtorrendszer, ha V minden eleme elé4ll ezek linedris kombindcié-
jaként. (v;);er linedrisan fiiggetlen, ha egy linedris kombindcidjuk csak gy lehet
a 0 vektor, ha minden egytitthat6 0. A linedrisan fliggetlen generatorrendszerek
neve bdzis.
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Minden V vektort;rnek 1étezik bazisa, és barmely két bazisanak szamossiga
megegyezik, ez a koz0s szdmossag a vektortér dimenzidja (dimg V', ha nem okoz
félreértést, akkor K elhagyhatd). Két vektortér pontosan akkor izomorf, ha a
dimenzigjuk megegyezik. Azonban ilyenkor végtelen sok izomorfizmus taldlhat6
(ha a dimenzi6é nem 0), amelyek kozott altaldban nincsen kitiintetett.

dimg K = 1, mivel az egyelemfi (1) csaldd bazis. Ha V' és W dimenzidja véges,
akkor dim Hom(V, W) a két dimenzié szorzata. Speciédlisan ha dim V' < oo, akkor
dim V* = dim V', de nincsen kitiintetett izomorﬁzmueﬂ

A.2.4. Definicié. Vektorterek egy (V;);cr csalddjanak direkt dsszege alatt a

Pvi= {('Ui)iel e[[v

i€l i€l

|{i € I|v; # 0} <oo} (A4)

halmazt értjiik a komponensenkénti miiveletekkel. A vektorterek direkt szorzata
a [[;c; Vi halmaz a komponensenkénti miiveletekkel.

Ha I véges halmaz, akkor a direkt Osszeg és a direkt szorzat izomorf egymas-
sal.

A.2.5. Definicié. Legyenek V, W vektorterek. Egy U vektortérap : V x W — U
bilinearis leképezéssel a V és W tenzorszorzata, ha barmely Z vektortér és
h:V x W — Z bilinearis leképezés esetén 1étezik egy egyértelmii h : U — Z
linedris leképezés, amelyre h = h o .

A tenzorszorzat kitiintetett izomorfizmus erejéig egyértelmi, és V@ W jeldli.
Ha v € V és w € W, akkor a (v, w) vektort v @ w jeloli, az ilyeneket elemi
tenzornak nevezziik.

Hasonlbéan definialhatjuk vektorterek véges csaladjanak tenzorszorzatat, ez
(kitlintetett izomorfizmus erejéig) asszociativ. Szamoldsoknal hasznos az a tény,
hogy ha {v;}ier és {w;};cs a V,W vektorterek egy-egy bézisa, akkor {v; ®
wj},jyerxs a V @ W egy bazisa. Ebbdl az is kovetkezik, hogy dim(V @ W) =
dim V dim W.

A.2.6. Definicié. Legyen V vektortér. Ekkor az S, csoportnak megadhaté egy
hatédsa a

V=V @V (A.5)
—_———
n tényezd

vektortéren
T-(V1® @ Vp) =Vr11) ® - @ Vr—1(p) (A.6)

moédon. Az
S"(V)={veV®|Vreb, m-v=u} (A7)

és

A"(V)={veV®|vr e &, m v=sign(m)v} (A.8)

alterek neve szimmetrikus- és kiilsé hatvdny.

1Viszont V' és V** kozott van kitiintetett leképezés: ha v € V, akkor ev, : V* — K,
evy(f) = f(v) értelmes, és v — evy, izomorfizmus. A  Kitiintetettség” matematikailag gy fo-
galmazhaté meg, hogy az idginvect és —** funktorok kozott 1étezik természetes izomorfizmus.
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A (v, w) — v ® w bilinedris leképezés indukél egy szorzast a kiils6 hatvinyok
direkt Osszegén, ezzel

AV = éA”(V) (A.9)
n=0

fokszdmozott algebra, a V' kiilsé algebrdja.

A.2.7. Definicié. Egy V R feletti vektortéren g : V- x V. — R belsd szorzdis
(vagy skaldris szorzds), ha szimmetrikus, mindkét valtozéban linedris, és pozitiv
definit, azaz Vv € V : g(v,v) > 0, és itt egyenléség csak v = 0 esetén teljesiil.

Egy w:V xV — R leképezés szimplektikus forma, ha a kovetkezok teljesiil-
nek:

1. Yo € V 1 w(v,v) = 0 (alternélo)
2. Yo e V\{0}Fw € V : w(v,w) # 0 (gyengén nemelfajuld)
Ha egy V véges dimenziés vektortéren adott egy bels6é szorzas vagy egy

szimplektikus forma, akkor megadhatd egy kitiintetett izomorfizmus V és V*

kozott v g(v,-) =: %9 illetve v — w(v,-) = v"» médon. Az inverz leképezés

f s fhilletve f — ff. Ilyenkor a két vektorteret azonosithatjuk a kitiintetett
izomorfizmus segitségével.

A.3. Lie-algebrak

A.3.1. Definicié. (g, [, ]) Lie-algebra, ha g vektortér, [-,-] : g x g — g mindkét
valtozoban linearis, és teljesiilnek ra a kévetkezdk:

1. Vz € g: [z,2] = 0 (alterndld)
2. Vz,y,z € 9: [z, [y, 2]] + [y, [2, z]] + [2, [z, y]] = 0 (Jacobi-azonosség)

Ha (g, [, ]g) és (b, [-,]y) Lie-algebrak, akkor egy ¢ : g — b leképezés homo-
morfizmus, ha linearis és minden x,y € g esetén

o[z, ylg) = (), (y)]y
teljesiil.

Ha nem okoz félreértést, akkor egy Lie-algebrara az alaphalmaz szimbdélumé-
val is szokas hivatkozni.

A.3.2. Példa. Ha A (asszociativ) algebra, akkor (A,[-,:]) Lie-algebra, ahol
[z, 9] = 2y — ya.

A.4. Affin terek

Ebben a szakaszban minden szerepl6 vektortér és linearis leképezés egy kozos
K test felett értendo.

A.4.1. Definicié. Egy (V, ®) pér affin tér a V vektortér felett, ha @ : VxV —
V a V additiv csoportjanak szabad és tranzitiv hatasa.
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Affin terekre gyakran az alaphalmaz szimbdélumaval hivatkozunk, ha ez nem
okoz félreértést. ®,(x) szokdsos jelolése x + v. Ha x,y € V, akkor létezik egy
egyértelmli v € V vektor, amire y = = + v. Ezt az egyértelmi vektort y — x
jeloli.

A.4.2. Példa. Ha V vektortér, akkor (V, ®) affin tér, ha ®,(w) = v + w.

A.4.3. Definicid. Legyenek V és W affin terek a V' és a W vektorterek felett.
Ha f: V — W linearis leképezés, akkor egy f : V. — W leképezés affin f felett,
ha minden z,y € V esetén

f(z) —1(y) = flz —y) (A.10)
teljesiil.

Ha egy leképezés affin két linedris leképezés felett, akkor a két linearis leképezés
megegyezik.

A.4.4. Példa. Ha V vektortér, akkor az f:V — V linearis leképezés feletti
affin leképezések éppen a v — f(v) + w alakt leképezések, ahol w € V.

A.5. Altalanos topolégia

A.5.1. Definicié. Egy (X, Tx) par topologikus tér, ha X halmaz, Tx € 2% és
az alabbiak teljesiilnek:

1. 0eTx, X €Ty

2. V(Ui)ieI S T)g : U U, € TX

iel
3.VUVeTx:UNV eTx

Tx elemeit nyilt halmazoknak nevezzik.

Ha (X, Tx) és (Y, Ty) topologikus terek, akkor egy f : X — Y leképezés
folytonos, ha VU € Ty : f~1(U) € Tx.

Egy f : X — Y leképezés homeomorfizmus, ha folytonos, bijektiv, és az
inverze is folytonos.

Ha nem okoz félreértést, akkor topologikus terekre gyakran az alaphalmaz
szimbélumaval hivatkozunk.

Ha (X, Tx) topologikus tér, A C X részhalmaz, akkor azon tekinthetjiik
a Ta:={UNA|U € Tx} altértopoldgidt, ekkor azt mondjuk, hogy az (A, Ta)
topologikus tér az (X, Tx) egy altere.

A.5.2. Példa. Ha (X, p) metrikus tér (azaz p : X x X — R nemnegativ,
plz,y) = 0 = = = y, szimmetrikus, teljesiti a p(x,z) < p(x,y) + p(y, 2)
haromszog-egyenltétlenséget), akkor topologikus tér is a nyilt golyok altal gen-
eralt topologiaval, vagyis azzal a legkisebb topologiaval, amelyik tartalmaz min-
den

Br(z) ={y € X|p(z,y) <r} (A.11)

alaku halmazt.
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A.5.3. Definicié. Legyen (X, 7x) topologikus tér. Egy U C Tx részhalmaz
(nyilt) fedés, ha |Jye U = X. U az U fedés részfedése, ha fedés és U CU.
Egy (X, Tx) topologikus tér kompakt, ha minden nyilt fedésének van véges
részfedése. Egy topologikus tér egy részhalmaza kompakt, ha az altértopologia-
val ellatva kompakt.
Egy f: X — Y leképezés proper, ha minden K C Y kompakt részhalmaz
esetén f~1(K) kompakt.

A.5.4. Definicié. Egy (X, Tx) topologikus tér Hausdor(f, ha barmely =,y € X,
x # y esetén létezik olyan U,V € Tx, amelyekre UNV =0 ésx e U,y e V
teljestl.

A.5.5. Definicié. Egy (X, Tx) topologikus térnek B bdzisa, ha B C Tx és
minden U € Tx esetén
v=U v (A.12)
veB
VCU
teljesiil.
X teljesiti a mdsodik megszamldlhatosdgi axiomdt, ha 1étezik megszamlalhatéd
bézisa.



B. fiiggelék

Differencialgeometriai
alapok

B.1. Differencialhat6é sokasagok

A mechanikai rendszerek konfiguracios tere illetve fazistere (vagyis a lehet-
séges helyzetek és sebességek illetve impulzusok tere) gyakran nem eukideszi tér.
Ennek oka lehet példaul az, hogy a rendszer részei kozott valamilyen kénysz-
erfeltétel teljesiil a mogzas egésze alatt. Egy egyszerii példa a sikinga, ami egy
elhanyagolhaté tomegii rid végére erdsitett tomegpontbdl all, amely a radra
merdleges vizszintes tengely koriil korbefordulhat. Ekkor a rendszer helyzetét
egyértelmiien jellemezhetjiik az elfordulds szogével (egy referenciairdnyhoz, példaul
a fiiggdlegesen lefelé mutatohoz képest), de a sz0ghodz 27 egy tobbszorosét hoz-
zdadva ugyanazt a helyzetet jelenté értéket kapunk. Ez azt mutatja, hogy a
lehetséges helyzetek valdjaban nem egyenest, hanem kort alkotnak. Hasonlban,
ha egy ugyanilyen rud a rogzitett végpont koriil tetszolegesen elfordulhat, akkor
a konfiguraciés tér egy gomb lesz.

A mozgasegyenlet megfogalmazasahoz sziikség van a fentiekhez hasonlé &l-
talanosabb terek kozotti leképezések differencidlhatosagéanak fogalmara. Erre
tobbféle definicié alkalmas, a legelterjedtebb a differencialhat6 sokasigok hasznala-
ta. Ennek alapgondolata az, hogy olyan tereket tekintiink, amelyeket euklideszi
térrel homeomorf darabokbdl lehet 6sszeragasztani olyan médon, hogy az atfedd
részek kozott adodd leképezések diffeomorfizmusok. Ilyen médon a tébbval-
tozés analizis konstrukcidit hasznalhatjuk az egyes darabokon, és a ragasztésra
vonatkozo feltétel biztositja, hogy ezek globdlisan értelmezett objektumokka all-
janak Ossze.

B.1.1. Definicié. Egy X topologikus téren az (U, ) par térkép, ha U C X
nyilt részhalmaz, ¢ : U — R™ homeomorfizmus a képhalmaza és U kozott, ahol
n természetes szzirrﬂ Ha z € X és (U, ¢) olyan térkép, hogy « € U és p(z) =0,
akkor azt x-beli térképnek nevezzik

Az (U, p) és a (V,1) térképek kompatibilisek, ha 1 o (¢|ynyv) ™! diffeomor-
fizmus. X feletti térképek egy A = {(U;, ¢;)|i € I} halmaza atlasz az X téren,

1Ha itt R™ helyett megengednénk tetszéleges Banach-teret, akkor a Banach-sokasidgok

45
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ha (J;c;, Ui = X ési,j € I = (Ui, ;) és (Uj, ;) kompatibilisek. A és B
ekvivalens atlaszok, ha AU B atlasz. az (M, A) par differencidlhatdé sokasdyg,
ha M Hausdorff-féle topologikus tér, teljesiil rd a masodik megszamlalhatdsagi
axioma, és A (tartalmazds tekintetében) maximdlis atlasz az M téren.

A tovdbbiakban differencidlhaté sokasdg helyett csak sokasdgot frunk, ez
nem fog félreértést okozni. Az egyszeriiség kedvéért sokasdgokra az alaphalmaz
jelével is hivatkozunk.

A definiciébdl konnyen adddik, hogy az atlaszok ekvivalencidja egy ekviva-
lenciarelacié, minden ekvivalenciaosztaly pontosan egy maximalis atlaszt tar-
talmaz, és ez éppen az osztalyba tartozd Osszes atlasz unidja. Egy differen-
cidlhaté sokasdgot tehat egyértelmiien jellemezhetiink gy is, ha egy alkalmas
topologikus téren egyetlen atlaszt megadunk.

Ha (U, ) és (V,1) olyan térképek, hogy U NV # (), akkor ¢ és 1) érkezési
terei ugyanolyan dimenzidjuak. Eszerint minden differencidlhaté sokasdghoz
hozzarendelhetiink egy lokalisan konstans fiiggvényt, aminek értéke az x pont-
ban n, ha valamely (tehdt barmely) olyan (U, ) térkép esetén, amire z € U,
a  érkezési tere n dimenziés. Ez a sokasdg dimenzidfigguénye. Ha a sokasig
Ossefiiggd, akkor a dimenziéfliiggvény konstans, ennek értékét a sokasag dimen-
ziojanak nevezzik.

B.1.2. Példa. R az (R,id) térképbél &ll6 (atlasz &ltal meghatdrozott max-
imé4lis) atlasszal 1 dimenzi6s differencidlhatéd sokasdg.

Legyen 5™ = {z € R""!|||z| =1}, Uz = S™\ {(0,...,0,+1)}, és tekintsiik
a

Qpi(xlv-”yxn-‘rl)—( SUE o ) (B.1)

1$$n+1’ "1$$n+1

leképezéseket. Ekkor {(Uy, ¢4), (U—, p_)} atlasz S™ felett, S™ ezzel n dimenzids
sokasag.

B.1.3. Definicié. Az (Mi, Ay) és (Ms, As) sokasdgok szorzata az My X My
topologikus tér az {(Uy x Us, 1 X ©2)|(Us, i) € A;} atlasszal.

Legyen (M, A) sokasidg. Egy N C M részhalmaz részsokasdg, ha minden
2 € N ponthoz létezik olyan (U, ) x-beli térkép, amire o(NNU) = o(U) NR™,
ahol n valamilyen természetes szam.

Ha N C M részsokasag, akkor a definiciéban szerepld térképek megszoritdsai
egy atlaszt hataroznak meg N felett. Az igy kapott sokasig dimenziéfiiggvénye
az x pontban az n értéket veszi fel.

B.1.4. Példa. S™ C R"*! részsokasag.

B.1.5. Definicié. Legyen (M, A) és (N, B) két sokasdg. Egy f: M — N fiig-
gvény r-szer folytonosan differencidlhaté (CT-osztalyd, r = oo is megengedett),
ha minden (U, @) € A, (V,1)) € Besetén 1o fop™t CT-osztalyti. Az CT-osztalyt
M — N fuggvények halmaza C"(M, N). Ha N = R, akkor roviden C" (M) jeloli
ezt a halmazt.

Egy f: M — N fliggvény C"-diffeomorfizmus, ha C"-osztély1d, bijekcid, és
az inverze is C"-osztaly.

Az atlaszbeli térképek kompatibilitasasbol kovetkezik, hogy a differencidl-
hatosigot elég egy-egy atlasz térképein ellendrizni, ebbdl automatikusan kévetkezik
a maximalis atlaszok térképeire is.
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Ha N C M részsokasag, akkor az i : N — M bedgyazis C*°-osztédly.

Ha f: R — R"™ sima fliggvény (gorbe), akkor a t-beli derivaltja egy R™-beli
vektor, ami a gorbe f(t) pontbeli érintéjének irdnyat adja (ha nem 0). Bar érin-
toegyenesekrdl nem lehet dltaldban egy sokasdgon beszélni, az érintévektorok
egy lehetséges definicidja az eddig megismert fogalmak segitségével konnyedén
megadhato.

B.1.6. Definicié. Legyen (M, A) sokasiag. Egy v : (—¢,€) — M sima leképezés
x-beli lokdlis gorbe, ha € > 0, v(0) = © € M. A ~; és 75 z-beli gorbék ek-
vivalensek, ha barmely (U, ) z-beli térképre a @ o~y és a ¢ oy kompozicidk
0-beli derivaltjai megegyeznek.

A v z-beli gorbe ekvivalenciaosztalyat [y], jeloli, ezek halmaza T, M. Az ek-
vivalenciaosztalyok halmazat érintstérnek, elemeit érintévektoroknak nevezziik.

A térképek kompatibilitdsa és a lancszabdly miatt elég egy térképen el-
lendrizni a lokélis gorbék ekvivalencidjat. Ha (U, ¢) z-beli térkép, ¢ : U — R™,
akkor T,,M azonosithaté R" elemeivel. Ha ugyanis v € R”, akkor ~, : t —
o~ (tv) x-beli lokélis gbrbe, és ezek osztélyai mind kiilénbézéek, hiszen ¢ o 7,
derivaltja 0-ban éppen v. Masrészt ha v tetszbleges x-beli lokalis gorbe, és oy
derivaltja 0-ban v, akkor «y és ~, ekvivalensek.

Az igy kapott T, M — R"™ bijekci6 fligg ¢ valasztasatol, tehdt nem kanon-
ikus. Mésrészt ha (U, p) és (V, 1) két z-beli térkép, akkor a kétféle azonositds
o~ 0-beli derivaltjdban tér el egymastol, tehat specidlisan linedris. Eszerint
van egy kitiintetett valés vektortér struktiara a T, M halmazon, amivel a fenti
modon kapott bijekcidk linearisak.

Ha f: M — R differencidlhat6 leképezés, v x-beli gérbe, akkor f o~ 0-beli
derivéltja csak [v],-tél fiigg. Ezt a tobbvdltozds analizis mintdjara az f irdny-
menti derivaltjanak nevezziik. Eszerint egy v € T, M érintévektor meghataroz
egy v : C°(M) — R leképezést. Konnyen lathat6, hogy ez a leképezés a-beli de-
rivicid, azaz linearis és teljesiti a Leibniz-szabdlyt: v(fg) = v(f)g(z)+ f(z)v(g).
Az érintOteret ezen az tton is definidlhattuk volna, vagyis az x-beli derivacidk
tereként, mivel minden ilyen el6all a fenti médon alkalmas v goérbével.

Ez az interpretaciéo motivalja a kovetkezd definicidt és jeloléseket.

B.1.7. Definicid. Legyen p € M, (U, ) p-beli térkép, ¢ : U — R™. Jelolje a; =
pr, o az i-edik koordinatafiiggvényt. Legyen e; az i-edik standard bazisvektor.
Ekkor B%i jeloli a v, ekvivalenciaosztalyat T, M-ben.

A definicidk alapjan
0

aixl(l‘]) = (5” (BQ)

Azonban a latszat ellenére 8%1- nem csak az x; koordinatafiiggvénytél fiigg.

Egy harmadik lehetséges definiciéhoz juthatunk az C°°(M) algebrai tula-
jdonsagait hasznalva. Legyen ugyanis I, azon f € C* figgvények halmaza,
amelyekre f(z) = 0. Ekkor I, idedl, és az I, /I? vektortér dudlisa azonosithaté
a T, M térrel.

B.1.8. Definicié. Legyen M, N két sokasig, f € C*(M,N). Ha z € M,
akkor az f x-beli érintdleképezése alatt azt a T, f : T, M — Ty N leképezést
értjiik, ami a ~y a-beli gorbe ekvivalenciaosztélyat f oy f(z)-beli gorbe ekviva-
lenciaosztalyaba képezi.
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Az érintéleképezés jol definialt és linedris.

B.1.9. Definicié. Legyen M, N két sokasdg, f € C*°(M,N). n € N f-nek
requldris értéke, ha VYm € f~1(n) esetén T, f sziirjektiv.

B.1.10. Allitas. Ha n az f: M — N requldris értéke, akkor f~l(n) rész-
sokasdg, kodimenzdja megegyezik N (n-beli) dimenzidjdval.

B.1.11. Példa. Ezen &llitas segitségével is lathatjuk, hogy S™ n dimenzids
sokasag. Legyen ugyanis f : R"™1 — R az

flxy,...,zp) =22 4+ + 22 (B.3)
formuléval megadva, ekkor 1 az f-nek regularis értéke.

B.1.12. Tétel (Sard). Egy f: M — N leképezés requldris értékeinek halmaza
stiri.

B.2. Vektornyalabok

Fontos kiilonbség a tobbvaltozds analizishez képest az, hogy a kiilonb6zo
pontokban definidlt érintéterek kozott nincs kitiintetett leképezés, azaz kiilon-
b6z6 pontbeli érintévektorokat nem tudunk 6sszehasonlitani. Koériiltekintéen
kell tehat eljarnunk, ha a sokasdgokon vektormezoket szeretnénk értelmezni.
Ebben a szakaszban ezt valamivel dltalanosabban tessziik meg, a vektornyaldbok
és szeléseik fogalman keresztiil. Egy vektornyaldbra informalisan gy gondol-
hatunk, hogy a sokasidg minden pontjahoz roégzitiink egy vektorteret, egy vek-
tornyalab szelése pedig egy olyan leképezés, ami a sokasadg minden pontjahoz az
adott pont feletti vektortér egy elemét rendeli. Mindezt olyan médon szeretnénk
definialni, hogy értelmes legyen a szelés differencidlhatésagarol beszélni.

B.2.1. Definicié. 7 : E — M k-rangid (sima) vektornyaldb M felett, ha E,
M sima sokasdg, 7 sima sziirjekcid, és 1étezik U = {U;}icr nyilt fedése M-
nek és ¢; : 7Y (U;) — U; x R¥ diffeomorfizmusok, amire Vo € U;,v € R¥ :
(mrop; ) (w,v) =xéshai,j€l,zcp;(n (U NUj;)), akkor ¢; o cp;l|{m}X]Rk
linearis.

Itt F neve totdlis tér, M pedig a bdzis.

A 7 : E — M vektornyaldb z € M feletti fibruma az E, := 7! (x) halmaz,
ezen van egy kanonikus vektortér-struktuira.

Egy & : M — FE sima leképezés a w: E — M vektornyaldb szelése, ha mo& =
idps. Ezek halmazat I'(E) jeloli.

Ha w1 : By — M és my : o — M két vektornyalab, akkor egy f : F1 — FEo
sima leképezés vektornyaldb-leképezés, ha Vo € M : mo(f(n7 ({z}))) = {z} és
fﬂ_l—l( = linedris. Az invertdlhaté vektornyaldb-leképezéseket izomorfizmusnak
nevezzik, két vektornyalab izomorf, ha van kozottik izomorfizmus.

A definiciéban szereplé tulajdonsagu U nyilt fedéseket a ¢; diffeomorfizmu-
sokkal egyiitt a vektornyalab egy lokdlis trivializdacicjinak nevezzik.

Egy vektornyaldbot gy tudunk megadni (izomorfizmus erejéig), ha egy
kivalasztjuk M egy alkalmas nyilt fedését, majd megadjuk a ¢; o gpj_l attérési
fliggvényeket.

A vektornyaldbokra gyakran a totélis tér szimbdéluméaval hivatkozunk.
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Egy M feletti vektornyaldb szelései C*° (M) feletti modulust alkotnak a pon-
tonkénti Gsszeaddasra és szorzasra nézve.

B.2.2. Példa. Egy vektortér tekintheté az egy pontbdl all6 sokasag feletti
vektornyalabnak.

Ha M sokasig, k € N, akkor az €, : M x R¥ — M projekcié vektornyaldb,
ez az M feletti k rangu trividlis vektornyaldb.

A 7 vektornyalab egy szelése gy is felfoghatd, mint egy vektornyaldb-leképezés
€1 és m kozott. €1 szelései C°°(M) elemeivel azonosithatdak.

Legyen M = S* = {(cos a, sin a)|a € R}, E = {(cos a, sin a, bcos(a/2), bsin(a/2))|a, B € R}
és Mob : E — M az els6 két koordinatara valé projekcié. Ekkor M6b nemtriv-
idlis 1-rangi vektornyaldb S* felett, neve Mobius-nyaldb.

B.2.3. Definicié. Legyen 7w : E — M vektornyalab, N sokasig, f : N — M
sima leképezés. Ekkor

f*E={(n,v) € N x E|f(n) =7(v)} (B.4)

a visszahuzott nyaldd teljes tere, ez vektornyaldb az (n,v) — n projekcival. Ha
£ eT(E), akkor (f*€)(n) = £(f(n)) a visszahtzott szelés, ez az f*E egy szelése.

A linedris algebraban vektorterekbdl jjakat konstrualhatunk miiveletek segit-
ségével, példaul két vektortér direkt Osszegét, tenzorszorzatat, vagy egy vek-
tortér dualisat. Ezek a mﬁveletekﬂ kiterjeszthet6ek vektornyalabokra is olyan
moédon, hogy pontonként a vektortereken értelmezett miiveleteket kapjuk.

B.2.4. Definicié. Legyenek m : By — M és my : E5 — M vektornyalabok,
és valasszunk olyan U nyilt fedést, aminek elemei felett mar mindkét nyalab triv-
idlis. Ekkor az F1 @ Eo := {(v1,v2) € E1 X Ea|m(v1) = ma(vg)} sokasdga m : (v1,v2) — m1(v1)
leképezéssel vektornyalab, az E1 és az FEo direkt dsszege.
Hasonlbéan definialjuk vektornyaldbok tenzorszorzatdit (Eq ® Es), dudlisdt
(E*) és kiilsé hatvdnyait (A"(F)).

Ha f1 € T'(F1), fo € T'(Es), akkor f1 ® f2 a T'(F1 ® E3) azon elemét jeloli,
aminek értéke az x pontban fi(z) ® fo(x) (tehdt nem I'(E;) ® T'(E;) elemel).
Altaldban a szelések kozotti miiveleteket ehhez hasonléan pontonként értelmez-
ziik.

B.2.5. Példa. €k D €y ™ €k tko-

Mob @& M6b =~ es.

Hom(FE1, Ey) = Ef®FE, szeléseit azonosithatjuk az f : By — Ea vektornyaldb-
leképezésekkel. Eszerint ezek is modulust alkotnak C'*° (M) felett.

A sokasdgon valé differencidlds és integralds szempontjabdl kiemelt jelen-
t6sége van az érintévektorokbdl all6 nyaldbnak és az abbdl szarmaztatott nyalabok-
nak.

B.2.6. Definicié. Legyen M n dimenzids sokasag, ekkor a

T™ = | T.M = {(z,v)|x € M,v € T, M} (B.5)
xeM

2 Pontosabban: ha F' : FinVect” x (FinVect°?)* — FinVect olyan funktor, amely a
Hom-vektortereken sima fiiggvényeket ad meg, akkor a 7; : E; - M (i =1,2,...,r + s) vek-
tornyalabokbdl konstrudlhatunk egy = : E — M vektornyaldbot, amelynek z feletti fibruma
természetesen izomorf az F((E1)q, ..., (Erts)s) vektortérrel.
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halmazon van egy 7as : TM — M kanonikus projekcié. Ha (U, ¢) térkép, akkor
tekinthetjiik azt a 7,,' (U) — U x R" leképezést, ami szerint (z, [v],) képe (z,v),
ahol p
v=Sp0(t) . (B.6)

Az igy kapott leképezésekkel 75y : TM — M vektornyaldb, az M sokasig
érintonyaldbja.

Az érintényalab szeléseit vektormezdknek nevezzik.

T*M := (TM)* az M sokasig koérintényaldbja, TT M = (T*M)®" @ (T M)**
az (r, s)-rendl tenzornyaldb.

Az M n dimenziés sokasag kiilsé algebra-nyaldbja

n
A*T*M = A" T*M. (B.7)
r=0

Ennek szeléseit differencidlformdknak nevezziik, A" T* M szelései az r-formdk.

M érintényaldbjanak rangja megegyezik a sokasig dimenzidjaval.

Ha X € T'(TM), f € C®°(M), akkor X(f) : © — X(x)(f) is sima fug-
gvény. A vektormezdket igy C°(M) — C°(M) linearis leképezésekként is
felfoghatjuk. Belathato, hogy ha X és Y két vektormezd, akkor a kommuta-
toruk is vektormezd. Ezt [X, Y] jeloli, tehat [X,Y](f) = X (Y (f)) — Y(X(f)).
Ezzel a miivelettel I'(T' M) Lie-algebra.

Ha f € C>(M, N), akkor meghatdroz egy T'f : TM — TN leképezést olyan
médon, hogy (T'f)(xz,v) = (f(z), Tef(v)). Ez az f érintbleképezése.

B.2.7. Allitas. Ha f € C>®(M,N), akkor Tf : TM — TN wvektornyaldb-
leképezés. Tovdbbd a kovetkezok igazak:

1. Tidpy = idyras
2. Ha f diffeomorfizmus, akkor Tf~! = (Tf)~L.
3. Ha g € C*°(N, L), akkor T(go f) = (Tg) o (Tf)

Ha V vektorér, akkor A" V* elemeit V" — R fliggvényekként is felfoghatjuk.
Ezt pontonként is megtehetjiik, tehdt A" T* M egy szelésébe behelyettesithetiink
r darab vektormezét. Az eredmény egy sima fiiggvény, ami multilinedrisan és
alternalé modon fiigg az argumentumoktol. A kiilsé formékon értelmezhetjiik a

kiilsd szorzast, ha o r-forma és 8 s-forma, ey, ..., e,4s vektormezdk, akkor
1 .

(a/\ﬂ)(ela EEEE er—i—s) = @ Z Slgn(o—)a(ea(l)a BERE) ea(r))ﬂ(eo(r-‘rl)a BERE) eo’(r—i-s))a
e OCESrts

(B.8)
ezzel T'(A® T* M) fokszdmozott algebra, és a A B = (=1)"*B A a.

B.2.8. Tétel. Létezik egyetlen olyan d : T(A*T*M) — T(A*T*M) linedris
leképezés, amire a kovetkezok teljestilnek:

1. d(a A B) = (da) A B+ (—1)%e2q A (dB)
2. Ha f € C®°(M) =T(A°T*M), akkor df(X) = X(f).



B. FUGGELEK. DIFFERENCIALGEOMETRIAI ALAPOK 51

3. dod=0
4. Minden nyilt U halmazra d(a|y) = (do)|u.
A tételben szerepl6 d leképezést kiilsé derivdldsnak nevezzik.

B.2.9. Példa. Ha M = R, akkor egy f : R — R fliggvény kiils§ derivaltja
df = ' - d(idg).

Sokasagok kozotti sima leképezések mentén a formakat vissza lehet hizni:

B.2.10. Allitas. Ha f € C®(M,N), akkor az f* : T(A*T*N) — T'(A* T*M),
(f* )|z (v) = al p(2)(Te f(v)) leképezés algebra-homomorfizmus és f*(da) = d(f*a).

Ez az allitds a szdmoldsok szempontjabol is lényeges: ha (U, ¢) térkép, akkor
a dz; = d(p*pr;) (lokdlisan értelmezett) 1-formak minden = € U pontban T M
egy bazisat alkotjak.

B.2.11. Definicié. Az olyan « differencidlformakat, amelyekre da = 0 zdrt
formdknak, a dp alakiakat egzakt formdknak nevezziik.

Egy egzakt forma mindig zart (mivel dod = 0), de forditva ez ltaldban nem
igaz. A zart r-formak terének az egzakt r-formak terével vett hanyadosa az M
sokasag r-edik de Rham-kohomoldgia csoportja, jelolése Hip (M).

B.2.12. Példa. Ha f : S' — R? a standard bedgyazis, z,y : R> - R a
koordinatafiiggvények, akkor f*(zdy — ydx) zart, de nem egrakt.

B.2.13. Lemma (Poincaré). Ha U C R"™ konvex nyilt halmaz, akkor o €
T(A* T*U) pontosan akkor zdrt, ha egzakt.

B.3. Differencialegyenletek, Lie-derivalt

El6szor az elséredii autoném kozonséges explicit differencidlegyenlet-rendszer
fogalmat szeretnénk sokasagokra altalanositani. R™ esetén tehdt ez azt jelenti,
hogy minden ponthoz megadunk egy vektort, ami az ott haladé megoldasgorbék
érint6je. Ennek differencidlgeometriai megfelel6je a vektormezé lesz, hiszen egy
gorbe adott pontbeli érintdje az ottani érintotér egy vektoraval azonosithatdé.
Mostantol tehat a vektormezokre ugy is gondolunk, mint kézonséges differen-
cialegyenletekre. Ez motivalja a kévetkez6 definiciot.

B.3.1. Definicié. A v: (a,b) > M gorbe az X € T'(T'M) integrdlgorbéje, ha
vt € (a,b) : ¥(t) = (Ty)(1) = X(v(1)).

Lokalisan X : U — U x R",

X(2) = (. Xs (@) 5+ X (o)) (B.9)

és (1) = ((t),- - m(®), ¥() = (V) 11(8) 5% + - + An(t) 32 frhato, igy

a feltétel
Fi(t) = Xi(v(1)), (B.10)

ami valéban egy differencidlegyenlet-rendszer.
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B.3.2. Definicié. Az X vektormezd folyama F : R x M — M, (t,z) — Fi(x),
ha minden © € M esetén t — F}(x) integralgérbe és Fi = idyy.

Altaldban egy vektormezének nem feltétleniil létezik folyama. Létezik viszont
lokdlis folyam, vagyis minden x € M ponthoz U C M koérnyezet és € > 0, amire
a fentihez hasonlé tulajdonsdgi F : (—g,e) x U — M fliggvény értelmezhetd
(ez a Picard-Lindelof-tétel kovetkezménye). Ha F az egész R x M halmazon
értelmezett, akkor azt mondjuk, hogy X teljes. Ilyenkor ¢ — F; diffeomorfizmu-
sok egyparaméteres csoportja.

B.3.3. Allitas. Ha X kompakt tartéji vektormezé, akkor teljes.

Egy diffeomorfizmus szerint tetszéleges (r, s)-rendii tenzormez6t vissza lehet
hizni, differencidlformak esetén ez a korabban megismert visszahtizassal egyezik
meg. Ennek segitségével definidlhatjuk tenzormezdk egy adott vektormezé szer-
inti Lie-derivaltjat, ami az irdnymenti derivalt altalanositasa.

B.3.4. Definicié. Ha A € T'(T7 M), akkor

LxA= LEra (B.11)
a7,

az A Lie-derivdltja X mentén, ahol F' az X folyama.

Ha nem létezik folyam, akkor is lehet Lie-derivaltat definidlni lokélis folyamok
segitségével.

A Lie-derivalas a tenzormezok algebrajan derivacio, fiiggvényeken pedig az
irdnymenti derivalttal egyezik meg:

B.3.5. Allitas. Legyen X € I'(TM). Ekkor
1. Ha f € C*(M), akkor Lx f = df(X).
2. Lx(f®g)=(Lxf)@g+ fo(Lxg)

A differencialformak Lie-derivaltjaival valé szdmoldst megkonnyiti néhiny
azonossag. Ezek felirdsdhoz (is) érdemes bevezetni a kovetkezd jelolést:

B.3.6. Definici6. Ha X € I'(TM), akkor vx : T(A*T*M) — T'(A*T*M) az
az egyértelmi linearis leképezés, amire a kovetkezdk telejsiilnek:

1. Ha o € T(T* M), akkor txa = a(X).
2. Haa € T(A"T*M), akkor tx(a A B) = (txa) AB+ (=1)"a A (txf).

B.3.7. Allitas. Legyen X,Y € T(TM), «,f homogén differencidlformdk, f
0-forma. Ekkor

1. ix(aAB) = (txa) A B+ (—1)%e> A (1x3)
tixo= fixa
wxdf =Lxf

Lxa=i1xda+dixa

AR N

Lixa=fLxa+ (df)Nixa
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6. ,C[X7y]04 = ,CX,CyCv — ,Cyﬁxa
7. ,CX da = dL:Xa
8. xyio = Lxiya— Lytxa

B.3.8. Definicié. Legyen X € I'(T'M). Egy a € T'(A®* T* M) elem X -invaridns
forma, ha Lxa = 0.

A Lie-derivalt definicidja alapjan tehat ha o X-invaridns és F' X folyama,
akkor Fao = o minden ¢ € R esetén (ahol 1étezik).

B.3.9. Allitas. Az X -invaridns formdk [(A® T*M) részalgebrdjat alkotjdk, és
ha o X -invarians, akkor da és txa is az.

Egy sokasdgon értelmezhetiink magasabbrendii differencialegyenleteket is.
Ha v : R — M gorbe, akkor TTy : TTR — TTM lokalis koordinatakban elsé
és masodik derivaltakat tartalmaz. Viszont dim7T7TM = 2dimTM = 4dim M
miatt a komponensek nem fiiggetlenek egymastél: meg lehet gondolni, hogy az
els6 derivaltak kétszer szerepelnek. Ezzel 6sszhangban az M feletti masodrendi
differencidlegyenletek specialis vektormezok a T'M sokasagon.

B.3.10. Definicié. X € I'(TTM) mdsodrendd differencidlegyenlet M felett,
ha TTM' oX = idTM.

v : (a,b) = M a mésodrend(i egyenlet integrdlgorbéje, ha létezik olyan c :
(a,b) = T'M gorbe, ami X integralgorbéje és v = 71 o c.

Erdemes megnézni a definfciéban szerepls objektumok lokélis alakjat is. Ha
UCR"™ akkor TU =U xR" és TTU = U x R™ x R" x R", igy

v UXR" = U (u,v) = u (B.12)
Try :UXRY xR xR® 5 U xR"  (u,0,1,) — (u, @) (B.13)
X:UxR"=>UxR"xR"xR* (u,v) = (u,v,v,2(u,v)) (B.14)
v:(a,b) = U t— (1) (B.15)
c:(a,b) > U xR" t— (y(t),%(t)) (B.16)
¢:(a,b) > U xR* xR" x R" t— (v(6),4(t),7(t),5())  (B.17)

A ¢(t) = X(c(t)) feltétel tehat éppen a 4(t) = x(y(t),¥(t)) mésodrendii differ-
encidlegyenlet teljesiilését jelenti.

B.4. Konnexidok

Egy vektornyaldb szelései differencialhat6 fiiggvények, de eddig nem volt
arrol sz, hogy mit értiink egy szelés derivaltja alatt. A tobbvaltozos analizis-
ben, tehat a pr; : R” x R¥ — R™ nyaldbon értelmes irdnymenti derivaltakrél
beszélni, ezt komponensenként értelmezhetjitk. Egy tetszOleges 7 : E — M
nyaldbon erre altalaban nincs lehet6ség. Ha példaul lokélis trivializaciok segit-
ségével probaljuk a definiciét kiterjeszteni, akkor az jelenti a problémat, hogy az
eredmény fiigg a trivializaci6 valasztasatol. A megoldast egy tovabbi geometriai
objektum, a konnexié bevezetése jelenti.
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B.4.1. Definicié. Legyen 7 : E — M sima vektornyaldb. Egy V : I'(E) —
I(T*M ® E) leképezés konnexid, ha R-linedris és teljesiil rd a

V(f§) =df @ £+ f(VE) (B.18)

Leibniz-szabdly, ahol f € C°(N) és £ € T'(E). V& a € szelés kovarians derivdltja.

Ha X € T'(TM), akkor a & szelés X irdnyd kovaridns derivdltja Vx& =
V¢ - X, ahol a - az 1-forma és a vektor kozotti pontonkénti péarositést jelenti
tenzorszorozva E megfelel6 fibrumanak identitasaval.

Lokalisan, tehat egy UxR* — U alaki vektornyaldbon (U C R™) valaszthatunk
egy konnexiot azzal, hogy megadjuk a standard bazisvektoroknak megfelel6 kon-
stans szelések kovaridns derivaltjait az n koordindtairdnyban. Ez nk? tetszélege-
sen valasztott sima fiiggvényt jelent.

Egy vektornyalabon t6bb konnexiét is talalhatunk, és altalaban nincs k6zot-
titk kitiintetett. Viszont barmely két konnexié kiilénbsége mar C'°° (N )-linearis,
igy azonosithaté T*M ® End(E) egy szelésével.

B.4.2. Allitas. Egy r : E — M vektornyaldbon a konnexzidk affin teret alkotnak
I(T*M ® End(E)) felett.

B.4.3. Allitas. Legyen V egy konnexid a w: E — M vektornyaldbon. Ekkor V
egyértelmiien kiterjeszthetd egy olyan dy : T(A*T*M @ E) — T'(A*T*M ® E)
leképezéssé, ami R-linedris és teljesiti a

V(ie®§) =da®{+ (1) A (VE) (B.19)
Leibniz-szabdlyt, ahol o homogén differencidlforma.

B.4.4. Allitas. Ha V konnezid a m: E — M vektornyaldbon, akkor dy o dy
linedris C™(N) felett, és igy taldlhaté egy egyértelmd Fy € T(A* T* M®End(E))
szelés, amire dy dv& = Fy A&, ahol a szorzds az ékszorzads és a kiértékelés ten-
zorszorzatdt jelenti.

B.4.5. Allitas. Ha V konnexié a m: E — M vektornyaldbon, N sokasdg és
f i N — M sima leképezés, akkor létezik eqy egyértelmi f*V konnexio az f*E
visszahidzott nyaldbon, amire minden & € T'(E) esetén (f*V)(f*€) = f*(VE)
teljestil.

Vegyiik észre, hogy ez a karakterizal6 tulajdonsag kozvetleniil nem adja meg
[*E Osszes szelésének kovaridns derivaltjat, csak azokét, amelyek F szeléseinek
visszahtzdsaval el6allnak. Példaul ha M egy pontbdl all, akkor a feltétel azt
jelenti, hogy N x E konstans szeléseinek 0 a kovaridns derivéltja, ez csak a
komponensenkénti kiilsé derivalasra teljesiil.

Ha w1 : By — M és mo : Es — M két vektornyaldb és rajtuk Vi, Vs, egy-
egy konnexid, akkor megadhatunk az F1 ® Es vektornyaldbon egy V konnexiot,
amelyre & € T'(Fy), & € T'(E2) esetén

V(& ®&) = (V&) @&+ & @ (VE) (B.20)

teljesiil.
Specidlisan ha egy vektornyaldbon adott egy konnexid, akkor annak ten-
zorhatvényain is indukalédik egy. Hasonlé médon egy V : T'(F) - T(T*"M ® E)
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konnexi6 indukal egy V konnexiét az E* dudlis nyaldbon is, amelyre £ € T'(E),
p € I'(E*) esetén
d(e-&) = (Vo) - £+ ¢ (VE) (B.21)

teljesiil. Az egyszeriiség kedvéért ugyanazzal a szimbélummal szokas jelolni
az E®" @ (E*)®% alakt nyaldbokon ilyen médon indukalt konnexiékat, mint
az eredeti E vektornyalabon adott konnexiét.

B.5. Riemann-sokasagok

B.5.1. Definicié. Egy M sokasdgon Riemann-metrikinak neveziink egy g €
I(T*M ® T*M) szelést, ha minden pontban szimmetrikus és pozitiv definit.
Az (M, g) part ilyenkor Riemann-sokasdgnak nevezziik.

Ha pozitiv definit helyett tetsz6leges nemelfajulé értékeket is megengediink,
akkor pszeudo-Riemann-metrikdrol és pszeudo-Riemann-sokasdgrol beszélink.

Gyakran azt is mondjuk, hogy M (pszeudo-)Riemann-sokasig, ha adott rajta
egy Riemann-metrika. Egységosztas segitségével belathato, hogy minden sokasa-
gon létezik Riemann-metrika. Ha M pszeudo-Riemann-sokasag, N sokasig és
f+ N — M immerzi6 (azaz T'f injektiv), akkor megadhaté N felett egy f*g
pszeudo-Riemann-metrika

(f*9)(v,w) = g(T'f(v), T f(w)) (B.22)
mobdon.

B.5.2. Példa. Ha V euklideszi tér, TV = V x V, akkor (z,v), (z,w) € TV
esetén legyen g, (v, w) = (v,w). Ezzel (V, g) Riemann-sokasig.

Ha i : S™ — R"! a bedgyazas, R"t! a szokdsos skaldrszorzattal ellatva
Riemann-sokasag, i*g a kerek Riemann-metrika.

Ha x4, ..., z, lokalis koordinadtédkat vilasztunk, akkor g megadhat6é kompo-
nensfiggvények segitségével:
o 0
i () = ga — . B.23
5(0) = s (5= 5 (8.23)

Ha a (g;;) értékeket egy matrix elemeinek tekintjiik, akkor az inverz métrix
elemeit szokasosan g/ jeldli.

Alapvetd tulajdonsiga a pszeudo-Riemann-metrikdknak, hogy kitiintetnek
egy egyértelmiien meghatarozott konnexiét az érintényalabon.

B.5.3. Tétel. Legyen (M,g) pszeudo-Riemann-sokasdg. Ekkor létezik egyetlen
V konnexio a TM vektornyalabon, amire

Vg=0 (B.24)
és
VxY - VyX =[X,Y] (B.25)

teljesiil tetszbleges X, Y € T(TM) esetén.
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A tételben szerepl6 konnexié a pszeudo-Riemann-sokasag Levi- Civita-konnezidja.
Ha lokalis koordindtakat valasztunk, akkor azok meghatarozzak minden pont-
ban az érint6- és koérintotér egy-egy bazisat, amelyek szelésekké allnak Ossze.
A konnexiét jellemzi az ezen szelésekbél képzett kovaridns derivaltak értéke. A
komponensfiiggvények szokasos jel6lése F; %> ahol

0 "0
=)= L —. B.26
Voroe (1) = Tk (820

A F;- i, fiiggvényeket a konnexié Christoffel-szimbolumainak nevezziik. A pszeudo-
Riemann-metrika komponensfiiggvényeibdl a Christoffel-szimbdélumokat a kovetkezo
moédon szamithatjuk ki:

n

I (z) = %Zgh’“(x) (aggi(_x) + 896"2@ - 898’;?)) . (B.27)
h=1 ‘ J

B.5.4. Definicié. Legyen (M, g) pszeudo-Riemann-sokasig. Egy v : (a,b) —
M gorbe geodetikus, ha
(V)5 =0, (B.28)

ahol 4 a v*T'M azon szelését jeloli, amire (t) = (Tyy)(1).

Lokélis koordindtékat valasztva egy v(t) = (71(¢), - .., (t)) gérbe pontosan
akkor geodetikus, ha teljesiilnek ra a

Hi() + > T (v ()35 () () (B.29)
Gk=1

geodetikus egyenletek (i =1,...,n).



C. fiiggelék

Lie-csoportok

C.1. Lie-csoportok

C.1.1. Definicié. Egy G sima sokasdg Lie-csoport, ha adott rajta egy olyan
(-, e, ~1) csoportstruktira, amire - : G x G — G : (g,h = g-h) és 71 : G — G :
g — g~ ! sima leképezések.
Hag € G,akkoraz L, : G — G : h+— gh leképezést baleltoldsnak, az Ry : G — G : h — hg
leképezést jobbeltoldsnak nevezziik.
X € I(TG) balinvaridns, ha minden g, h € G esetén Tj, Ly X (h) = X (gh).
Egy leképezés két Lie-csoport kozott Lie-csoport homomorfizmus, ha sima
és csoporthomomorfizmus.
Ha G Lie-csoport, H < G Lie-részcsoport, ha részcsoport és részsokasag.

A kovetkezd allitas segitségével sok fontos csoportrdl lathatjuk, hogy Lie-
csoportok, koztiitk az ortogonalis, szimplektikus, unitér csoportokrol.

C.1.2. Allitas. Ha G Lie-csoport, H < G zdrt vagy nyilt részcsoport, akkor
Lie-részcsoport.

C.1.3. Példa. Ha V véges dimenziés vektortér, akkor GL(V), a V — V in-
vertalhatd linedris leképezések csoportja Lie-csoport, mivel End (V') nyilt részhal-
maza (tehdt sokasdg), és a szorzds és inverz miiveletek raciondlis tortfiiggvényekkel
kifejezhetdek (tehét differencidlhatéak). Ebben az 1 determindnst leképezések
zart részcsoportot alkotnak, ez SL(V).

Ha V-n adott egy (-,-) : V x V — R skaldris szorzas, akkor O(V) =
{4 € GL(V)|Vu,v € V : (u,v) = (Au, Av)} < GL(V) zart részcsoport. Ugyani-
gy zért részesoport SO(V) = SL(V) N O(V).

A balinvaridns vektormezék Lie-részalgebrat alkotnak az Osszes sima vek-
tormez6k kozott. Masrészt megadhatd egy linedris bijekcié a balinvarians vek-
tormezdk és T, G kozott, ami az X vektormez6hoz az X (e) elemet rendeli. Az
inverz leképezés a § € T.G vektorhoz az X¢(g) = TeLy(€) képlettel adott vek-
tormezét rendeli. Igy T, G is ellathaté Lie-algebra struktiréval.

C.1.4. Definicié. T.G a fenti Lie-algebra strukturdaval a G Lie-csoport Lie-
algebrdja.

C.1.5. Allitas. Ha G, H két Lie-csoport, ¢ : G — H homomorfizmus, akkor
T.p Lie-algebra homomorfizmus.

57
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Minden balinvarians vektormezo teljes. Az egységelemtél induld integralgor-
bék segitségével definidlhatunk egy leképezést a Lie-algebrabol a Lie-csoportba.

C.1.6. Definici6é. Legyen ¢ € T, G, és F az X vektormez6 folyama, exp ¢ :=
Fi(e). Az igy definiélt exp : T.G — G leképezés neve exponencidlis leképezés.

Az exponencidlis leképezés derivéaltja O-ban idr ¢, tehat 0 egy kornyezetében
diffeomorfizmus.

Ha ¢ € T, G, akkor t — exp(t&) egyparaméteres részcsoport, azaz Lie-csoport
homomorfizmus R additiv csoportjabol a G csoportba.

Ha g € G, akkor v, : G — G legyen a v,4(h) := ghg™! formuldval adott
leképezés, azaz a g-vel valé konjugélas. Ez Lie-csoport homomorfizmus.

C.1.7. Definicié. Legyen Ady, = Toy, : TG — T.G. A g — Ad, hozzérendelés
a G adjungalt hatdsa, g — Ad;q a koadjungadlt hatds.

C.1.8. Allitas. Legyen G n dimenzids Lie-csoport. Ekkor létezik pn € T(A" T*G)
balinvaridns térfogat. Barmely két balinvaridns térfogat egymds konstansszorosa.
Ha G kompakt, akkor p jobbinvaridns is.

C.2. Sima csoporthatasok

C.2.1. Definicié. Legyen M sima sokasag, G Lie-csoport. A G egy hatdsa M-n
egy ®: G x M — M leképezés, ami csoporthatds és sima.
A ® hatds proper, ha a (g,x) — (z, ®(g,x)) leképezés proper.

C.2.2. Példa. Legyen F : R x M — M az X teljes vektormezd folyama az M
sokasdgon. Ekkor F' az R additiv csoportjanak hatasa. Minden R-hatéas el6all

18y.

C.2.3. Allitas. Ha a G Lie-csoport szabad és proper médon hat az M sokasd-
gon, akkor M /G elldthatd egy kanonikus sokasdgstruktirdval, és ezzelam : M — M /G
projekcio sima szubmerzio.

C.2.4. Definicié. Ha ® : G x M — M hatés, akkor egy £ € T.G elemhez

tartozé infinitezimdlis generdtor a &

d
x) = —P(ex , X C.
Enm () ar (exp(t€) )t:0 (C.1)

moédon definidlt vektormezd.

C.2.5. Allitas. Legyen ® : G x M — M hatds. Ekkor
1. ha g€ G és§ € T.G, akkor (Adgé)m = ®r &M
2. ha &,n € T.G, akkor [Epr, ) = —[€, ) a-

C.2.6. Allitas. Legyen G Lie-csoport, M és N két sokasdg, ® : G x M — M
és W :G x N — N hatdsok. Ha f : M — N sima ekvivaridns leképezés, akkor
minden £ € T.G esetén Tfo&y =Eno f.

Egy fontos speciélis eset, ha W trividlis hatds, azaz ¥(g,z) = z, akkor T,, f
az m (lokdlis) G-orbitjanak érintéterét 0-ba viszi.
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tenzorszorzat, [1]
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tranzitiv, [40]
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