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Egyenes és szakasz Egyenes

Definicié
Az adott Py ponton athaladé e egyenes iranyvektordnak neveziink minden
olyan v (v # 0) vektort, amely parhuzamos az e egyenessel.

Tétel (Egyenes explicit vektoregyenlete)

A Py(xo, ¥0,20) ponton athaladé, v iranyvektord e egyenes vektoregyenlete
r(t) =ro+tv, —oo<t< oo,

ahol r az e egyenes egy P(x,y,z) pontjanak helyvektora, mig ro a
PO(X07YO,ZO) POnté_

Megjegyzés
A fenti egyenlet vektorait koordinatas alakba irva:

(X,y,Z) = (XOJ/O,ZO) + t(a7 b7 C) - (XO + at,yO -+ bt,ZO -+ Ct)

v
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Egyenes és szakasz Egyenes

Tétel (Egyenes explicit (paraméteres) egyenletrendszere)

Ha a Po(xo0, ¥0,20) pont egy egyenes egyik pontja, iranyvektora pedig
v = (a, b, ¢), akkor az egyenes explicit egyenletrendszere

X = Xxg + at
y =Yyo+ bt
z=2zy+ct

ahol a t paraméter az dsszes valés szamon végigfut.
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Egyenes és szakasz Egyenes

Példa (Egy ponton atmend, adott vektorral parhuzamos egyenes)
Legyen Py(2,—1,3), v = (4,3,0).

Megoldas
x=244t, y=—-1+43t, z=23.

Példa (Két ponton atmend egyenes)
Legyen Po(2,—1,3), P1(6,2,3).

Megoldas

s
PoP1 = (4,3,0).
x=24+4t, y=—-1+43t, z=3.

Wettl Ferenc () Egyenes és sik 2012-09-20 5/ 16



Egyenes és szakasz [ESIEI T

Példa (Szakasz paraméterezése)

Paraméterezziik a Py(2, —1,3), P1(6,2,3) pontokat Gsszekdts szakasz
pontjait.

Megoldas

Az el6z6 példa szerint az egyenes egyenletrendszere:

x=2+4t, y=—1+43t, z=3. At paraméter(i pontot jeldlhetjiik P;-vel,
hisz a P(x,y,z) = (24 4t, —1 4 3t,3) jeléléssel t = 0 esetén épp a Py,

t =1 esetén épp a Py pontot kapjuk. Igy a PoP; szakasz paraméterezése:
x=24+4t, y=-143t, z=3,0<t <1
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Egyenes és szakasz Egyenesvonalii egyenletes mozgas

Példa (Egyenes mentén egyenletesen mozgé pont mozgéasanak leirasa)

A Py(2,—1,3) pontbdl 10 tavolsagegység/idGegység sebességgel az
v = (4,3,0) iranyban haladva, hova jutunk 6 idéegység alatt?

Megoldas
Atirva a vektoregyenletet, annak fizikai értelmezés adhaté:
r(t) =ro+ t|v| ‘V—| = rg + t(sebesség)(mozgasiranyl egységvektor).
v

Most a sebesség = 10, egységvektor = (4/5,3/5,0), hisz |v| = 5.

r(t) = ro + t(sebesség)(mozgésiranyl egységvektor)
=(2,-1,3)+6-10-(4/5,3/5,0) = (50, 35, 3).

(E példaban v nem a sebességvektor, hisz hossza nem 10, a sebességnek
csak az iranyat mutatja.)

v
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Egyenes és szakasz Egyenes és pont tavolsaga

Tétel (Egyenes és pont tavolsaga)

A Q pont és a P ponton atmend v iranyvektorii egyenes tavolsaga:
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Egyenes és szakasz Egyenes és pont tavolsaga

Példa
Mennyi a Q(—3,4,—3) pontésaze: x =1—4t, y =2, z =3t egyenes
tavolsaga?

Megoldas
P(1,2,0), PO = (—3 — 1,4 — 2,3 — 0) = (—4,2, -3),

i j kK
PO xv=|-4 2 —4 =(6,24,8)
4 0 3

(6,24, 8)| = 26, igy

PQ xv|  [(6,24,8) 26

v (-403) 5
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Definicié
Egy n £ 0 vektort az S sik normalvektoranak nevezziik, ha meréleges ra.

v

Tétel (Sik explicit egyenletei)
A Py(xo, ¥, 20) ponton athaladé (rg helyvektort), az u = (u1, up, u3) és
v = (v1, v2, v3) vektorok altal kifeszitett sik
explicit vektoregyenlete: r=rgo+ su-+ tv.
explicit egyenletrendszere: X = Xg + su1 + tvg
Y =yo+tsuw+in
Z = Z9 + Suz + tvs
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SIIQl Sik egyenlete

Tétel (Sik implicit egyenletei)
A Py(xo, ¥, 20) ponton athalads, n = (A, B, C) (n # 0) normalvektora sik

vektoregyenlete: n- PP =0,
alapegyenlete: A(x —x0) + B(y —y) + C(z — z) =0,
altalanos egyenlete: Ax+ By + Cz =D,
) Ax+By+Cz—-D
normalegyenlete: =0,
VA% + B? + C?

ahol P(x,y,z) a sik egy tetsz6leges pontja, és D = Axp + By + Czp.
Normalegyenlet esetén a normalvektor egységvektor.
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Példa (Sik egyenletének felirasa)
Po(1,-2,3), u=(3,0,2), v = (1, -3,0).

Megoldas

Explicit egyenlet és egyenletrendszer:
(x,y,z) =(1,-2,3) +5(3,0,2) + t(1,—3,0)

x=1+4+3s+1t
y=-2-3t
z=3+2s
i ] k
n=uxv=1(3 0 2|=(6,2,-9).
1 -3 0
vektoregyenlet: (6,2,-9)-(x—1,y+2,z—3) =0,
alapegyenlet: 6(x —1)+2(y+2)—9(z—-3) =0,
altalanos egyenlet: 6x + 2y — 9z = —25,
normalegyenlet: % = 1x+ 11)/ % + % =0.
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Példa (Harom ponton atmend sik egyenlete)
P(1,0,0), Q(0,2,0), R(0,0,3).

Megoldas
A normaélvektor

=(6,3,2),

?xﬁ 1
-1

O N -
w o x

igy az alapegyenlet 6(x — 1) +3(y — 0) + 2(2 - 0) =0, az aItaIanos
egyenlet 6x +3y +2z =6, a normalegyenlet X + y + z =0.
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Példa (Két sik metszésvonalanak egyenletrendszere)
S1:2x4+2z2=3,5:3y4+z=5

Megoldas

S; normalvektora: (2,0,1),
S, normalvektora: (0,3,1),

i j k

2 0 1| =(-3,-2,6),

0 31

Kell keresni még egy kdzds pontot, azaz a két egyenletbdl allé
egyenletrendszer egy megoldasat, ami biztosan létezik, ha a két sik nem
parhuzamos. Legyen példaul x = —1, ekkor z =5 és y = 0. Az egyenes
egyenletrendszere: x = —1 — 3t, y = —2t, z =5 + 6t.
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Példa (Sik és egyenes metszéspontja)
S: x+2y4+2z=3,e: x=3—-t, y=242t, z=1.

Megoldas

Behelyettesitjilk az egyenes egy pontjanak koordinatait a sik egyenletébe.
Az egyenes egy pontja: (3 — t,2 + 2t,1), behelyettesitve:
(3—t)+2(2+2t)+2-1=3, azaz t = —2. Innen a kdzds pont:
(5,—2,1). Ellensrzés!
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il G [o:
Példa (Pont és sik tavolsaga)
Q(0,—-1,1), S: x+ 2y + 2z = 3 (normalegyenlete: %x + %y + %z —-1=0).

v

Megoldas
Legyen P az S sik egy tetszSleges pontja, ekkor Q és S tavolsaga:

’@."
n

ahol n az S sik egy normalvektora. Esetiinkben legyen P(—1,1,1). Igy

(1,2,2)

‘(1,—2,0)- ‘:|—1\:1.

A feladat mindig megoldhaté ugy, hogy a @ pont koordinatait
behelyettesitjiik a sik normalegyenletének bal oldalaba. A kapott érték épp
a tavolsag. (Az elgjel azt jelzi, hogy a pont a sik melyik oldalan van.)

Lo+2 (-)+32-1-1=-1.
v
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