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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma Atlagsebesség és pillanatnyi sebesség
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma Atlagsebesség és pillanatnyi sebesség

Példa (Az atlagsebesség meghatarozasa)

Egy kédarab levalik a sziklarél és a mélybe zuhan. Allapitsuk meg a k&
atlagsebességét a zuhanas masodik masodpercében.

Megoldas
Galileo Galilei (1564-1642) szabadesés torvénye: t id6 alatt megtett at y

y:4,9t2

Atlagsebesség: a megtett Ay tavolsagot elosztjuk a megtételéhez
sziikséges At nagysagi idétartammal.

Ay 4,9-22-49-1°
At 2-1

— 14,70
S
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma Atlagsebesség és pillanatnyi sebesség

Példa (A pillanatnyi sebesség meghatarozasa)

Allapitsuk meg a k& pillanatnyi sebességét a t = 1s és a t = 2s pillanatban.

Megoldas
A k& atlagsebességét egy At hosszsagi [to, to + At] id&intervallumban:

Ay 4,9 (to+ At)> — 4,9 (t)?

At At
At Atlagsebesség [1,1 + At]-ben Atlagsebesség [2,2 + At]-ben
1 14,7 24,5
0,01 9,849 19,649
0,0001 9,8000 19,6000

Ay  4,9(tg+ At)?> —4,9(tg)>  9,8toAt + 4,9(At)?
At At At 9,8to+4,9

A pillanatnyi sebességek to = 1s esetén 9,87, to = 25 esetén 19,67
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma A valtozas atlagos liteme; szel6k

Definicié (Atlagos valtozasi sebesség egy intervallumon)

Az y = f(x) fuggvény atlagos valtozasi sebessége az [x1, x2]
intervallumon:
Ay fl)—fla)  fla+h) —f(x)

Ax Xo — X1 h ’ x70
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma A hatérérték intuitiv fogalma

Tegylik fel, hogy az f(x) fliggvény értelmezve van egy nyilt intervallumon,
amelynek xq eleme, kivéve esetleg magat az xy helyet. Ha az f(x)
fliggvényértékek tetszélegesen kdzel keriilhetnek az L szamhoz, amennyiben
az x értékek eléggé megkozelitik xp-t, akkor azt mondjuk, hogy f az L
szamhoz tart mikézben x tart xg-hoz; ezt gyakran agy fejezziik ki, hogy f
hatarértéke az xp pontban L. Azt, hogy f hatarértéke az xg helyen L, igy
jeloljiik:

lim f(x)=1L

X—X0
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma A hatérérték intuitiv fogalma

Példa (Hatarérték és fiiggvényérték)

Vessiik 0ssze az alabbi harom fliggvény viselkedését az x = 1 pont
kornyezetében.

x2 —

(@) F) =22
x2 -1

(b) g(x) =4 x—1° 7!
1, x=1

Megoldas

Lathatd, hogy limy_1 f(x) = limy_1 g(x) = limy_1 h(x) = 1. Ez a
hatarérték megegyezik h(1) értékével, nem egyezik meg g(1) értékével, f
pedig nincs is értelmezve 1-ben.
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma A hatérérték intuitiv fogalma

y y y
2| 2| 2|
1 1 . 1
| | |
10 1 10 Y 21 0 "
2 _
21 x_ll,x;ﬂ
@ oo =5 () g =1 * © he)=x+1
1, x=1

FIGURE 2.5 The limits of f(x), g(x), and k(x) all equal 2 as x approaches 1. However,
only /(x) has the same function value as its limit at x = 1 (Example 6).
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma A hatérérték intuitiv fogalma

Példa (Az identikus és a konstans fiiggvény hatarértéke)

(a) Ha f az identikus leképezés, azaz minden x-re f(x) = x, akkor
tetszéleges xp esetén

lim f(x) = lim x = xp.
X—Xo X—X0

(b) Ha f konstans fiiggvény, azaz minden x-re f(x) = k, valamely k
szamra, akkor tetszéleges xg esetén

lim f(x)= lim k= k.

X—X0 X—X0

Példaul
limx =3, lim_(4) = lim(4) =4

x—3 x——7 x—2
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma A hatérérték intuitiv fogalma

Példa (Amikor nem létezik hatarérték)
Hogyan viselkednek az alabbi fiiggvények, amikor x — 07
(a) U(x) =

0, x<0

ez az egységugras fliggvén
L x>0 ( gységug ggvény)
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma A hatérérték intuitiv fogalma

y y
_]0, x<0 1=
"1 x=0
1¢
X X

0 0

0, x=0
Y=11
sin g, x> 0
_1h
(a) Unit step function U(x) (b) g(x) ©) f(x)
FIGURE 2.7 None of these functions has a limit as x approaches 0 (Example 9).
15 /71
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma A hatartérték szamitégépes becslése

Példa (A hatartérték becslése korlatozott pontossag esetén)

Vx? 4100 — 10

Hatarozzuk meg a lim
x—0

2
X
pontossaggal szamol6 szamologéppel.

hatarértéket 6 tizedesjegy

Megoldas
Vajon 0,05 vagy 0 vagy egy harmadik szam a hatarérték? (0,05 = 1/20).
X f(x)
+1 0,049876
+0,5 0,049969
b b Lo Z ?
401 0.049999 A hatarérték 0,057
+0,01 0,050000
40,0005 0,000000
40,0001 0,000000
b ) £ 2 Z 7
+£0,00001 0,000000 ( A hatarérték 0
+0,0000001 0,000000
Hatarérték 2006. oktéber 11. 17 / 71
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa

Példa (tetszélegesen kozel — elég kozel)

Legyen y = 2x — 1, xg = 4. Milyen kozel legyenek x értékei 4-hez, hogy az
y = 2x — 1 értékek 7-t8l valé eltérése 2 egységnél kisebb legyen?

Megoldas

x miyen értékei esetén teljesiil az |y — 7| < 2 egyenl6tlenség? Mivel
ly =7 =|(2x — 1) — 7| = |2x — 8|, ezért

|2x — 8| < 2
—2<2x—-8<?2
6<2x—-8<2
3<x<5b
-l<x—-4<1

Ha x és xp = 4 eltérése kisebb, mint 1, akkor y és yg = 7 eltérése kisebb,
mint 2.

y
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa

):
y=2x-1
Upper bound:
y=9
9 T
To satisfy l :
this : :
5 |
: : Lower bound:
I I y=5
I I
I |
|, | .
of 345
/|l e
Restrict
to this

FIGURE 2.12 Keeping x within 1 unit
of xp = 4 will keep y within 2 units of
yo = 7 (Example 1).
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@ Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma

© A hatarérték preciz definicidja és kiszamitasa
@ A hatarérték definicidja

© Kiterjesztések

,Thomas féle Kalkulus 1" cimii kényv ala Hatarérték 2006. oktéber 11. 21/ 71



A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A hatarérték definicidja

Definici6 (Fiiggvény hatarértéke)

Tegyiik fel, hogy az f(x) fliggvény értelmezve van valamely, az xp-t
tartalmazé nyilt intervallum — esetleg xo kivételével — minden pontjaban.
Azt mondjuk, hogy f(x) tart L-hez, amint x tart xp-hoz (f(x) hatarértéke
az xp helyen L), szimbolikusan

lim f(x) =L,

X—X0

ha barmely € > 0 szdamhoz van olyan 6 > 0 szdm, hogy minden x esetén,
ha 0 < |x — x| < 0, akkor |f(x) — L| < €. Formulaval:

Ve>030>0Vx [0<|x—xo| <d=]|f(x)—L|<e].
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A definicié alkalmazasa: identikus és konstans fiiggvény

Példa (Az identikus és a konstans fliggvények hatarértéke)
Igazoljuk, hogy tetszéleges xg esetén (a) lim x = xp, és (b) lim k =k
X—X0

X—X0
(ahol k allando).

Megoldas

(a) Rogzitsiink egy € > 0 szamot. Talalnunk kell egy 6 > 0 szamot,

amelyre teljesiil, hogy 0 < |x — xp| < 0 fennallasabdl [x — xp| < &

kovetkezik. Ez teljesiil, ha § <= e. Ez azt jelenti, hogy lim x = xp.
X—X0

(b) Legyen adott egy € > 0 szam. Olyan J-t kell talalnunk, amelyre
teljesiil, hogy 0 < |x — xg| < d fennallasabdl |k — k| < e kovetkezik. Mivel
azonban k — k = 0, a széban forgé implikacié barmely pozitiv § esetén
igaz. Eszerint tehat lim k = k.

X—X0
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa

A definicié alkalmazasa: identikus és konstans fiiggvény

y
.X0+E y
XO+6 y:k
X0 : k+e
Xg— 90 i k T T ]
| k—e€ : : :
: !
| Pl
| [ P
l x Pl
0 XU—B X0 XO+6 | I |
0 .XO—(S X0 X0+5
FIGURE 2.16 For the function f(x) = x,

we find that 0 < |x — x| < & will
guarantee | f(x) — xp| < € whenever
6 = e (Example 3a).

,Thomas féle Kalkulus 1" cimii kényv ala

FIGURE 2.17 For the function f(x) = k,

we find that | f(x) — k| < e for any

positive § (Example 3b).

Hatarérték
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa Az adott e-hoz tartozé & kiszamitasa

Megjegyzés (Hogyan keressiitk meg az f, L, xp és € > 0 négyesnek
megfelel§ 0-t7)

Azt a 6-t, amelyre tetsz6leges x esetén

0<|x—x0| <0=|f(x)—L|<e.

(1) Az |f(x) — L| < € egyenlétlenség megoldasaval keressiink egy (a, b)
nyilt intervallumot, amelynek minden xg-tdl kiilonbdz8 elemére teljesiil
az egyenl6tlenség.

(2) Adjunk meg egy 6 > 0 szamot, amelyre teljesiil, hogy az xy kdzépponti
(x0 — 0, x0 + 9) nyilt intervallum az (a, b) intervallum belsejébe esik.

v
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa Az adott e-hoz tartozé & kiszamitasa

Példa
Igazoljuk, hogy Iim2 f(x) = 4, amennyiben
X—

X2, x#2

f(x) =
() 1, x=2

Megoldas
Bizonyitandé: barmely e > 0 esetén van olyan § > 0, hogy minden x-re

0<|x—=2|<d=|f(x) -4 <e.
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa Az adott e-hoz tartozé & kiszamitasa

Megoldas (folytatas)

(1) Keresiink egy nyilt intervallumot, amelynek minden xo-tdl kiilonb6z6
elemére teljesiil az |f(x) — 4| < € egyenl6tlenség.

Ix2 —4| <e
—e<x’—4<c¢
b—c<x><b+e

VE—e<|x|<Vbd+e
\/m<x<\/m

(Gyodkvonasnal feltettiik, hogy ¢ < 4.) Tehat ha x € (V4 —e,/4+¢) és
x # 2, akkor |f(x) — 4| < e.

(2) Adjunk meg egy 0 > 0 szamot, melyre

(2-0,240)C (V4 —e,V4+e).

=min{2 — V4 —e,V4+c—2}.

v
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa Az adott e-hoz tartozé & kiszamitasa

FIGURE 2.20 An interval containing
x = 2 so that the function in Example 5
satisfies | f(x) — 4] < €.
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A hatarértékek kiszamitasara vonatkozé tételek
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A hatarértékek kiszamitasara vonatkozé tételek

Tétel (Hatarértékek és algebrai miveletek)

Legyenek L, M, c és k valés szamok. Tegyiik fel, hogy

lim f(x) =Lés lim g(x) =M.

x—c x—c
Ekkor léteznek az alabbi hatarértékek és fennallnak a kovetkezdk.
(1) Osszeg, kiilonbség: )!ian(f(x) +g(x))=L+M,

(2) Szorzat: )!iﬂ:nc(f(x) -g(x))=1L-M,

(3) Konstanssal valé szorzas: lim (k- f(x)) = k- L,

X—C

fix) L )
4) Hanyados: lim —=% = — (amennyiben M # 0),
(4) Hanyados: lim =3 = - (amennyiben M # 0)

(5) Racionalis kitevéji hatvanyozas: Ha r és s relativ prim egész szamok,
tovabba s # 0, akkor lim (f(x))/° = L"/%, feltéve, hogy L"/* valés
X—C

szam (ha s paros, akkor feltessziik, hogy L > 0).

v
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A hatarértékek kiszamitasara vonatkozé tételek

Példa
Igazoljuk, hogy ha lim f(x) =L és lim g(x) = M, akkor
X—C X—C

lim (F(x) + g(x)) = L+ M.

Megoldas

Legyen adva az £ > 0 szam. Meg kell adnunk egy pozitiv 5-t, amelyre
teljesiil, hogy minden x esetén

0<|x—c|<d=|f(x)+g(x)—(L+ M) <e.
A tagokat atrendezve és a haromszog-egyenlétlenséget felhasznalva:

[F(x) +8(x) = (L+ M) = [(f(x) = L) + (g(x) = M)| <
<[F(x) = Ll + lg(x) = M|

v

,Thomas féle Kalkulus 1" cimii kényv ala Hatarérték 2006. oktéber 11. 33/ 71



A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A hatarértékek kiszamitasara vonatkozé tételek

Megoldas (folytatas)

A megadott e-hoz létezik olyan §; > 0 és do, hogy minden x-re

O<|x—c|<d=|f(x)—Ll<e/2,
O0<|x—c|<d=lg(x)—M| <e/2.

Ha 6 = min{d1, 2}, akkor 0 < |[x — ¢| < 4, ésigy |f(x) — L| < &/2, és
lg(x) — M| < e/2. Tehat

) +80) = (L+M)| <5 +5 ==,

ami azt bizonyitja, hogy valéban: lim (f(x) + g(x)) = L+ M.
X—C
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A hatarértékek kiszamitasara vonatkozé tételek

Tétel

Ha P(x) = apx" 4+ ap_1x""1 + ... + ag, akkor

lim P(x) = P(c) = apc" 4 ap_1¢" 1 + ...+ ag.

Tétel
Ha P(x) és Q(x) polinomfiiggvények és Q(c) # 0, akkor
P P
QM) Q) |
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A szendvicstétel — rend8relv — csendérelv

@ Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma

© A hatarérték preciz definicidja és kiszamitasa

@ A szendvicstétel — rend8relv — csendérelv

© Kiterjesztések
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A szendvicstétel — rend8relv — csendérelv

Tétel (Szendvicstétel)

Tegyiik fel, hogy valamely, a ¢ pontot tartalmazé nyilt intervallum minden
(de legalabbis ¢ kivételével minden) x elemére teljesiil g(x) < f(x) < h(x).
Ha ezen feliil

lim g(x) = lim h(x) = L,

X—C X—C

akkor fennall lim f(x) = L is.

X—C

Tétel

Tegyiik fel, hogy valamely, a ¢ pontot tartalmazé nyilt intervallum minden
(de legalabbis c kivételével minden) x elemére teljesiil az f(x) < g(x)
egyenlStlenség. Ha mind az f, mind a g fliggvénynek létezik a hatarértéke,
amint x — ¢, akkor

lim f(x) < lim g(x)

X—C X—C

is fennall.
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A szendvicstétel — rend8relv — csendérelv

Példa (A szendvicstétel alkalmazasa)

Az u(x) figgvényrdl tudjuk, hogy tetszéleges x # 0 esetén

Mit mondhatunk a lim u(x) hatarértékrsl?

x—0

Megoldas

fim (1= (2/4)) = lim (1+ (/2) = 1, gy lim u(x) = 1
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A szendvicstétel — rendérelv — csendérelv

A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa

FIGURE 2.10 Any function u(x)

whose graph lies in the region between
y=1+(x*/2)andy = 1 — (x*/4) has
limit 1 as x — 0 (Example 5).

39 /71
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A szendvicstétel — rend8relv — csendérelv

Példa (A szendvicstétel tovabbi alkalmazasai)

—|9] <sin®? < |9, és lim(—|9|) = |i J|) = ért
(a) ~10] < sin® < [9], es lim (—[9]) = lim (|9]) = 0, ezér

lim sind = 0.
9—0

(b) 0 <1—cos¥ < |V, ezért gimo(l —cos¥) =0, azaz

lim cos9 = 1.

—0

c) Ha lim |f(x)| = 0, akkor lim f(x) = 0. Ugyanis
(<) ! gy
—|f(x)] < f(x) < |f(x)] és lim —|f(x)| = lim |f(x)| = 0.
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A szendvicstétel — rend8relv — csendérelv

y
y=16l
1L y =sin6
|
— 1}<9 -2 -1
-1k y=-l6l (b)
(a)

FIGURE 2.11 The Sandwich Theorem confirms that (a) limg—gsin# = 0 and
(b) limg—o (1 — cos @) = 0 (Example 6).
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@ A végtelen, mint hatarérték
@ Aszimptotak, dominans tagok
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@ Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma

© A hatarérték preciz definicidja és kiszamitasa

© Kiterjesztések
@ Jobb és bal oldali hatarértékek
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GGVl Jobb és bal oldali hatarértékek

Definicié (Jobb és bal oldali hatarérték)

Azt mondjuk, hogy az f(x) fliggvény jobb oldali hatarértéke az xg helyen
az L szam — jeldlése: |im+ f(x) = (x) = L —, ha mindene >0
X—7X0

szamhoz létezik olyan § > 0 szam, amelyre teljesiil, hogy minden x-re

lim f
x—xp+0

xo<x<xp+d=|f(x)—Ll<e

Azt mondjuk, hogy az f(x) fliggvény bal oldali hatarértéke az xp helyen az

L szam — jeldlése: lim f(x) = lim 6 f(x) =L -, ha minden e >0
X=Xy X—X0—

szamhoz létezik olyan § > 0 szdm, amelyre teljesiil, hogy minden x-re

Xo—0<x<xp=|f(x)—L|<e.
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GGVl Jobb és bal oldali hatarértékek

FIGURE 2.21 Different right-hand and
left-hand limits at the origin.
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[QEGESACC I Jobb és bal oldali hatarértékek

3
>

-2 0 2

FIGURE 2.23 lim V4 — x> = 0 and

x—2"
lim2+ \/4 — x? = 0 (Example 1).
x——
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[QEGESACC I Jobb és bal oldali hatarértékek

y =fx)

I | | > x

0 1 2 3 4

FIGURE 2.24  Graph of the function
in Example 2.
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GGVl Jobb és bal oldali hatarértékek

Tétel (Jobb és bal oldali hatarérték és hatarérték kapcsolata)

Az f(x) flggvénynek pontosan akkor létezik a c¢ helyen vett hatarértéke, ha
ugyanitt létezik mind a jobb, mind a bal oldali hatarértéke és ezek
egyenléek:

lim f(x)=L< lim f(x)=L é lim f(x)=L.

X—C x—ct X—C™
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[QEGESACC I Jobb és bal oldali hatarértékek

Tétel (A sin(9)/0 fuggvény hatarértéke)
Ha a ¢} szdget radianban adjuk meg, akkor

. sind
gino g T (1)
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GGVl Jobb és bal oldali hatarértékek

y
T
1
A\P
tan 6
1
sin 6
0 coso = 1
o o A(1,0)
1

FIGURE 2.30 The figure for the proof of
Theorem 7. TA/OA = tan6,but 04 = 1,
so T4 = tan 6.
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Jetith Co el clithlf lparicha
Bizonyitas
Belatjuk: a jobb és a bal oldali hatarérték 1 — kétoldali hatarérték is 1.
1. A jobb oldali hatarérték 1 (¢ < 7/2):

OAP A teriilete < OAP korcikk teriilete < OAT A terilete.

A teriiletek:
Toapn = 5 alap - magassag = 5 1-sind = 5 sin ¥
1 1 9
Toap krcikk = 5 r’od = 5 (1?9 = 5 (2)
1 1
Toarn = 2 alap - magassag = 5 1-tgd = 5tgﬁ

Az egyenl6tlenségbe helyettesitve:

1 1 1
ESiM9< 519< Etgﬁ
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GGVl Jobb és bal oldali hatarértékek
Bizonyitas (folytatas)

1 sind-val osztva (sind > 0):

1< v < 1
sind  cos?
A reciprokokat véve:
1> sind  cosv
) 1
a szendvicstétel alapjan
i sinv 1
im — =
9—0t+ o

2. sind és 9 paratlan fiiggvények — (sin?)/0 paros —

i sin v i sin v
im = |im =
9—0t+ 9—0— U

L,

'y giLno ST =1
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@ Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma

© A hatarérték preciz definicidja és kiszamitasa

© Kiterjesztések

o (Véges) hatarérték a végtelenben
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Definici6é (Hatarérték a végtelenben)

1. Azt mondjuk, hogy az f(x) fliggvény hatarértéke a végtelenben L -
jelolese lim f(x) = L —, ha minden € > 0 szamhoz létezik olyan M,
X—00

amelyre teljesiil, hogy minden x-re
x>M=|f(x)—L|l<e.

2. Azt mondjuk, hogy az f(x) figgvény hatarértéke a negativ
»minusz”) végtelenben L — jeldlése lim f(x) =L —, ha minden € > 0
X——00

szamhoz létezik olyan N, amelyre teljesiil, hogy minden x-re

x<N=|f(x)-Ll<e.

,Thomas féle Kalkulus 1" cimii kényv ala Hatarérték 2006. oktéber 11. 54 /71



Tétel (Végtelenben vett hatarértékek és algebrai miveletek)

Legyenek L, M és k valés szamok. Tegyiik fel, hogy

lim f(x)=Lés lim g(x)=M.

x—+00 x—+to0

Ekkor léteznek az alabbi hatarértékek és fennallnak a kovetkezék.
(1) Osszeg, kiilénbség: Iirﬁ (f(x)tg(x)=LEtM,
(2) Szorzat: |ir£ (f(x)-g(x))=1L-M,

(3) Konstanssal valé szorzas: lim (k- f(x)) = k- L,

X—C

(4) Hanyados: lim ;(x) :% (amennyiben M # 0),

(5) Racionalis kitevgji hatvanyozas: Ha r és s relativ prim egész szamok,
tovabba s # 0, akkor Iirg (f(x))/® = L'/*, feltéve, hogy L'/* valés
X—Z00

szam (ha s paros, akkor feltessziik, hogy L > 0).

v
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GGVl A végtelen, mint hatarérték

@ Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma

© A hatarérték preciz definicidja és kiszamitasa

© Kiterjesztések

@ A végtelen, mint hatarérték
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y

¥y =fx)

=

/ / X

7 .XO—6

FIGURE 2.40 Forxy — 86 <x <xgp + 8,
the graph of f(x) lies above the line y = B.

X0+6
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GGVl A végtelen, mint hatarérték

<

-B

1
Vit
FIGURE 2.41 Forxg — 86 <x < xy + §,

the graph of f(x) lies below the line
y = —B.
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GGVl A végtelen, mint hatarérték

Definicié (Végtelen hatarértékek)

1. Azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény hatarértéke az xp helyen végtelen
(00), szimbolikusan

lim f(x) = oo,
X—X0

ha tetszéleges B szamhoz létezik olyan 6 > 0 szam, amelyre teljesiil, hogy
minden x-re
0<|x—x| <0=f(x)>B.

2. Azt mondjuk, hogy az f(x) fliggvény hatarértéke az xp helyen minusz
végtelen (—o0), szimbolikusan

lim f(x) = —o0,
X—X0

ha tetszéleges B szamhoz létezik olyan § > 0 szam, amelyre teljesiil, hogy
minden x-re

0<|x—x| <0=f(x)<B.
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Példa (A definicié alkalmazasa)

Igazoljuk, hogy Iimo—2 = 0.
x—0 X

Megoldas
Megmutatjuk, hogy

1
VB35 > 0V¥x[0 < |x — xo <6:>;>B]

L > B pontosan akkor, ha x> < £, azaz ha |x| < \F Legyen 6 < 1/v/B,
akkor minden x-re ) 1
x| <0 = 275 > B,

azaz
1
lim — = 0.
x—0 X
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GGVl A végtelen, mint hatarérték

Definici6 (Végtelen hatarértékek a végtelenben)

1. Azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény hatarértéke a végtelenben végtelen
(00), szimbolikusan

lim f(x) = oo,

ha tetszéleges pozitiv B szamhoz létezik olyan M szam, amelyre teljesiil,

hogy minden x-re
x> M= f(x) > B.

2. Azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény hatarértéke a végtelenben minusz

végtelen (—o0), szimbolikusan

lim f(x) = —o0,

ha tetszéleges (7negativ?) B szamhoz létezik olyan M szam, amelyre
teljesiil, hogy minden x-re

x> M= f(x) < B.

4
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@ Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma

© A hatarérték preciz definicidja és kiszamitasa

© Kiterjesztések

@ Aszimptotak, dominans tagok
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Definici6 (Fiiggdleges aszimptota)
Az x = a egyenletii egyenes az y = f(x) fliggvény grafikonjanak fiiggéleges
aszimptotaja, ha

|im+ f(x) = oo vagy ha lim f(x) = +o0

X—a X—a~

Példa

1 1 1
- —, —, tgx, ctgx.
X sInxX  COSX
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y =secx y=tanx

=)
n\lﬁ
3
B
e
3
=Y
To
5
3
(%]
E|

FIGURE 2.45 The graphs of sec x and tan x have infinitely many vertical
asymptotes (Example 7).
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[GGEA Ll Aszimptotak, dominans tagok

y=cscx Y y =cotx

>

1+ 1

S8

FIGURE 2.46 The graphs of csc x and cot x (Example 7).
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Definicié (Vizszintes aszimptota)

Az y = b egyenletii egyenest az y = f(x) fliggvény grafikonja vizszintes
aszimptotajanak nevezziik, ha

lim f(x) =b vagy lim f(x)=b.

X—00

Példa
1 1 x
x" x  |x|
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S G TS Ll
Definicié (Ferde aszimptota (tartalmazza a vizszintest is))

Az y = ax + b egyenletii egyenest az y = f(x) fiiggvény grafikonja ferde
aszimptotajanak nevezziik, ha

lim (f(x) —(ax+ b)) =0 vagy lim (f(x)— (ax+ b)) =0.

X—00 X——00

Megjegyzés

Minden olyan racionalis tortfiiggvény grafikonjanak van ferde aszimpatotéja,
L1zl . s s 2x3_

amelyben a szamlal6 fokszama eggyel nagyobb a nevezéénél (pl. ﬁ)

Az a és b meghatarozhaté az

a= lim @, ésa b= lim (f(x)— ax)
x—00 X X—00
hatarértékek segitségével, ugyanis f(x) — (ax + b) — 0 miatt
@—a—%—»O, azazTX—>a.
Ha f racionalis tortfiiggvény, akkor a polinomosztas hanyadosa épp a ferde
aszimptota egyenletét adja (mindkét végtelenben azonos).

y
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Példa

X3—X

x2 —2x+1

Megoldas

X3—X

x2 —2x+1
y=x42.

=x+2+

2x —

x2 —2x+1

, tehat az aszimptota egyenlete

Megjegyzés

X3—X

A 2
x2 —2x+1 X+at

2x —

x2 —2x+4+1

f(x)~x+2

f(x) =~

2x — 2

x2 —2x+1

, tehat

ha |x| elég nagy, illetve

az 1 kozelében

y
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Példa (Nagy léptékben azonosnak tiing grafikonok)

Legyen f(x) = 3x* — 2x3 + 3x% — 5x + 6 &s g(x) = 3x*. Mutassuk meg,
hogy f és g — bar kisebb szamok esetében jelent&sen eltérnek — elég nagy
abszolut értékii x-ek esetén jé kozelitéssel azonosnak tekinthetsk.

Megoldas
Szamitsuk ki az f és a g fliggvény hanyadosanak hatarértékét x — +oo
esetén:

f(x . 3x4—2x3+3X2—5x—|—6_
x—=+o0 g(X x—+o0 3X4 N

(2,1 5 2
= P _3x+x2_3x3+x4

Elég nagy abszolut értéki x-ek esetén tehat f és g j6 kozelitéssel
azonosnak tekintheté. |
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0 10 20

(a) (b)

FIGURE 2.48 The graphs of f and g, (a) are distinct for |x|small, and (b) nearly
identical for |x|large (Example 9).
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