Tartalomjeqyzék

I. A linedris algebra forrdsai 7

1 Vektorok 11

Vektorok a 2- és 3-dimenzids térben 11

Irdnyitott szakasz, kotott és szabad vektor 11 Vektor magaddasa
egy irdnyitott szakasszal 12 ¢ Vektor megaddsa hossz és irdny
segitségével 13 * Vektormfiveletek a 2- és 3-dimenzids térben 13
e A lineéris kombindci6 definiciéja 15 ¢ Linearis
fuggetlenség 17  Specidlis linedris kombindciok 18

Tdvolsdg, sz0g, orientdcid 21

Skalaris szorzds 21 * Hosszlsag és szog 22

e Pithagorasz-tétel 22 ¢ Két fontos egyenl6tlenség 23

* Egységvektorral val6 szorzas és a merdleges vetités 24

* Merblegesség és orientaci6é 25 ¢ Vektori szorzas 26

¢ Parallelepipedon térfogata, és el6jeles térfogata 29 © Vegyes
szorzat 29

Vektorok koordindtds alakban 32

Descartes-féle koordinatarendszer 32 Miiveletek koordinétas
alakban megadott vektorokkal 33 ¢ A derékszogt
koordindtarendszer 35 ° Az R" halmaz 37 ¢ R" vektorainak
Osszeaddsa és skaldrral szorzdsa 37 ¢ Linedris kombinacio,
linedris fliggetlenség, linedris Osszeftiggtség 39 © Skaldris
szorzéds R"-ben 41 * Tavolsag és szog IR"-ben 42 * Korreldcids
egylitthaté 44 © Bitvektorok 45 ¢ Koédvektorok, kédok 45

o Vektormiiveletek Z/ -ben 46

2 Linedris eqyenletrendszerek és megolddsuk 51

Egyenes és sik egyenletei 51

Alakzatok és egyenletek 51 ¢ Sikbeli egyenes egyenletei 53
e Sikbeli pont egyenletei 56 ¢ A 3-dimenzids tér sikjainak



egyenletei 57 ¢ Térbeli egyenes egyenletei 59 ¢ Térbeli pont
egyenletei 62 ¢ Egyenletek IR"-ben 63

A linedris egyenletrendszer és két modellje 66

Linedris egyenlet és egyenletrendszer 66 ¢ Ekvivalens linearis
egyenletrendszerek 68 ¢ Matrixok 69 ¢ Egyenletrendszer
matrixa és bévitett métrixa 7o ¢ Sormodell: hipersikok
metszete 71 * Oszlopmodell: vektor el6allitasa linedris
kombinéacidként 74

Megoldis kikiiszoboléssel 77

Elemi sormftiveletek 77 ¢ Lépcs6s alak 77 ¢ Gauss-moddszer 78
* Redukdlt 1épcs6s alak 82 ¢ Gauss-—Jordan-moédszer 83 ¢ A
redukalt 1épcsés alak egyértelmiisége 85 © Szimultan
egyenletrendszerek 86 ¢ Kikiiszobolés Zp-ben* 88

Megoldds a gyakorlatban 91

A kikiiszobolés miiveletigénye 91 ® Numerikusan instabil
egyenletrendszerek 91 ¢ Részleges f6elemkivélasztas 93

e Skéldzas 95 e Iterativ modszerek 96 e Jacobi-iterdci6 97
* Gauss—Seidel-iterdci6 98 ¢ Az iterdciok konvergenciaja 99

Irodalomjegyzék 103

Targymutato 105



Listdk

Tételek, dllitdsok, kovetkezmények
1.2. Parallelogramma-médszer . ... ........ 14
1.5. A vektormfiveletek tulajdonsdgai . . . . ... .. 15
1.7. Vektorral parhuzamos vektorok . . . . . ... .. 16
1.8. Két vektorral egy sikba es6 vektorok . . . . . .. 16
1.9. Térbeli vektorok . . . . .. ... ... ... .... 17
1.11. Sikbeli vektor felbontdsa . . . .. ... ... ... 18
1.12. Térbeli vektor felbontdsa . . . . . ... ... ... 18
1.13. Két ponton 4tmend egyenes jellemzése . . . . . 18
1.14. Intervallum pontjainak jellemzése . .. ... .. 19
1.17. Mikor 0 a skaldris szorzat? . . . . ... ... ... 21
1.18. A skaldris szorzas mfiveleti tulajdonsagai . . . . 22
1.19. Pithagordsz-tétel . . ... ... .. ... ... .. 22
1.21. Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenl6tlenség 23
1.22. Haromszog-egyenl6tlenség . . . . ... ... .. 23
1.23. Egységvektorral val6 szorzads geometriai jelentése 24
1.24. Vektor felbontdsa merSleges Osszetevokre . . . . 24
1.29. Mikor 0 a vektori szorzat? . . . . ... ... ... 28
1.30. Vektori szorzat abszolut értékének geometriai
jelentése . . . ... 28
1.31. Vektori szorzas mfiveleti tulajdonsagai . . . . . 28
1.35. Ekvivalenciareldcié . . . . ... .. ... .. ... 31
1.38. Vektormftiveletek koordinatas alakja . . ... .. 34
1.40. Skaléris szorzat ortonormadlt koordinatarend-
szerben . . . . ... L L 35
1.41. Vektori szorzat ortonormadlt koordinatarend-
szerben . . .. ... L L 36
1.44. Az Osszeadds és skalarral szorzas tulajdonsdgai 38
1.46. Linedris fliggetlenség . . . . ... ... ... ... 39
1.47. Linedris osszeftiggbség . . . . . . ... ... ... 41
1.48. A skaldris szorzas tulajdonsédgai . ... ... .. 41
1.51. Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenl6tlenség 43
1.52. Haromszog-egyenl6tlenség R"-ben . . . . . . .. 43
1.53. Skaldris szorzat és abszolut érték R"-ben . . . . 44

2.5. Sikbeli egyenes explicit vektoregyenlete . . . . . 53

2.6.

2.7.

2.8.

2.10.
2.11.
2.12.
2.13.
2.15.
2.16.
2.17.
2.29.
2.34.
2.36.
2.42.
2.50.
2.56.
2.65.

Sikbeli egyenes implicit vektoregyenlete . . . . .
Sikbeli egyenes explicit egyenletrendszere . . . .
Sikbeli egyenes (implicit) egyenlete . . . . . . . .
Sik explicit vektoregyenlete . . . ... ... ...
Sik implicit vektoregyenlete . . . . . .. ... ..
Sik explicit egyenletrendszere . . . . . . ... ..
Sik implicit egyenlete . . . . ... ... ... ...
Térbeli egyenes explicit vektoregyenlete . . . . .
Térbeli egyenes explicit egyenletrendszere

Térbeli egyenes implicit egyenletrendszere . . .
Ekvivalens 4talakitasok . . . ... ... ... ...
Sormodell . .. ........ ... ... ... ...
Oszlopmodell . . ... ...............
Lépcsts alakrahozds . . . . ... ... ... ...
A redukdlt 1épcs6s alak egyértelmé . . . . . . .
A kiktiszobolés mtiveletigénye . . ... ... ..

91

Elégséges feltétel az iteraciok konvergencidjara . 100

Definiciok

1.1.
1.3.
1.4.
1.6.
1.10.
1.15.

1.26.
1.33.

Iranyitott szakasz, kotott vektor . . . . . . .. ..
Vektor. ... ... ... .. ... . . ...
Zérusvektor . . ... ... ... ... ...
Vektorhossza . . ..................
Vektorok szoge . . . ... .. ... .. ... .
Két vektor 0sszege — hdromszogmodszer . . . .
Vektorok kiilonbsége . . . . ... ... ... ...
Vektor szorzésa skaldrral . ... .........
Lineéris kombinécié . ... ............
Vektorok fliggetlensége . . . . . ... ... . ...
Két vektor skaléris szorzata . . ... ... ....
Egységvektor . . ... .......... ... ...
Vektoriszorzat. . . . ... ... ..........
Vegyes szorzat . . . ... ... .. .. .. ..., .
Vektor koordinatas alakja 2D-ben . . . . . .. ..
Vektor koordinatas alakja 3D-ben . . . . ... ..



1.49. Abszolut érték, szog, merblegesség, tavolsdg . . 42
. Korrelacios egytitthaté . . . .. ....... ... 44
154.Kod . ..o oo 46
2.3. Alakzat (implicit) egyenletrendszere . . . . . . . 52
2.4. Alakzat (explicit) egyenletrendszere . . ... .. 53
2.21. Linedris egyenlet . . . . . ... ... ... ..., 66
2.25. Linedris egyenletrendszer . . ... .. ... ... 67
2.26. Linedris egyenletrendszer megoldasa . . . . .. 68
2.28. Ekvivalens egyenletrendszerek . ... ... ... 68
2.37. Elemi sormftiveletek . . . . .. ... ... .... 77
2.38. Lépces6salak . . .. ... ... L 77
2.45. Redukalt lépesésalak . . . . ... ... ... ... 82
rref fliggvény . .. ... ... ... ... 86
2.51. Szimultan egyenletrendszerek . . . . . . ... .. 86
2.64. Soronként dominans f6atl6ja matrix . . . . . . . 100
Kidolgozott példdk
1.16. Skalaris szorzat kiszamitdsa a definici6 alapjan . 21
1.20. Skaldris szorzat kiszamitdsa . . . . . ... .. .. 23
1.25. Mer&leges Osszetevékre bontds . . . . . ... .. 25
1.27. Vektori szorzat meghatdrozdsa . . ... ... .. 27
1.28.1, j, k vektori szorzata . . ... .......... 27
1.32. Parallelepipedon térfogata . . . . ... ...... 29
1.34. Vegyesszorzat . . . . . ... ... ... ... .. 30
1.36. Vektorok koordinatai . . . ... ... ....... 32
1.37. Pontok koordindtai . . .. ... .......... 33
1.39. Skaldris szorzds koordindtarendszerben . . . . . 34
1.42. Parallelogramma tertilete . ... ... ... ... 36
T45. e e e e 39
1.50. Vektorok szoge és tavolsdga . . . . ... ... .. 43
1.55.BCD-kéd . . . ..o 46
1.56. Linedris kombinacié Zj,-ben . ... ... .. .. 46
1.57. One time pad - a tokéletes titkositdas . . . . . . . 47
1.58. Paritdsbit . . . . ... ... o o o oL 48
1.59. Ellen6rz6 6sszeg . . . ... ... ... ... ... 48

2.1.
2.2,

2.9.

2.14.
2.18.
2.19.
2.20.
2.22.
2.23.
2.24.
2.27.
2.30.
2.31.
2.32.
2.33.
2.35.
2.39.
2.40.
2.41.
2.43.
2.44.
2.46.
2.47.
2.48.
2.49.
2.52.
2.53.
2.54.
2.55.
2.57.
2.58.
2.59.
2.60.
2.61.
2.62.
2.63.

Azx+y=1legyenlet ... ... .. .. ..... 51
Azx?+y?> =Tlegyenlet . ............. 51
Sikbeli egyenes egyenletei . . . . ... ... ... 56
Sikegyenletei . ... ................ 58
Térbeli egyenes egyenletrendszerei . . . . . . .. 61
Egyenes és sik explicit vektoregyenlete . . . .. 63
Hipersik egyenlete . . . .. .. ... ... .... 63
Linedrisegyenlet . .. ... ............ 66
Linedris egyenlet azonos atalakitdsa . . ... .. 66
Linedris egyenletrendszerek . . . . . ... .. .. 67
Egyenletrendszer egy megolddsa . . . . ... .. 68
Matrix haszndlata a megoldashoz . .. ... .. 70
Sormodell két kétismeretlenes egyenlettel . . . . 71
HaOleszabaloldal ... ............. 72
Sormodell hdrom hdromismeretlenes egyenlettel 72
A megoldés lépései az oszlopmodellben . . . . . 75
Lépcsdsalak . . .. ......... ... ... 78
Gauss-mddszer, egy megoldds . . ... ... .. 78
Gauss-mddszer, végtelen sok megoldds . . . . . 79
Homoggén linedris egyenletrendszer megoldédsa . 81
Sikok metszésvonaldnak meghatdrozésa . . . . . 81
Redukdlt Iépcsés alak . . . . .. .......... 82
Redukdlt 1épcsés alakra hozas . . . . .. ... .. 83
Gauss —Jordan-mddszer, egy megoldas . . . . . 83
Gauss —Jordan-mddszer, végtelen sok megoldds 84
Szimultdn egyenletrendszer megoldédsa . . . . . 87
Szimultdn egyenletrendszer bévitett matrixa . . 87
Egyenletrendszer Z; folott. . . .. ... ... .. 88
Egyenletrendszer Zs folott . . . . ... ... ... 89
Instabil egyenletrendszer. . . . .. ... ... .. 92
Gauss-moddszer lebeg6pontos szdmokkal . ... 93
Részleges féelemkivalasztds . . . ... ... ... 94
Sorszorzdsa . . . .. ... ... 95
Jacobi-iteracié . . .. ... ... L. 97
Gauss—Seidel-iteracié . ... ... ........ 98
Divergens iterdcié . . . . .. ... ... ...... 99



TARTALOMJEGYZEK

Jelolések

Képlet oldal megjegyzés

proj, a 24 a vektor b-re es§ vetiilete

a-b 21 a és b skaldris szorzata

axb 27 a és b vektori szorzata

(a,b), 13 a és b szoge

(a,b)4 26 a és b iranyitott szoge

= definialé egyenlség

i i imagindrius egység, és az i valtozo

e e az e szam, és az e valtozo

C, R QZ komplex, val6s, raciondlis, illetve egész szamok

Ly ?? modulo m vett maradékosztalyok

F, =2, ?? amodulo p (p prim) vett maradékosztalyok, a primelemfi test
|a| 13 az a vektor abszolut értéke

|la]] 13 az a vektor normdja

ajj, i ?? az A miatrix i-edik sordnak, j-edik oszlopanak eleme
aj, ?? az A matrix i-edik sorvektora

a,j, aj ?? az A miatrix j-edik oszlopvektora

(V) [v]B ?? a v vektor B bazisra vonatkozé koordindtds alakja
(L] az L linedris leképezés B bazisra vonatkoz6 matrixa
A A az A linedris leképezés és annak A matrixa a standard bazisban

A jelolések kivélasztasandl azt az elvet kovettiik, hogy a fontosabb
jelolések esetén a nemzetkozi angol nyelvli matematikai szakiroda-
lomban elterjedt jelolések valamelyikét kovettiik. Ez a lebeg&pontos
szdmok irdsdra is vonatkozik, tehdt nem a magyar irodai szabvanyt
kovetjik, igy nem tizedesvessz0t, hanem tizedespontot hasznalunk.






I. rész

A linearis algebra forrasai






A linedris algebra két f6 forrdsanak egyike a geometria, masika az
algebra vidékérdl ered. Mindkét forras jol jellemezhetd egy-egy elemi
fogalommal: az egyik a vektor, a mdsik a lineéris egyenletrendszer.
E konyv els6 része e két fogalmat vizsgélja egészen elemi, kozépis-
kolai szintr6l indulva. A linearis algebra mélyebb fogalmai mar itt
folbukkannak, de csak nagyon egyszerti és a legkevésbé absztrakt for-
majukban. Az els6 rész végére latni fogjuk, hogy e két forrds mar ezen
a bevezet6 szinten szétvalaszthatatlanul egyetlen folyamma valik.

Hang gliding @ Pule (CC) on flickr by purplemattfish






1
Vektorok

Altalénosan elterjedt nézet szerint a természeti jelenségek leirdsakor
sok Osszefliggést szamszer(i adatokkal, tn. skaldrokkal vagy skaldrmeny-
nyiségekkel fejeztink ki, mig mdsok lefrasahoz a szdmadat mellett egy
irdny megadadsa is sziikséges, és ez utdbbiakat nevezziik vektoroknak. A
valésdg ennél sokkal szinesebb: a térid6 4-dimenzids vektoraitél, a bit-
vektorokon, a gazdasdgi szamitdsok tobbszadzezer-dimenziés, vagy az
internetkeresk altal kezelt sokmilli6-dimenzids vektorain 4t a mate-
matika kiilonb6z6 tertiletein gyiimolesézd absztrakt vektorfogalomig
széles a skala.

Vektorok a 2- és 3-dimenzids térben

E szakaszban a vektor szemléletes, geometriai fogalmdval ismerkediink. A
vektorok Osszeaddsdn és skaldrral valé szorzdsdn keresztiil két kulcsfogalomig
— a linedris kombindcié és a linedris fiiggetlenség fogalmdig — jutunk.

Irdnyitott szakasz, kotott és szabad vektor Tekintsiink egy sarkanyrepii-
16t repiilés kozben. Szamtalan skaldr- és vektormennyiség irja le alla-
potat. A f61dtél vald tavolsag, a légnyomads, a légellenallasi egyiitthato
vagy az emelkedés szoge skalirmennyiségek, mig vektormennyiségek
a sebesség- és gyorsulasvektor, a szarnyra hat6 felhajterd, a gravitéci-
0s erd, a szél ereje vagy az elmozdulast leir6 vektor.

A vektor fogalma kapcsolatban van az irdnyitott szakasz fogalma-
val. Irdnyitott szakaszon olyan szakaszt értiink, melynek végpontjain
megadunk egy sorrendet, azaz kijeloljiik, hogy melyik a kezdd- és me-
lyik a végpontja. Mds széhaszndlatban az irdnyitott szakaszt szokés
kotott vektornak is nevezni. Az A kezd6ponttd és B végpontu iranyitott
szakaszt AB jeloli.

Tobb jelenség leirdsara a kotott vektor alkalmas. Természetes példa
az elmozdulédsvektor, mely megadja, hogy egy targy a tér mely pont-

Skaldr, skaldris: a lépcsd, létra jelentésti la-
tin scalae (scalae) szobdl ered. E szo
szdrmazéka a skéla sz6 is, mely jol 6rzi
az eredeti jelentést. A skaldr vagy ska-
laris sz6t a matematikdban szdm vagy
szamszer(i értelemben hasznaljuk, pél-
déul olyankor, amikor egy mennyiség-
rél azt akarjuk hangstlyozni, hogy irdny
nélkiili, azaz nem vektor jellegfi.



12 LINEARIS ALGEBRA

jabdl melyik pontjdba jutott. Masik példa kotott vektorra a rugalmas
testen alakvaltozast okozo er6t leird vektor (1.1. dbra).

Alkalmazésokban gyakran el6fordul, hogy egy jelenség kiilonbdz6
irdnyitott szakaszokkal is ugyantgy lefrhat6. Példaul ha egy targy
mozgasat egy olyan irdnyitott szakasszal jellemezziik, melynek hossza
az id6egység alatt megtett Gt hosszaval egyenl, irdnya pedig a moz-
gds irdnyat jelzi, akkor mindegy hogy a tér melyik pontjabdl inditjuk
e szakaszt, a mozgdast ugyanugy leirja (1.2. dbra). Ekkor tehdt nem a
két pont, hanem azok viszonya a kérdés, vagyis példaul hogy az egyik
pont a masikt6l milyen tdvolsdgra, és milyen irdnyban van. Az, hogy a
két pont pontosan hol van, nem lényeges. Ekkor barmely két irdnyitott
szakasz, mely parhuzamosan egymasba tolhatd, ugyanazt a viszonyt
fejezi ki. Az igy kapott fogalmat a fizikaban szabad vektornak nevezik.
Ez a fogalom a linedris algebra vektor-fogalménak egyik forrdsa. A
vektor fogalma az iranyitott szakaszébodl szdrmaztathato, annak a fel-
tételnek a hozzdadasaval, hogy két irdnyitott szakasz pontosan akkor
reprezentdlja ugyanazt a vektort, ha parhuzamosan egymasba tolhaték
(Id. 1.3 4bra).

Vektorok jelolésére félkovér kisbettiket hasznalunk, pl. x, u, v, stb. A
miiszaki és fizikai szakirodalomban a félkovér nagy betti is el6fordul,
pl. az F erd, a B indukci6 is vektormennyiségek.

Vektor magaddsa egy irdnyitott szakasszal Egy vektor megadhat6 egy
irdnyitott szakasszal, azaz két pont és a koztiik 1év6 sorrend kijelolésé-
vel. Valéjdban ennyi adat felesleges, hisz egy irdnyitott szakasz 6nma-
gaval parhuzamosan eltolva ugyanazt a vektort adja meg, ezért példa-
ul kikothets, hogy a kezd6pont a sik (tér) egy el6re kijelolt rogzitett
pontja legyen. Ezt a kozos kezd6pontot nevezziik origénak. Egy ori-
gobdl indulé irdnyitott szakaszt egyértelmtien definidlja a végpontja,
igy a vektorok megaddsdhoz elég egyetlen pont, a végpont megadasa.
Ezzel a sik vagy tér pontjai és vektorai kozt kolcsonosen egyértelmii
megfeleltetést létesithetiink (1.4. dbra). Az origébdl egy P pontba hu-
zott irdnyitott OP szakaszt a ponthoz tartozé helyvektornak is szokas
nevezni. Vildgos, hogy minden vektor reprezentdnsai kozt pontosan
egy helyvektor van.

A késtbbiekben gyakran fogunk egy ponthalmazt tgy jellemezni,
hogy az origébdl a ponthalmaz pontjaiba mutaté vektorokat jellemez-
ziik. Amikor vektorok végpontjair6l beszéliink, mindig a vektorokat
megadd, az origdbdl inditott irdnyitott szakaszok végpontjaira gondo-
lunk.

Az olyan vektort, melynek kezd6 és végpontja egybeesik, zérusvek-
tornak vagy nullvektornak nevezziik. A zérusvektort altalaban félkovér
zérussal, azaz 0-val jeloljiikk. A pontok és vektorok kozti megfelelte-
tésben a zérusvektornak az orig6 felel meg.

(b)

1.1. dbra: Kotott vektorok: (a) elmozdu-
lasvektor (labnyomokkal), (b) rugalmas
testen alakvaltozast okozo ers vektora

<+
<+ <+
<+ <=
< | <
<+

1.2. dbra: Példa szabad vektorra

Vektor: a hordozé, vivs, utazé jelentésti la-
tin vector sz6bdl szarmazik. A tudomény
mas teriiletein hordozé anyag, az élet-
tanban virushordoz6 értelemben hasz-
naljék.

/
L1,

1.3. dbra: Ugyanazt a vektort reprezen-
talo iranyitott szakaszok

VEKTOROK JELOLESE: Miiszaki, fizikai
szovegek szedésének tipogréfiai szaba-
lyait az ISO 31-11 szabvany irja le. Esze-
rint a vektorok félkovér bettikkel szeden-
dok. Kézirasban aldhtizéssal, vagy folé
irt nyillal szokds jelezni a vektort (pl. x,
u, 9...), de koriiltekintd jellésrendszer
és jegyzetelés esetén elhagyhatok a jel-
zések. Fels6bb matematikai mtivek nem
hasznaljdk e szabvényt, mondvan, kide-
riil a szovegbdl, hogy vektort jelolnek-e
a bettik (x, u, v...).

@)

1.4. dbra: A sik pontjai és vektorai koz-
ti kolesonosen egyértelmi megfeleltetés:
egy P pontnak az O vektor felel meg,
az origénak a nullvektor.



Vektor megaddsa hossz és irdny segitségével Ha tudunk tavolsdgot mér-
ni, és irdnyt meghatdrozni, akkor a vektor megadhaté hosszaval és
irdnydval is. Vektor hosszit, azaz két végpontjanak tavolsagat a vektor
abszoliit értékének is nevezziik. Az a vektor abszolut értékét |a| jelo-
li. Az abszolut érték masik neve euklideszi norma, ugyanis specidlis
esete egy késobb részletezend6 fogalomnak, a norménak. Az a vektor
(euklideszi) norméjénak jelolése az abszolut értékre emlékeztet: ||all.

Az irdny fogalmat az 1.20. feladatban definialjuk. Itt megelégsziink
annyival, hogy két nemzérus vektort azonos irdnyiinak vagy egyird-
nyinak neveziink, ha a kezd6pontjukbdl induld, és a végpontjukon
dthaladé félegyenesek parhuzamos eltolassal fedésbe hozhatok (1.5 (a)
abra). Két nemzérus vektort kollinedrisnak vagy pdrhuzamosnak neve-
ziink, ha az 8ket tartalmaz6 egyenesek parhuzamosak. Két vektort,
amely parhuzamos, de nem egyirdny, ellenkezd irdnyiinak neveziink
(1.5 (b) dbra). A zérusvektor irdnyat tetsz6legesnek tekintjiik, igy az
barmely vektorral egyirdnyt. Beldthato, hogy a vektort egyértelmtien
meghatdrozza hossza és irdnya.

Vektor irdnydnak meghatdrozdsakor gyakran hivjuk segitségiil a szog
fogalmat. Két vektor szogén azt a szoget értjiik, melyet a sik vagy tér
egy tetszbleges pontjabol kiindulé és az adott vektorokkal egyirdanyd
félegyenesek zarnak be (1.6. dbra). Az a és b vektorok szogét (a,b),
jeloli. Két vektor szoge tehat mindig 0° és 180° — radidnban mérve 0
és 71 — kozé esik, beleértve a hatarokat is. Egyiranyu vektorok szoge 0,
ellenkez§ iranyuaké 7.

Vektormilveletek a 2- és 3-dimenzids térben A vektormiiveletek — az Gssze-
adas és a szdmmal val6 szorzds — definicidja természetes médon adé-
dik, ha a vektorok legtipikusabb alkalmazdasaira gondolunk. Pl. maga-
tol értet6dd, hogy két elmozduléds osszegén az elmozgatdsok egymads
utdn vald elvégzését, egy eltolds kétszeresén egy azonos irdnyu, de
kétszer olyan hosszu eltoldst értstink.

1.1. DEFINICIO (KET VEKTOR OSSZEGE — HAROMSZOGMODSZER). Legyen
adva két vektor, a és b. Vegyiink fol egy tetszbleges O pontot. Inditsunk
beldle egy a-val egyenlé OP vektort, ennek végpontjdbdl pedig egy b-vel
egyenld lﬁ vektort. Az (ﬁ vektort az a és b vektorok dsszegének nevezziik
és a + b-vel jeloljiik (Id. 1.7. dbra).

Konnyen beldthaté, hogy az eredmény fliggetlen az O pont meg-
valasztasatol, tehat vektorok Osszeaddsanak miivelete definidlhat6 e
modszerrel (a bizonyités leolvashaté az 1.8. dbrardl).

Egy mésik médszert is ismertetiink két nem kollinedris vektor dssze-
gének megszerkesztésére:
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1

1.5. dbra: (a) egyirany vektorok, (b) kol-
linedris (parhuzamos) vektorok, vannak
koztiik egyirdnytiak és ellenkez6 irdny-
ak

1.6. dbra: Két vektor szoge (0 <, B, 7 <
71). Az ébra fels6 felén a két adott vektor,
alatta szogiik meghatdrozdsdnak modja
szerepel.

1.8. dbra: Az osszeg fiiggetlen az O pont

megvélasztasatol, ugyanis (ﬁ =0Q.
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1.2. ALLITAS ( PARALLELOGRAMMA-MODSZER). A k6z0s kezdGpontbdl in-
ditott a és b vektorok dsszege megkaphaté abbél a parallelogrammdbol, mely-
nek két szomszédos oldala a és b, ekkor az dsszeg a kozos kezdGpontbdl indi-
tott, és a parallelogramma szemkozti csiicsdba futé vektor.

» Ha a és b nem kollinedrisak, akkor Osszegiik pl. megkaphat6 ugy,
hogy a végpontjan at egy b egyenesével, b végpontjan at egy a egye-
nesével parhuzamos egyenest hizunk. A kozos kezd6pontbdl e két
egyenes metszéspontjaba futé vektor lesz az dsszeg (1d. 1.9. dbra).

Az alkalmazdsokban hol a hdromszog-, hol a parallelogramma-maéd-
szer tlinik kézenfekv6bbnek (1d. 1.10).

(b)

Ha a és b két térbeli vektor, akkor a hdromszogmoddszerben és a
parallelogramma-moédszerben is az a, b és a + b vektorokat repre-
zental6 iranyitott szakaszok egy sikba esnek. Altaldban azt mondjuk,
hogy néhény térbeli vektor egy sikba esik, méas széval komplandris, ha
van olyan sik, hogy mindegyik vektort reprezentalé iranyitott szakasz
péarhuzamosan betolhat6 e sikba. Eszerint tehat az a, b és a + b vekto-
rok mindig komplandrisak.

A vektordsszeadds két fontos tulajdonsaga, kommutativitdsa (a +
b = b + a) és asszociativitdsa (a+ (b +¢) = (a+ b) + ¢) kénnyen
leolvashat6 az 1.11. dbrdrél. Az asszociativitds kovetkeztében tobb tag
Osszeadasanal elhagyhat6 a zardjel, példdul az abrabeli harom vektor
Osszegére a + b + c irhat6.

Az a és b vektorokat kozos kezd&pontbdl inditva — a hdromszog-
modszerrel — azonnal lathat6, hogy csak egyetlen olyan x vektor 1é-
tezik, melyre a = b + x (Id. 1.12 (a) dbra). Ennek felhasznaldsaval
definidlhat6 vektorok kiilonbsége.

1.3. DEFINICIO (VEKTOROK KULONBSEGE). Adva van az a és b vektor.
Azt az egyértelmiien létezd x vektort, melyre a = b + x, az a és b kiilonb-
ségének nevezziik és a — b-vel jeloljiik.

Koénnyen fejben tarthaté a kiilonbségvektor megszerkesztése akar
a haromszog-, akdr a parallelogrammamaodszerrel (Id. 1.12. dbra), ha
arra gondolunk, hogy a — b az a vektor, melyet b-hez adva a-t kapunk,
azaz
a=b+(a—b).

1.9. dbra: Parallelogramma-médszer

1.10. dbra: Az (a) dbran a ldbnyomok O-
l% P-be, majd onnan Q-ba vezetnek. Az
OP és a PQ elmozdulédsvektorok &sszege
OQ (haromszpgmodszer). A (b) dbrén a
csénak az OB irdnyba evez, de a foly6
OA irényba folyik. A két sebesség ere-
dé&je, azaz Gsszege o¢ (parallelogramma
modszer).

at+(b+c)= b
+b)+c=
(a J+e a+b+c

1.11. dbra: A vektorosszeadds kom-
mutativitasa és asszociativitasa.

b

1.12. dbra: A kiilonbségvektor meghaté-
rozasa haromszog- és parallelogramma-
modszerrel.



Az 1.13. dbrardl az is leolvashat6, hogy ha a b vektorral egyenld
hosszuséagt, de ellenkezé iranyu vektort —b jeloli, akkor fonndll az
a—b = a+ (—b) dsszefiiggés, és igy az is igaz, hogy b + (—b) = 0.

Erdekes megjegyezni, hogy ha P és Q két tetsz6leges pont, akkor az
oQ — (ﬁ’ vektort akkor is ismerjiik, ha az O pontot nem, hisz az a P
vektor. Sok hasonl6 jelenség vezetett a torzor fogalmdhoz, melyet egy
rovid széljegyzetben ismertetiink.

1.4. DEFINICIO ( VEKTOR SZORZASA SKALARRAL). Legyen k valds szdm.
Az a vektor k-szorosdn azt a vektort értjiik, melynek hossza az a hosszdnak
|k|-szorosa, irdnya

o tetszbleges, hak = 0 vagy a = 0,

* megegyezik a irdnydval, ha k > 0, és

o cllentétes, ha k < 0 (ld. 1.14. dbra).

A skalarral val6 szorzas definiciojabol azonnal latszik, hogy minden
a vektorra la=a,0a=0és (—1)a= —a.

E paragrafus végén 0sszefoglaljuk a vektormfiveletek legfontosabb
tulajdonsagait, melyek segitségével késébb altalanositani fogjuk a vek-
tor fogalmat. Az eddig nem bizonyitott tulajdonsagok igazolasat az
olvaséra hagyjuk.

1.5. TETEL (A VEKTORMUVELETEK TULAJDONSAGAI). Ha a, b és c a 2-
vagy 3-dimenzids tér tetszbleges vektorai, 0 a zérusvektor és r, s két tetszo-
leges valds szdam, akkor fonndllnak az aldbbi azonossdgok:

a) a+b=b+a e) r(sa)=(rs)a

b) (a+b)+c=a+(b+c) f) r(a+b)=ra+rb
c) a+0=a g) (r+s)a=ra+sa
d a+(—-a)=0 h) la=aés0a=0

A linedris kombindcid definicioja  Ha vektorokra a skalarral valé szorzas
és az Osszeadds miiveletét alkalmazzuk, akkor e vektorok egy linearis
kombindciéjat kapjuk. Pontosabban:

1.6. DEFINICIO (LINEARIS KOMBINACIO). Az aj, ap,... ay vektorok line-

aris kombindacidjdn egy
c1a; + cpap + ... + Crag

alakii vektort értiink, ahol c1,cy, ..., cy valds szdmok. Azt mondjuk, hogy

a v vektor el6all az aj, ay,..., ay vektorok linedris kombindcidjaként, ha
vannak olyan cq,cy, . . ., ¢ valds szdmok, hogy v = cja1 + . .. + crax.

7 2

Ha egy vektort egy skalarral beszorzunk, az el6z6 definicié szerint
egy linedris kombindaciéjat kapjuk, mely vele parhuzamos, azaz kolli-
nedris. Igy egy nemzérus vektor sszes linearis kombindci6ja csupa
vele parhuzamos vektor (ld. 1.15. dbrat). Ennél tobb is igaz:
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a—b

-b b

1.13. dbra: Aza—b = a+ (—b) szem-
1éltetése.

TorzOR: a modern matematika fogal-
ma. Néhany példa, miel6tt definidlnank:
(1) Az energiat a newtoni fizikdban nem
tudjuk mérni, csak az energiakiilonbsé-
get. Ha viszont megallapodunk abban,
hogy egy adott rendszernek melyik alla-
pota tartozik a 0 energiaszinthez, beszél-
hetiink a rendszer energidjardl is. (2) A
pontba mutaté vektor fogalmanak nincs
értelme, amig nincs kijelolve az origo, vi-
szont két pontba mutaté vektor kiilonb-
ségét az origo6tol fiiggetlentil is meg tud-
juk hatarozni. (3) Egy f fiiggvény I in-
tervallumon vett hatdrozatlan integrélja
F + C alaku, ahol C konstans. Nincs ér-
telme megkérdezni, hogy f egy konkrét
primitiv fliggvényében mennyi a C érté-
ke, de két primitiv fliggvény kiilonbsége
mindig egy konstans. (4) Egy hasonlé je-
lenség a zenébdl: barmely két hang koz-
ti tavolsdg meghatdrozhat6, de azt nem
mondhatjuk egy hangra, hogy az a ,f4”,
amig nem rogzitjiik, melyik a ,d6”.

A torzort egy kommutativ csoport ne-
vii algebrai struktdraval definialhatjuk,
mely egy kommutativ, asszociativ, null-
elemes, invertdlhaté mfiivelettel ellatott
és e mfiveletre zart halmaz. Kommuta-
tiv csoport példdul a valésok az Gssze-
adasra nézve, a vektorok az Osszeadds-
ra nézve, vagy Z1p az Osszeaddsra néz-
ve (Id. a ??. példat és a ??. definicit).
Legyen G egy kommutativ csoport, és
X egy nem tires halmaz, melyen defini-
dlva van barmely két elem kiilonbsége,
ami G-beli. Ekkor X-et G-torzornak ne-
vezziik, ha barmely xg,x1,x, € X elem
esetén, ha x; —xp = g1 és xo —x9 =
g2, akkor x; —x» = g1 — g2. Mas-
ként fogalmazva, X &6rzi G struktiréjat
a zéruselem nélkil tgy, hogy barmely
elemét zéruselemnek vélasztva azonnal
megkapjuk G-t.

e

a
1 )
TR (a2 el

1.14. dbra: Vektor skaldrszorosai
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1.7. TETEL (VEKTORRAL PARHUZAMOS VEKTOROK). Ha a nem zérusvek-
tot, akkor bdrmely vele pdrhuzamos v vektor az a skaldrszorosa, azaz van
olyan c valds szdm, hogy v = ca, mds széval v el6dll az a valamely linedris

7”2

kombindciéjaként. Ez az el6dllitds eqyértelmil.

7z

BrzonvyiTAs. Ha a két vektor egyirdnyt, az el6éllitisban szerepld c
konstans egyszerfien a v és a vektorok abszolut értékének hanyado-
sa, ha ellenkez§ iranytak, e hdnyados (—1)-szerese. ]

E tétel kovetkezménye, hogy ha a nem zérusvektor, akkor az a
Osszes linedris kombinaci6janak halmaza és az a-val parhuzamos vek-
torok halmaza megegyezik. Masként fogalmazva: egy nemzérus vek-
tor Osszes linedris kombindci¢janak végpontja egy origon dtmend egye-
nest ad.

A haromszogmodszerbdl jol latszik, hogy tetsz6leges két vektor bar-
mely linedris kombindcidja veliik komplandris vektor lesz. Az 4llitas
megforditasa is igaz:

1.8. TETEL (KET VEKTORRAL EGY STKBA ES® VEKTOROK). Ha aj és ap
nem pdrhuzamos vektorok, akkor barmely veliik egy sikba es6 v vektor el6dll
az ay és ap valamely linedris kombindcidjaként, azaz van olyan vy és vy

7”2

konstans, hogy v = via; + vpay. Ez az elbdllitds egyértelmdi.

BrzonyiTAs. A bizonyitdsnak a felbontas létezését biztosité része kony-
nyen leolvashat6 az 1.16. dbrar6l. A v végpontjabdl htizzunk az a; és
az ap vektorokkal parhuzamos egyeneseket. Az igy létrejott nem el-
fajulé parallelogramma két oldala az el6z6 tétel szerint aj, illetve ap
konstansszorosa, melyek Gsszege a parallelogramma szabdly szerint

7z

épp v. Elééllitottuk tehat v-t a; és ap linedris kombindcidjaként. Meg

27z

kell még mutatnunk, hogy ez az el6allitds egyértelm. Legyen

VvV = via; + vpap = wiaj + wpap.
a v vektor két el6éllitasa. Ekkor dtrendezés utan (v — wy)a; = (wy —
v3)ap. Mivel a; és ap nem kollinedrisak, konstansszorosaik csak akkor
egyezhetnek meg, ha mindkett6 a zérusvektor. Ugyanakkor a; # 0
és ap # 0, ezért az el6z6 egyenlbség csak akkor 4ll fonn, ha (v; —
w1) = (wy —vy) = 0, azaz ha v; = wy és v = wy. Tehat a felbontas
egyértelmfi. O

Léthat6 tehat, hogy két nem parhuzamos vektor 6sszes linedris kom-
bindcidjanak halmaza megegyezik a két vektorral komplanaris vekto-
rok halmazéaval, egyszer(ibben fogalmazva két nem parhuzamos vek-
tor Osszes linedris kombindcidjanak végpontja egy origén dtmend sikot
ad.

.

1.15. dbra: Egy nemzérus a vektor, és né-
hany linedris kombindci6ja kétféle repre-
zentaciéban.

[%X:V]

ai (4T

1.16. dbra: A v egyértelmfien el6all v =
v1a; + vpa; alakban, ha a; és a, nem pér-
huzamos.



Abban nincs semmi meglepd, hogy a tér harom nem egy sikba
es6 vektoranak barmely linearis kombindcidja térbeli vektor, az allitds
megforditasa viszont igen fontos:

1.9. TETEL (TERBELI VEKTOROK). Ha a1, ap és a3 nem egy sikba esé vek-

torok, akkor a tér barmely v vektora el0dll az a1, ap és a3 valamely linedris
kombindcidjaként, azaz van olyan vy, vy és v3 konstans, hogy

vV = vja; + vpap + v3as. (1.1)
Ez az el6dllitds eqyértelmfl.

BizoNyiTAs. A bizonyitas alapotlete az, hogy a v vektor V végpontjan
4t parhuzamos egyenest htizunk az a3 vektorral, mely az a; és ap vek-
torok sikjat egy C pontban metszi. Az OC vektor az el6z6 tétel szerint
egyértelmtien el6dll a; és ap linedris kombinacidjaként (1.17. dbra), az-
ai>O = v1a; + vpap. Masrészt v =0V = OC+ CV, ahol CV || a3, igy
CV = v3a3 valamely v3 valésra. Tehdt v = via; + voap + vsas.

Be kell még latnunk az el6allitas egyértelmtiségét! Tegyiik fel, hogy

VvV = vja; + v2a + vzaz = wia; + woap + wsas

a v két felbontésa. Ekkor (v1 —wy)aj + (v2 — w2)ax + (v3 — w3)az = 0.
fgy ha v1 # w1, akkor a; kifejezhetd ap és a3 linedris kombindacidjaként:

(% ) U3 — W3
— ay — as.
01 —wq 01 —uq

a] =

Ez ellentmond annak, hogy aj, a és a3 nem esnek egy sikba. Igy tehat
v; = wy. Hasonléan kapjuk, hogy v, = w; és v3 = w3, azaz az (1.1)
eléallitas egyértelmdi. O

P

Linedris fiiggetlenség Az el6z6 két tételbdl vildgos, hogy a tér harom
vektora vagy egy sikba esik, ekkor valamelyikiik a masik kettd linedris
kombinécidja, vagy nem esik egy sikba, és akkor egyikiik sem all el
a masik kett6 linedris kombindcidjaként. Ekkor viszont a tér minden

vektora el6all az 6 linedris kombindcidjukként. Latjuk, alapvetd, hogy
egy vektor kifejezhet6-e mas vektorok linearis kombinaci6jaként.

1.10. DEFINICIO (VEKTOROK FUGGETLENSEGE). Azt mondjuk, hogy egy v
vektor linedrisan fliggetlen az aj, ay,...a, (n > 1) vektoroktdl, ha v nem
fejezhett ki e vektorok linedris kombindcidjaként. Azt mondjuk, hogy az aj,
ay,...ay (n > 2) vektorok linedrisan fliggetlenek ha e vektorok egyike sem
fejezhett ki a tobbi linedris kombindciéjaként. Ha legaldbb egyikiik kifejezheté
a tobbi linedris kombindcidjaként, azaz legaldbb egyikiik linedrisan fligg
a tobbitdl, akkor e vektorokat linedrisan OsszefliggOknek nevezziik. Az
egyetlen vektorbdl dllé vektorrendszert linedrisan fiiggetlennek tekintjiik, ha
a vektor nem a zérusvektor.
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Usas

A pa
1.17. dbra: A térbeli v vektor elGallitasa

harom nem egy sikba es® vektor linearis
kombindciéjaként.
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Példaul egy térbeli vektor, mely nem esik egy adott sikba, fliggetlen
a sikba es6 vektorok barmely rendszerétdl (??. dbra). Egy kocka egy
csticsbél kiindulé élvektorai linedrisan fiiggetlenek (??. &bra). Altala-
ban: barmely két nem kollineéris vektor linedrisan fiiggetlen, hasonlé-
képp, a tér barmely hdrom nem komplandris, azaz nem egy sikba es6
vektora linedrisan fiiggetlen.

Az 1.8. tétel tehat a kovetkez6képp fogalmazhato at:

1.11. TETEL (SIKBELI VEKTOR FELBONTASA). Ha a; és ay egy sik két line-
drisan fiiggetlen vektora, akkor a stk minden v vektora eqyértelmiien elddll e
vektorok linedris kombindcidjaként, azaz egyértelmiien léteznek olyan vy és
vy valds szdmok, hogy

vV = vj1a; + 0ap.

Hasonl6képp az 1.9. tétel igy fogalmazhat6 at:

1.12. TETEL (TERBELI VEKTOR FELBONTASA). Ha a1, ap és a3 hdrom line-
drisan fiiggetlen térbeli vektor, akkor a tér minden v vektora egyértelmtien

elddll e vektorok linedris kombindcidjaként, azaz egyértelmiien léteznek olyan
vy, U2 és v3 valds szdmok, hogy

vV = vj1a; + vzap + v3as.

A koordinatakrol sz6l6 szakaszban e két tétel lesz alapja a koordi-
natarendszer bevezetésének.

Specidlis linedris kombindciok A sik és a tér bizonyos konfiguraciéi jol
jellemezhet6k linearis kombindciékkal, ha a kombindcios egytitthatok-
ra bizonyos feltételeket kotiink ki.

1.13. ALLITAs (KET PONTON ATMENO EGYENES JELLEMZESE). Legyen O,
A és B a sik vagy a tér hdrom pontja. Az rOA + sOB alakii linedris kom-
bindcié végpontja pontosan akkor mutat az A és B ponton dtmend egyenes
egy pontjiba, har+s = 1.

BrzonvyiTAs. Legyen a = (ﬁ, b = O?, és x mutasson az AB egyenes
valamely X pontjara, azaz legyen x = OB + rBA valamilyen r valds
szamra, tehat

x=b+r(a—b), azazx=ra+ (1 —r)b.

A fenti gondolatmenet 1épésein visszafelé haladva lathaté, hogy min-
den valds r szdmra az ra + (1 — r)b vektor végpontja az AB egyenesen
van. Fogalmazhatunk gy is, hogy az a és b vektorok végpontjan at-
mend egyenes Osszes pontjat pontosan azok az ra + sb alaku linedris
kombinacidk adjak, amelyeknél r 4+ s = 1. 0O

r(a—b) (r € R)

1.18. dbra: Az X pont pontosan akkor

van az AB egyenesen, ha valamely r és s
—

valésokra OX = rO? + s@, ésr+s =

1.



1.14. ALLITAS (INTERVALLUM PONTJAINAK JELLEMZESE). Legyen O, A
és B a sik vagy a tér hdrom pontja. Az rOA + sOB vektor pontosan akkor
mutat az A és B pontot 0sszekitd szakasz valamely pontjdba, ha r +s = 1
és0<r,s<1.

P

BizonyiTAs. Megismételjitk az el6z6 feladat megolddsat azzal a kii-
16nbséggel, hogy itt a BX = rBA Osszeftiggés csak 0 és 1 kozé es6 r
értékekre igaz. Tehdtx = ra+ (1 —r)b, ahol 0 < r < 1. Masként fogal-
mazva az a és b vektorok végpontjait 6sszekotd szakasz 0sszes pontjat
pontosan azok a ra + sb alakd linedris kombindcidk adjdk, amelyekben
r+s=16és0<r,s<1. O

Hasonl6 osszefiiggés igaz harom vektor esetén is, azaz megmutat-
hat6, hogy a nem kollinedris a, b és ¢ vektorok végpontjaira fektetett
sik pontjaiba pontosan azok a vektorok mutatnak, melyeket ra 4 sb +
tc alakba irva r + s+t = 1. Ha még azt is kikotjiik e harom szamro6l,
hogy legyen 0 < r,s,t < 1, akkor az ra + sb + tc alakti vektorok a
harom vektor végpontja altal meghatarozott haromszog pontjaiba mu-
tatnak (Id. az 1.20. dbrat és a ?? feladatot).

r+s+t=1é0<r,st<1

r+s+t=1

Szemléletesen vildgos, példaul a mellékelt 1.21. dbrardl leolvasha-
t6, de nem bizonyitjuk, hogy két tetsz6leges nem kollinedris vektor
Osszes olyan linedris kombindci6ja, amelyben az egytitthaték 0 és 1
kozé esnek, egy parallelogrammat ad. Pontosabban fogalmazva egy
ra + sb alakt vektor végpontja pontosan akkor tartozik az a és b altal
meghatdrozott (kifeszitett) parallelogrammdhoz, ha 0 < r,s < 1.

Hasonlé mondhaté harom, nem egy sikba es6 vektorrdl: egy ra -+
sb + tc alakt vektor végpontja pontosan akkor tartozik az a, b és ¢
altal kifeszitett parallelepipedonhoz, ha 0 <r,s,t <1 (1.21. &bra).
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1.19. dbra: Az X pont pontosan akkor

van az AB intervallumban, ha valamely
—

0 %l kozé es6 r és s valésokra OX =

rO +s@,ésr+s: 1.

1.20. dbra: Az X pont pontosan akkor
esik az A, B és C pontokon atmend
sikba, ha O_)>( = rOA + 553 + tO? és
r+s+t =1 Az X az ABC haromszog-
be pedig pontosan akkor esik, ha ezen
kiviil még 0 <r,s,t <1 is fonnall.

A

1.21. dbra: A parallelogramma és a paralle-
lepipedon olyan linearis kombinaciokkal
allithat6é eld, ahol az egyiitthatok nem
negativak, és osszegiik legfoljebb 1.
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Feladatok

Vektormftiveletek a 2- és 3-dimenzids térben

1.1. Adva van a sikban két tetszbleges vektor, a és b.
Szerkessziik meg a kovetkezd vektorokat: a4) ¢ = 2a+ b,
b)d=2a—-b,c)e=3%a+1b,d) f=2a+b.

1.2. Legyen u = a+b, v = a —b. Fejezziik ki az a és
b vektor segitségével a kovetkezd vektorokat: a) 2u + 2v,
b)3u—3v,c)3u—v,d) 2u— %v.

1.3. Tekintsiik az ABCD négyzetet. Hatarozzuk meg a ko-

vetkez0 Osszegeket! a)z@—l—@, bu@+1§3+c‘ﬁ, C)A—B)—
AC, d) AB — CB, ¢) AC + DB, ) AC — DB, g) 2AB + BD

1.4. Tekintsiik az ABCD négyzetet. Jelolje a BC oldal fe-
lez&pontjat E, a CD oldal felez&pontjat F, a négyzet ko-
zéppontjat O. Fejezziik ki az egymasra merdleges a = A
ésd = zﬁ vektorok segitségével az ﬁ, ﬁ, E, ﬁ, 073
vektorokat!

1.5. Tekintstik az ABCD tetraédert! Hatdrozzuk meg az

1) AB+BC+CD+ DA,

b) AB—CB+CD — AD,
o) AD— AC—BD
vektorokat.

1.6. Tekintsiik a szabdlyos ABCDEF hatszoget, melynek
geometriai kozéppontjét jelolje O. Fejezziik ki az a = O
és b = OB vektorok segitségével az a) O?, b) O?, c) O?,

d) R, e) ﬁ,f} ﬁ, 9) AB + D + Ef vektorokat!

1.7. Adva van n tetsz6leges, nem feltétlentil kiillonb6z6 P,
P,...,P, pont a térben. Mivel egyenld a

s —
P1P2 + P2P3 + P3P4 4+ ...+ pnflpn

—_— = —_—
P1Py + PyP3 + P3Py + ...+ Py_1Py + Py Py
Osszeg?
1.8. Mutassuk meg, hogy az a, b és ¢ vektorok pontosan

akkor lehetnek (egy esetleg szakasszd vagy ponttd elfajulo)
haromszog oldalvektorai, ha az

a+b+¢, a+tb—¢c, a—b+c¢ a—b-c

vektorok legalabb egyike zérus. Masként fogalmazva: ha a
harom vektor 6sszege 0, vagy valamelyik vektor egyenld a
masik kett6 osszegével.

1.9. Legyen a és b két tetszSleges vektor. Mutassuk meg,
hogy van olyan (esetleg elfajul6) hdromszog, melynek ol-
dalvektorai 2a — b, a+2b és 3a + b.

Linedris kombindcid, linedris fiiggetlenség

Specidlis linedris kombindciok

7 ARANYBAN 0szT6 PONT Ha az AB
szakaszt a P pont tigy bontja ketté, hogy |AP| : [PB| = m :

1.10° SZAKASZT m :

n, akkor barmely O pontra igaz, hogy

ﬁ:m” O0A+ " _OB.

+n m-+n

Speciélisan, az AB szakasz felez6pontjaba az
OA + 0B
2
vektor mutat.
Alkalmazds: geometriai bizonyitdsok vektorokkal

Alkalmazis: sziv.....



Tdvolsdg, szog, orientdcio

A cimben jelzett hdrom alapfogalomhoz hdrom — vektorok kozti — szorzds-
miivelet visz kozelebb. Mindegyik milvelet igen szokatlan tulajdonsdgokkal
rendelkezik: az eqyik eredményiil nem vektort, hanem skaldrt ad, a mdsik nem
felcserélhetd, és kétvdltozds (bindris) miiveletként csak a 3-dimenzids térben
definidlhatd, a harmadik pedig nem két- hanem hdromuvdltozds mifvelet.

Skaldris szorzds A fizikdban az er6 altal végzett munka az Gt hossza-
nak és az erd elmozdulds irdnydba esd mer&leges vetiilete hosszanak
szorzata. Vagyis két vektorjellegli mennyiségbdl egy skalarmennyisé-
get kapunk eredménytil. Ha F jeloli az er6vektort, s az elmozdulds-
vektort, Fs az erének az elmozdulés iranyaba esé mer&leges vetiileti
vektorat és v az F és s vektorok hajlasszogét, akkor a munka értéke
|Fs||s| = |F||s|cosy. Ez vezet a kovetkezé definiciohoz:

1.15. DEFINICIO (KET VEKTOR SKALARIS SZORZATA). Két vektor skaldris
szorzatan a vektorok abszoliit értékének és az dltaluk bezdrt szog koszinu-
szdnak szorzatdt értjitk. Az a és b vektorok skaldris szorzatdt a - b jeloli,
tehdt

a-b =|a||b|cos(a,b),,
ahol a két vektor dltal bezdrt szog (a,b) /.

Ha a és b valamelyike zérusvektor, akkor a két vektor szoge, s igy
annak koszinusza sem hatdrozhaté meg egyértelmfien, a skaldris szor-
zat viszont ekkor is egyértelmti, éspedig 0, hisz a zérusvektor abszolut
értéke 0, és 0 barmivel vett szorzata 0.

Szokas a és b skaldaris szorzatat ab-vel is jelolni, de ezt egy késébb
bevezetend6 miivelettel (a métrixszorzdssal) val6 dsszekeverés elkerti-
lése érdekében e konyvben nem fogjuk hasznélni.

1.16. PELDA (SKALARIS SZORZAT KISZAMITASA A DEFINICIO ALAPJAN).

Mennyi a skaldris szorzata egy 1 és egy 2 egység hosszii, és egymdssal 60°-os
szoget bezdrd két vektornak?

MEGOLDAS. A szorzat1-2-cos60°=1-2- % =1. O

1.17. TETEL (MIKOR 0 A SKALARIS SZORZAT?). Két vektor skaldris szor-
zata pontosan akkor 0, ha a két vektor merdleges egymdsra.

BizonvyiTAs. (<=) Ha a L b, akkor (a,b), = 71/2, azaz cos(a,b), =
0, tehata-b = 0.

(=)Haa-b =0, azaz |a||b| cos(a,b), = 0, akkor |a] =0, |b| =0
vagy cos(a,b), = 0. Ha valamelyik vektor zérusvektor, akkor irdnya
barmely vektoréra mer6legesnek tekinthetd. Ha viszont a # 0 és b #
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0, akkor cos(a, b) , = 0, a cos fiiggvénynek a [0, 7] intervallumban csak
7t/2-ben van zérushelye, tehat a két vektor mer&leges egymdsra. [

1.18. TETEL (A SKALARIS SZORZAS MUVELETI TULAJDONSAGAI). Ha a,
b és c tetszbleges térbeli (sikbeli) vektorok és r tetszbleges valds szdm, akkor
igazak az aldbbi dsszefiiggések:

a) a-b=Db-a (kommutativitds)
b) (a+b)-c=a-c+b-c (disztributivitds)
c¢) r(a-b)=(ra)-b=a-(rb)

d a-a>0ha#0,ésa-a=0haa=0.

A bizonyitést az olvaséra hagyjuk.
Mivel két vektor skaldris szorzata skaldr, ezért az asszociativitds
(csoportosithatosdg) kérdése fol sem vethet, hisz az (a - b)c szor-

zatban két kiilonb6z6 szorzdsmiivelet szerepel. Mindezzel egyiit (a -
b)c # a(b - ¢) (Id. az 1.12. feladatot).

Hossziisdg és szog  Egy vektor hossza, és ezzel két pont tavolsdga, vala-
mint két vektor hajlasszoge kifejezhetd a skaldris szorzat segitségével.
Egy tetsz6leges a vektorra a-a = |a||a| cos0 = |a||a|, tehat

la]> = a-a, azaz |a] = Va-a.

E képlet szerint tehat egy vektor hossza megegyezik az 6nmagaval vett
skaldris szorzat gyokével. Ebbdl az is adédik, hogy két pont tdvolsdga
megegyezik az Sket 6sszekot6 vektor donmagdaval vett skaldris szorza-
tdnak négyzetgyokével.

Két pontot 6sszekoté vektor egyenld az oda mutaté helyvektorok
kiilonbségével, igy ha a két pontba mutaté helyvektor a és b, akkor a
pontok tavolsdga — és ezt fogjuk a vektorok tavolsdganak is tekinteni

d(a,b) =|a—Db|.
Két vektor skaléris szorzatanak és a vektorok hosszdnak ismereté-
ben a szdgiik meghatarozhato:

a-b

cos(a,b), = allb]

(1.2)

Pithagordsz-tétel A tavolsagot vagy hossztisdgot skalaris szorzattal is
ki tudjuk fejezni, igy segitségével a rd vonatkoz6 Osszefliggések is vizs-
galhatok.

1.19. TETEL (PITHAGORASZ-TETEL). Az a és b vektorokra pontosan akkor
teljesiil az
|a+b|* =|a]’ + |b[?

Osszefiiggés, ha a és b merblegesek egymdsra.



BizonyiTAs.
la+b|>=(a+b)-(a+b)
=a-at+a-b+b-a+b-b disztributivitds
=a-a+2(a-b)+b-b kommutativitds
Zaa+b-b ?
= [a* + [b[?,

Vilagos, hogy a ?-lel megjelolt egyenl6ség pontosan akkor teljestil, ha
a-b =0, azaz ha a és b merSlegesek egymasra. O

1.20. PELDA (SKALARIS SZORZAT KISZAMITASA). Szdmitsuk ki az dbrin
ldthato két vektor skaldris szorzatdt (a szomszédos rdcsvonalak tdvolsdga 1

egység).

MEGOLDAs. Az a vektor hossza 3, a b vektor hossza a Pithagorasz-
tétellel kiszamolhat6: V42 + 32 = 5, a vektorok &ltal kozbezért szog
koszinusza cosy = %, igy a skaldris szorzata-b =35 % =12. O

Két fontos egyenlitlenség  Mivel a koszinusz fliggvény értéke abszolut
értékben sosem nagyobb 1-nél, ezért a skaldris szorzat definiciéjabol
azonnal latszik, hogy

|a-b| = [a|[b]| cos(a,b), < [a][b].
Ezzel bizonyitottuk a kovetkezd tételt:

1.21. TETEL (CAUCHY-BUNYAKOVSZKIJ-SCHWARZ-EGYENLOTLENSEG).
Két vektor skaldris szorzatdnak abszoliit értéke sosem nagyobb abszoliit
értékeik szorzatdindl, azaz

|a-b| < [a|[b].

A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenltlenség segitségével bi-
zonyitjuk a geometridbdl jol ismert haromszog-egyenldtlenséget. En-
nek az az értelme, hogy e bizonyitds valtoztatds nélkiil miikodni fog
sokkal altalanosabb koriilmények kozott is.

1.22. TETEL (HAROMSZOG-EGYENLOTLENSEG). Bdrmely két a és b vek-

torra
la+b| <|al + [b].

BrzonviTAs. Mivel az egyenl6tlenség mindkét oldaldn nemnegativ szdm
all, ezért vele ekvivalens egyenl6tlenséghez jutunk, ha mindkét oldalt
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e

1.22. dbra: Két vektor skaldris szorzata
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négyzetre emeljiik.

la+b>=(a+b)-(a+Db)
= |a]*+2(a-b) + |b|?
< |a]*+2[a-b[+|b|?
< |a]* +2/a|[b| + |b|?
= (Jal + [b|)*.

Id. az 1.19. tétel bizonyitasat

Es ezt akartuk bizonyitani. O

Egységuektorral vald szorzds és a merdleges vetités Minden olyan vektort,
melynek abszolut értéke 1, eqységuektornak neveziink.

Ha a egy tetsz6leges nemzérus vektor, akkor a/|a| egységvektor,
ugyanis abszolat értéke 1:
1

=—la| =1
a

a
al

1.23. TETEL (EGYSEGVEKTORRAL VALO SZORZAS GEOMETRIAI JELENTE-
SE). Ha e egységuektor, akkor a b = (e - b)e vektor a b vektornak az e
egyenesére vald merbleges vetiilete. Az e - b szorzat e vetiilet elGjeles hossza,
mely pozitiv, ha b és e egyirdnyiiak, és negativ, ha ellenkezd irdnyiiak.

BizonviTAs. Ha e egységvektor, azaz abszolut értéke 1, akkor e -b =
|b| cos(e, b),, ez pedig a koszinusz fiiggvény definicidja szerint b me-
réleges vetiiletének elGjeles hosszat jelenti. E szdm e-szerese pedig egy
e irdnyt, és ilyen hosszt vektort ad, mely épp b vetiileti vektora. O

Jelolje a tovadbbiakban a b vektornak az a egyenesére es6 merdleges
vettileti vektorat proj, b. Eszerint ha e egységvektor, akkor

proj,b = (e-b)e.

Alapvet6 feladat egy vektornak egy mdsikkal parhuzamos és ra
merd&leges vektorok 0sszegére vald felbontasa, amit masként merdleges
osszetevdkre bontdsnak neveziink.

1.24. TETEL (VEKTOR FELBONTASA MEROLEGES OSSZETEVOKRE). Ha a és
b a stk vagy a tér két vektora, és a # 0, akkor b-nek az a egyenesére esg
merGleges vetiilete
. a-b
proj,b = —a.
a-a
A b-nek az a egyenesére merbleges dsszetevdje
. a-b
b —proj,b=b - —a.
a-a

b
C (e-b)e

b

N,

e-ble e

1.23. dbra: Az b vektor és az e egység-
vektor egyenesére es6 vetiilete. A fels6
dbrane-b > 0,az alséne-b < 0.

b

b —proj, b

a  proj,b

1.24. dbra: Az b vektor felbontdsa az a
vektorral parhuzamos és rd merdleges
vektorok Osszegére.



BizonyiTAs. Az els6 képlet az egységvektorral szorzds geometriai je-
lentésérdl szolo 1.23. tételbdl kovetkezik. Legyen e = ﬁ az a-irdnyd
egységvektor. Ekkor

a ) a 1 a-b

m- = —(a-b)a= —a.

pro]eb:(e-b)e:< Tl = Tap 22

(Az utolsé egyenléségnél kihasznaltuk, hogy |a]? = a-a.) Mivel e és
a parhuzamosak, ezért proj, b = proj, b, ami bizonyitja elsd allitasun-
kat. Az 4llitds mdsodik fele abbdl kovetkezik, hogy a két Osszetevs

Osszege b. O

1.25. PELDA (MEROLEGES OSSZETEVOKRE BONTAS). Az 1.22 dbrabeli b
vektort bontsuk fel az a-val parhuzamos és rd merdleges dsszetevikre.

MEGOLDAs. Bar a megoldds az 1.25 dbrardl is azonnal latszik, koves-
siik végig a szdmitdst: az 1.20. példa szerint a-b = 12, |a| = 3, ezért
a-b 12 4

proj, b = 222" 927 3%

mig az a-ra merdleges dsszetevs b — Fa. o

Merdlegesség és orientdcio  Legyenek a és b egymdsra mer6leges nem-
zérus vektorok a sikban. Ekkor a és —b is mer&legesek, azaz (a,b), =
(a,—b), = 1/2. Csak az a ismeretében meg tudjuk-e kiilonboztetni
a b és —b vektorokat? Hasonl6 kérdés a térben is folmertil: ha ¢ me-
réleges a nem kollinedris a és b vektorok mindegyikére, akkor —c is.
Vajon ¢ és —c megkiilénboztethet6-e egymastdl csak a-hoz és b-hez
val6 viszonyukat tekintve?

A valaszhoz az irdnyitds, mas széval orientdcid fogalma vezet. E fo-
galmat precizen kés6bb definidljuk (Id. ???. szakasz), az alapgondolat
viszont egyszer@i. A sikban a két fiiggetlen vektorbdl all6 pédrokat két
osztalyba sorolhatjuk aszerint, hogy a tenyérrel folfelé forditott jobb
vagy bal keziink els6 két ujjaval szemléltethetéek (1.26. dbra) (hiivelyk
az els6, mutatd a masodik vektor).

Hasonl6képp: a térben a fiiggetlen vektorokbol 4ll6 harmasokat két
osztalyba sorolhatjuk aszerint, hogy jobb vagy bal keziink elsé harom
ujjaval szemléltethetéek (1.27. és 1.28. dbra). Kézenfekvonek tiinik az
els6 vektornak a hiivelyk, a masodiknak a mutatd, a harmadiknak a
kozéps6 ujjunkat megfeleltetni, de azokban a kultirakban, ahol a mu-
taté és kozépsd ujjal mutatjak a kett6t, ott a mutaté-kozépss-hiivelyk
a sorrend. Aszerint, hogy egy vektorpdr a sikban, illetve egy vektor-
harmas a térben melyik osztdlyba esik, azt mondjuk, hogy jobbrend-
szert, illetve balrendszert alkot. Az 1.27. dbra harmadik képén lathato
moéd (az okolbe szoruld jobb kéz mozgasa) azt is megmutatja, hogy
milyen egy egyenes koriil valé pozitiv forgas irdnya. A sikban ezt
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p—p

a

Gl
)

1.25. dbra: Vektor felbontdsa merSleges
osszetevOkre

1.26. dbra: Két vektor egymashoz valoé
viszonya jobbrendszert (fels¢ dbra) vagy
balrendszert (als6 abra) alkot. A kozbe
zart irdnyitott szog az el6bbi esetben po-
zitiv, utébbiban negativ.
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azzal is ki tudjuk fejezni, hogy két fliggetlen vektor szogét eljellel
latjuk el, nevezetesen pozitivval, ha jobbrendszert, és negativval, ha

balrendszert alkotnak. Az igy kapott szoget a két vektor irdnyitott szo-
gének nevezziikk. Az a és b iranyitott szogét (a, b) jeloli. Tehat mig
(a,b), = (b,a),, addig (a,b)q = —(b,a)4, és ha (a,b)q = 7/2, ak-
kor (a,—b)4 = —m/2. Ez tehat a valasz a paragrafus elején feltett
kérdésre.

Vektori szorzds A fizikdban tobb olyan jelenség is van, melyben két tér-
beli vektorhoz kerestink egy mindkettére meréleges harmadikat. Leg-
ismertebb példa a forgatényomaték.

Hasson egy F er6 egy test P pontjaban, és legyen a test rogzitve
az O pontjdban. A P ponton dtmend, F irdnyd egyenesnek az O-t6l
val6 tavolsagét az er6 karjanak nevezziik. Az F hatdséra a test O ko-
ril elfordul. Ennek jellemzésére tudnunk kell a forgds tengelyét, a
forgas ,nagysagat”, és azt, hogy a tengely kortili két forgasirany ko-
ztil melyikrél van sz6. Erre alkalmas lehet egy vektor — ezt nevezziik
forgatényomatéknak —, melynek irdnya a forgédstengellyel parhuzamos,
hossza a forgds nagysagat irja le, és a forgastengellyel parhuzamos
két vektorirdany a két forgasirdnyhoz tartozik. Hogyan definidlhaté
a forgatényomaték-vektor, ha tudjuk, hogy abszolut értéke az er6kar
hosszénak és az er$ abszolut értékének szorzata?

Az er6 karja |O? | sin((ﬁ’, F),, igy az M forgatonyomaték abszolut
értéke:

IM| = [F||OB| sin(OB, F) .

1.27. dbra: Az a, b és ¢ vektorok eb-
ben a sorrendben jobbrendszert alkot-
nak, ha irdnyuk a jobb keziinkkel mutat-
hat6 a mellékelt harom adbra barmelyike
szerint: (1) hiivelyk-mutat6-kozépsd ujj,
(2) mutat6-kozépsé-hiivelykujj, (3) a hii-
velyk mutatja a ¢ vektort, 6kolbe szorul6
keziink ujjai pedig az a fel6l a b felé ha-
ladnak.

1.28. dbra: Az a, b és ¢ vektorok eb-
ben a sorrendben balrendszert alkot-
nak, ha irdnyuk a bal keztinkkel mu-
tathaté a kovetkez6k barmelyike sze-
rint: (1) hitivelyk-mutat6-kozépsé ujj,
(2) mutat6-kozépsbé-hiivelykujj, (3) a hii-
velyk mutatja a ¢ vektort, 6kolbe szorul6
keziink ujjai pedig az a fel6l a b felé ha-
ladnak.
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A forgas tengelye nyilvdn mer&leges F-re és OD-re is, csak abban kell
megegyezni, hogy az OP, F és M vektorok jobb- vagy balrendszert
alkossanak. A fizikusok a jobbrendszert valasztottak.

A forgatényomaték, és tobb hasonlé fizikai fogalom a kovetkezd
definicidhoz vezet:

1.26. DEFINICIO (VEKTORI SZORZAT). A 3-dimenzids tér két vektordnak

vektori szorzatdn azt a vektort értjiik, melynek

a) abszolut értéke a két vektor abszoliit értékének és a kozbezdrt szog szi-
nuszdnak szorzata,

b) iranya merdleges mindkét vektor irdnydra és — ha a két tényez0 és a szor-
zat egyike sem a nullvektor, akkor — az elsd tényezd, a mdsodik tényezo
és a szorzat ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.

» E definici6 barmely két 3-dimenziés vektor vektori szorzatat egy-
értelmtien definidlja, ugyanis minden olyan esetben, amikor nem tud-
nank eldonteni, hogy a vektorok jobbrendszert alkotnak-e, a szorzat a
nullvektor (gondoljuk meg!).

» Az aés b vektorok vektori szorzatat a x b jeloli, amit ,,a kereszt b”-
nek olvasunk. Képletekkel megfogalmazva: a X b egy vektor, melyre

la x b| = |a||b]|sin(a,b), A2 %D

axb L a, axb L b, tovibbd a, b és a x b ebben a sorrendben
jobbrendszert alkot.

1.27. PELDA (VEKTORI SZORZAT MEGHATAROZASA). Tegyiik fel, hogy a
tér két vektora 3 illetve 5 hosszu, az dltaluk bezdrt szog koszinusza %, mint
az 1.20. példdban. Mit tudunk a vektori szorzatrdl?

MEecorpAs. Ha cosy = %, akkor siny = /1 — (%)2 = %, igy a vektori

szorzat hossza |a|[b|sin(a,b), = 3-5- % = 9, irdnya mer6leges mind-

két vektorra és a, b, a X b ebben a sorrendben jobbrendszert alkot a

(1d. 1.29. 4bra). O 1.29. dbra: Az a, b és az a x b vektorok

1.28. PELDA (i, j, k VEKTORI SZORZATA). Legyen i, j, k hdrom, pdronként
egymdsra merdleges, ebben a sorrendben jobbrendszert alkoté egységuektor.
Készitsiink milvelettdbldt vektori szorzataikrol!

MEecorpas. Mivel (i,i), =0, ezért |i x i| =0, igy i x i = 0. Hasonl6-
anjxj=0éskxk=0.

Mivel |i| = [j| = 1 és (i,j), = 90°, ezért |i x j
egységvektor. Rdaddsul i X j merbleges i-re és j-re, és i, j valamint i x j
jobbrendszert alkotnak épp gy, mint i, j és k. Ebbdl kovetkezik, hogy
i xj = k. Hasonléképp j x k =i és k xi =j. Ha i, j, k jobbrend-
szert alkot, akkor j, i és k balrendszert, igy j x i = —k. Mindezeket
osszefoglalva a kovetkezd miivelettdblat kapjuk.

=1,azazixjis
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E hdrom vektor kozti szorzatok konnyen megjegyezhet6ek, ha egy
szabalyos haromszog cstcsaira irjuk 6ket pozitiv kortiljards szerint,
mint azt a tabldzat melletti 4bra mutatja. Ekkor két kiilonb6z6 vektor
szorzata a harmadik, ha a két vektor pozitiv kortiljards szerint koveti
egymast. Ha negativ koriiljards szerint kovetik egymadst, a szorzat a
harmadik vektor —1-szerese. O

1.29. TETEL (MIKOR 0 A VEKTORI SZORZAT?). Két térbeli vektor vektori
szorzata pontosan akkor zérusvektor, ha a két vektor pdrhuzamos.

BizonyiTAs. Ha a vagy b valamelyike zérusvektor, akkor egyrészt a
két vektor tekinthetd parhuzamosnak, mdsrészt a x b = 0, az allitas
tehat igaz, ezért a tovdbbiakban feltessziik, hogy a két tényez6 egyike
sem zérusvektor.

(<) Ha a és b parhuzamosak (mds széval kollinedrisak), akkor
(a,b), = 0 vagy 7, tehét sin(a,b), = 0, igy |a x b| = |a||b|0 = 0,
azazax b =0.

(=>)Haaxb =0, azaz |a||b|sin(a,b) , = 0, akkor |a| =0, |[b| =0
vagy sin(a,b), = 0. Az |a] = 0 vagy |b| = 0 eseteket mar elintéztiik
a bizonyitas elején, igy marad a sin(a,b), = 0 eset. A szinusz fiigg-
vénynek a [0, 7] intervallumban a 0 és a 7r helyen van zérushelye, tehat
a két vektor vagy egyirdnyd, vagy ellenkezd iranyd, vagyis parhuza-
mos. ]

1.30. TETEL (VEKTORI SZORZAT ABSZOLUT ERTEKENEK GEOMETRIAI JE-
LENTESE). Két vektor vektori szorzatdnak abszoliit értéke a két vektor dltal
kifeszitett parallelogramma teriiletének mérdszdmduval egyenld.

BizonyiTAs. Az a és b vektorok éltal kifeszitett parallelogramma ol-
dalainak hossza |a| és |b|, az a oldalhoz tartoz6 magassaga pedig m =
|b|sin(a,b),. A parallelogramma teriilete |a|m = |a||b|sin(a,b), =
|]a x b| (1.30. dbra). O

1.31. TETEL (VEKTORI SZORZAS MUVELETI TULAJDONSAGALI). Tetszdleges
a, b és c vektorokra, valamint tetszbleges r valds szdmra igazak az aldbbi

Osszefiiggések:
a) axb=-bxa (alterndlé tulajdonsdg)
b) (a+b)xc=axc+bxc
ax(b+c)=axb+axc (disztributivitds)

c¢) r(axb)=(ra) xb=ax (rb)
d) |axb|=/[a]?[b]> —[a-b]?

>

a

1.30. dbra: |a X b| megegyezik a paralle-
logramma tertiletével



A tétel bizonyitasat feladatnak ttizziik ki.

» E tétel a) pontja szerint a vektori szorzas nem kommutativ!
» Egy egyszerfi példa mutatja, hogy a vektori szorzas nem is asszoci-
ativ. Az 1.28. példa eredményét haszndlva konnyen lathato, hogy

(i) xj #ix(jxj),
ugyanis (i X j) xj =k xj= —i, masrésztix (j xj)=1ix0=0.

Parallelepipedon térfogata, és elGjeles térfogata Az 1.30. tételben megmu-
tattuk, hogy a vektori szorzat abszoltt értéke a két vektor 4ltal kifeszi-
tett parallelogramma teriiletét adja. Hogy szdmithat6 ki a parallele-
pipedon térfogata?

1.32. PELDA (PARALLELEPIPEDON TERFOGATA). Hatdrozzuk meg az a, b
és ¢ vektorok dltal kifeszitett parallelepipedon térfogatdt!

MEeGoLDAs. Az a és b ltal kifeszitett parallelogramma teriilete |a x b|,
és mivel a X b mer6leges a parallelogramma sikjéra, ezért a parallele-
pipedon magassdga c-nek az a X b egyenesére es6 merdleges vettileti
hosszaval egyenlé. Ez az a x b irdnyt egységvektorral val6 skaldris
szorzéssal szdmolhat6. Az egységvektor

e — axb
~Jaxb|’

a magassag |e - c|, és igy a térfogat (azaz az alapteriiletszer magassag)
értéke
axb c

|a X b] 2 xb|

=|(axb)-cl.

Tehdt a parallelepipedon térfogata |(a x b) - c|. m]

A térfogat tehédt az (a x b) - ¢ skaldr abszolut értéke. Kérdés: vajon
mit jelent e skaldr el6jele? Ez pontosan akkor negativ, ha a ¢ vektor
a X b egyenesére es6 merbleges vetiilete és a X b ellenkez irdnyd.
Vagyis ha a ¢ vektor az a és b sikjanak mdsik oldaldn van, mint az
a x b vektor, azaz ha a, b és ¢ balrendszert alkot!

Osszefoglalva: Az a, b és ¢ vektorokbél képzett (a x b) - ¢ skalar
abszolut értéke a harom vektor altal kifeszitett parallelepipedon tér-
fogataval egyenl6, mig elGjele a harom vektor orientdcidjat adja, ne-
vezetesen pontosan akkor pozitiv, ha a hdrom vektor jobbrendszert
alkot. Az is kovetkezik a fentiekb6l, hogy a harom vektor pontosan
akkor esik egy sikba, azaz pontosan akkor linedrisan ¢sszefiiggék, ha
(axb)-c=0.

Vegyes szorzat Az el6z6 paragrafusban megmutattuk az (a x b) - ¢
kifejezés fontossagat. Ez vezet a kovetkez6 definicidhoz.

VEKTOROK 29
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1.33. DEFINICIO (VEGYES SZORZAT). A 3-dimenzids tér hdrom tetszbleges
a, b és c vektordbol képzett
(axb)-c

kifejezést a hdrom vektor vegyes szorzatdnak nevezziik.

» A vegyes szorzat eredménye skaldr.

» Az a, b és c vektorok vegyes szorzatanak szokds jelolése abc, de mi
a késébbi fejezetekben nem fogjuk haszndlni.

» Mivel a skaldris szorzds kommutativ, ezért (a x b) - ¢ =c¢- (a x b).
» A parallelepipedon térfogatdra ugyanazt az értéket kell kapnunk,
barmelyik oldallapot is valasztjuk alapnak, igy e harom vektorbdl a
vektorok kiilonb6z6 sorrendjeivel képzett vegyes szorzatok csak elje-
lében térhetnek el egymastol. Mivel az el&jel az orientdci6 fliggvénye,
ezért — figyelembe véve az el6z6 megjegyzést is — kapjuk, hogy

(axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b=a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb).
Az ellenkez6 elgjelii szorzatok:
(cxb)-a=(bxa)-c=(axc)-b=c-(bxa)=b-(axc)=a-(cxb).
Ezeket a vegyes szorzatra hasznélt jeloléssel folirva:

abc = bca = cab = —acb = —cba = —bac.

1.34. PELDA (VEGYES SZORZAT). Hatdrozzuk meg egy eqységélil kocka egy
csticsbol indulé hdrom lapdtlé-vektordnak vegyes szorzatdt!

MEGOLDASs. Jeldlje a kocka egyik csticsdbdl indulé harom élvektorat
i, j és k. E harom vektor ebben a sorrendben alkosson jobbrend-
szert. Ekkor az el6z6 megjegyzés szerint ijk = jki = kij = 1,
kji = jik = ikj = —1. Mivel a vegyes szorzat egy parallelepi-
pedon térfogatdt, vagy annak ellentettjét adja, ezért ha egy szorzat-
ban egy vektor tobbszor is szerepel, akkor annak értéke 0. Példaul
iji = (i xj)-i=k-i=0. Ahdrom lapatlo-vektor: i +j, j +k, k+1i.
Ezek vegyes szorzata

((i4)) x G+K)) - (k+1i) = ijk + iji + ikk + iki + jjk + jji + jkk + jki
—14040+0+0+0+0+1
:2/

tehat a harom lapatlé-vektor vegyes szorzata 2. O



Feladatok

Skaldris szorzds

1.11. Mutassuk meg, hogy |a+b +c|?> = |a|? + |b|? + |c|?
pontosan akkor all fenn, ha a, b és ¢ harom egymadsra pa-
ronként mer&leges vektor.

1.12. Igazoljuk, hogy

(a-b)c #a(b-c).

Merdlegesség és orientdcio: vektori szorzds Vektori szorzat

1.13.  Tekintsiink egy egységélti kockat, melynek egyik

csticsat jelolje P. Szamitsuk ki a P-b6l indulé

a) valamelyik két lapatlé-vektor,

b) egyik lapatl6- és a testatlo-vektor

skaldris szorzatat, valamint a P-bdl indul6

¢) valamelyik élvektor és egy vele egy lapon 1év6 lapatlo-
vektor,

d) valamelyik élvektor és a vele nem egy lapon 1év6
lapatlé-vektor

vektori szorzatat.

1.14. Mutassuk meg, hogy ha u meréleges a v és w vek-

torokra, akkor meréleges minden linedris kombinaciéjukra

is.

1.15. Harom linedrisan fliggetlen vektornak hany sorrendje

van? E sorrendek koziil hany alkot jobb- és hany balrend-

szert?

1.16. [Szogfelezd] Legyenek a és b nemzérus vektorok.

Mutassuk meg, hogy a |b|a + |a|b vektor felezi a és b szo-

gét!

1.17. [Haromszog szogfelezGje] Az el6z6 feladat eredmé-

nyét felhasznalva mutassuk meg, hogy a haromszog egyik

szogének szogfelezje a szemkozti oldalt a két szomszédos

oldal hosszanak ardnyaban osztja fel.
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1.18. [Mit cserél fol a tiikor?] Hogy lehet az, hogy a tii-
kor folcseréli a jobbat a ballal, de nem cseréli fol a fontet a
lenttel?

Projekt: ekvivalencia reldcié

Egy X halmazon értelmezett reldcién (pontosabban bind-
ris reldcion) az X elempdrjainak egy R halmazat értjiik. Ha
egy (a,b) par benne van ebben a halmazban, azt mond-
juk, hogy a az R relaciéban van b-vel, és tgy jeloljiik, hogy
a R b. Péld4ul, ha X az Osszes valaha élt ember halma-
za, akkor az ©sszes olyan (a,b) emberpar halmaza, ahol a
anyja b-nek, egy reldcié. Ez a koznyelvbél is ismert anya-
gyermek relaci6. Egy matematikai példa: ha X a valésok
halmaza, és R azokbdl az (a,b) parokbdl all, melyekre a
kisebb vagy egyenld, mint b, akkor R egy reldci6, melyet
a valésok rendezési reldciéjanak neveziink. E reldcié szo-
késos jele <, igy ha (a,b) € R, akkor az a < b jelolést
hasznaljuk.

Az X halmazon értelmezett ekvivalencia reldcié egy olyan
relacié, mely az X halmaz elemeinek egy osztalyozasat irja
le. Ez azt jelenti, hogy ha az X halmazt paronként kizaré
részhalmazok unidjara bontjuk, azaz megadjuk az X ele-
meinek egy osztdlyozdsit, vagy mas széval X egy particio-
ndldsdt, akkor létezik egy relacié, melyben az a,b € X ele-
mek pontosan akkor vannak reldciéban, ha egy osztilyba
(particioba) tartoznak. Az igy kapott relacionak van harom
olyan tulajdonsaga, melynek csak az ilyen médon megkap-
hato relaciok felelnek meg.

1.35. TETEL (EKVIVALENCIA RELACIO). ..............

Matematikdn kiviili hasonlattal élve: ha az irdnyitott
szakasz a hal, a szabad vektor a halraj, melyet mindegyik
hal ugyantgy reprezental (??. abra).

1.19. [Szabad vektor fogalma] Blabla
1.20. [Vektor irdnya] Blabla



32 LINEARIS ALGEBRA

Vektorok koordindtds alakban

A koordindtdk bevezetésével eqyrészt 1ij algebrai eszkozokhioz jutunk a vekto-
rok és a kiilonféle geometriai alakzatok vizsgdlatdban, mdsrészt lehet6vé vdlik
a vektor fogalmdnak kiterjesztése. Igy jutunk a sokdimenzids terek fogalmd-
hoz, ami nélkiilozhetetlen a kozgazdasdgtanban, az internetes keres6k mate-
matikdjdban, vagy véges struktiirdk folotti vdltozatdban a kédelméletben és a
kriptogrdfidban.

Descartes-féle koordindtarendszer Descartes 1637-ben La Géométrie cimti
miivében egy szép Otlettel Osszekapcsolta a geometriat az algebraval.
Alapgondolata az volt, hogy a geometria alapelemei (pl. pontok) és
a valés szamok/szdmparok/szdmharmasok kozt kolcsonosen egyér-
telm?i megfeleltetés hozhat6 létre, igy bizonyos geometriai alakzatok
algebrai egyenletekkel leirhat6va és vizsgalhat6va vélnak.

Az 1.11. tétel szerint a sik barmely v vektora felirhat6 két adott line-
drisan fliggetlen e; és ey vektor linedris kombindaci6jaként, és e feliras
egyértelmti. Ha e linedris kombinécié v = vje; 4 vpey alakd, akkor
a v vektorhoz a (vq,v;) szampart rendeljiik, amit a v vektor koordind-
tds alakjdnak neveziink, a v; és vy skalarokat pedig a v koordindtdinak
nevezziik. Azt mondjuk, hogy az {ej, e} vektorpar e koordinatazasi
rendszer — egyszer{ibben koordindtarendszer — bdzisa, az e; és ey vekto-
rok a bdzisvektorok vagy alapvektorok. Tetsz6leges vektor koordinatai-
nak meghatdrozasdhoz elég a bazisvektorokat ismerni.

1.36. PELDA (VEKTOROK KOORDINATAI). Hatdrozzuk meg az 1.32. dbrdn
megadott vektoroknak — az ey és ey vektorokra, mint bdzisra vonatkozd —
koordindtdit!

MEGOLDAS. A megoldés kénnyen leolvashaté az 1.33. dbrardl. Atte-
kinthet6bb, ha az 6sszes vektort egyetlen pontbdl inditjuk. Ezt mutatja
az 1.34. ébra. O

A koordinatarendszer a 3-dimenziés térben is hasonlé médon épit-
het6 fel. Az 1.12. tétel szerint a tér barmely v vektora felirhaté harom
adott linearisan fiiggetlen e, e és e3 vektor linearis kombindacidjaként,
és e felirds egyértelmti. Ha e linedris kombinacié v = vie; + vyep +
vses alaku, akkor a v vektorhoz a (v, vp,v3) szdmhédrmast rendeljiik,
amit a v vektor koordindtds alakjinak neveziink, a v1, v, és vs skala-
rokat pedig a v koordindtdinak nevezziik, a bizis pedig az {eq, ey, e3}
vektorhdrmas.

S6t, a koordinatazas az 1-dimenzids térben is megvalésithaté: ha e
egy nemnulla vektor (tehat linedrisan fiiggetlen vektorrendszer!), ak-
kor barmely vele parhuzamos v vektor egyértelmtien felirhaté v = ve

René  Descartes  (Renatus Cartesianus)
(1596-1650) francia filoz6fus és mate-
matikus, a modern filozéfia atyja, az
analitikus geometria egyik megalkotdja.
Filozoéfidjat a puszta hitre alapozott alli-
tasokkal szemben a raciondlis érvelések
atjan kivanta folépiteni (ldsd descartesi
kételkedés és ,gondolkodom, tehdt va-
gyok”). Orvostudomanyt és jogot tanult,
végiil hadmérnoki képesitést szerzett.
Tobb habordban is részt vett. 1619-ben
egy Magyarorszagot is érint6 hosszu
atjan egy Ulm melletti paraszthdzban
harom almot latott, melyek megfejtése
»egy csoddlatos tudomadnyhoz” vezette,
ami filozéfiaja alapjava valt.

€

1.32. dbra: Mik a vektorok koordinatéi?

1.33. dbra: A megoldas



alakban. E v skalar lesz a v koordinatds alakja (a zardjel hasznalata
itt sziikségtelen). Igy a v <+ v hozzérendelés kolcsonosen egyértelmii
megfeleltetést 1étesit a vektorok és a skaldrok kozt.

Ha kijeloliink egy pontot az egyenesen/sikban/térben — ez lesz az
origd —, akkor az egyenes/sik/tér pontjai és a helyvektorok végpont-
jai kozti kolcsonosen egyértelmti megfeleltetéssel egytttal a pontok is
koordinétat kapnak.

1.37. PELDA (PONTOK KOORDINATAI). Hatdrozzuk meg az 1.35. dbrdn ki-
jelolt pontok — megadott bazisvektorokra és origora vonatkozo — koordindtdit!

MEcoLpAs. E feladat megoldésa lényegében azonos az el6z6ével, mint-
hogy a kijelolt pontokba mutaté helyvektorok megegyeznek az ott
megadott vektorokkal (Id. 1.36. dbra). O

A helyvektorok és a pontok kozti kélcsonosen egyértelmii megfelel-
tetést a jelolésben is kifejezziik azzal, hogy nem tesziink kiilénbséget
a vektor és a pont koordinatas alakja kozt, azaz a v = (a,b) vektor-
hoz adott orig6 mellett rendelt pontot is (a,b) jeloli. Ha a pontnak
nevet is adunk, pl. e pont a P pont, akkor a P(a,b) jelolés a nevet és
a koordinatdkat is megadja. Ekkor a helyvektort OP is jelolheti. Tehat
v = OP. Szoks a vektorok koordinatds alakjat ugynevezett oszlopvek-
tor alakba is irni, mi e konyvben ekkor kerek helyett szogletes zarojelet
hasznalunk, példaul:

a%:m.

E jelolés elényeivel hamarosan talalkozunk.

Lathatd, hogy ha egy pont az els6 tengelyen van, és azon az egye-
nesen x az 1-dimenzids koordindtdja, akkor sikbeli koordinatas alakja
(x,0) lesz. Hasonloképp a masodik tengely minden pontjénak (0,y) a
koordindtds alakja. Az orig6é (0,0) (Id. 1.37. dbra). Az alapvektorok
koordinatés alakja e; = (1,0) és e = (0,1).

Hasonl6képp a 3-dimenziés esetben a koordinatatengelyekre es®
pontok 3-dimenzi6s koordindtés alakja (x,0,0), (0,y,0), illetve (0,0, z)
attol fiiggben, hogy melyik tengelyr6l van sz6. Az origén dtmend és 2
tengelyt tartalmazé sikokat koordindtasikoknak nevezziik. Ezekbdl is ha-
rom van. Konnyen lathat6, hogy a koordinatasikok pontjainak alakja
(x,9,0), (x,0,z), illetve (0,y,z). Az origéé (0,0,0), mig az alapvekto-
roké e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) (1d. 1.38. &bra).
Miiveletek koordindtds alakban megadott vektorokkal Legyen adva a tér-
ben egy koordinatarendszer, és abban két tetsz6leges u = (uq, up, u3)
és v = (v1,v2,v3) vektor. E paragrafusban megkeressiik a vektormi-
veletek koordinatas alakjat. A kérdés tehat az, hogy hogyan kaphato
meg u+v,u—v,cu u-v,uXx v koordintds alakja.
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1.34. dbra: A megoldés helyvektorokkal
abrazolva.

1.37. abra: Pontok a koordinadtarendszer
tengelyein.

zZ

e (0,y1,21)

y
e (x2,0,12)

e (x0,Y0,0)

X

1.38. dbra: Pontok a koordindtasikokon
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Mindegyik mtiveletnél felhasznaljuk a vektoroknak a bazisvektorok
linearis kombinéci6jaként val6 elallitdsat. Az adott két vektor dsszege

= (uq,uz,u3) + (v1,v2,03)

(u1e1 + urer + u3e3) + (7)181 + vep + U3e3)
= (u1 +v1)er + (uz + v2)ex + (uz +v3)es
= (

uy + vy, Uy + v, uz + v3).

u+t+v

Hasonl6 képlet adddik a kiilonbségre
u—v = (uy,upus) — (v1,02,03) = (U — v, Uy — U, U3 — V3).

A skalérral val6 szorzés is a koordinatanként valé végrahajtas lehet6-
ségét mutatja:

cu = c(ug, up, uz) = c(urey + usey + uzes)
= cuieq + cuses + cuzes

= (cuq, cuy, cuz).

Osszefoglalva tehat a kovetkezé allitast kapjuk:

1.38. ALLITAS (VEKTORMUVELETEK KOORDINATAS ALAKJA). Adva van a
térben egy koordindtarendszer, és abban két tetszbleges u = (uq, up, u3) és
v = (v1,v2,v3) vektor, valamint eqy tetszbleges ¢ € R valds szdm. Ekkor
a vektorok Osszegének, kiilonbségének és skaldrszorosdnak koordindtds alakja
rendre

+v= (ul/ us, 1/[3) (01102/ 03) = (ul I 01,U2 + Up, U3 P 'U3>,

s:.‘

— V= ( 1,u2,M3) ( 02,03) = (M1—01,M2—02,u3—03),

s:

cu = c(ug, up, uz) = (cuy, cup, cus).

Az oszlopuvektor jelolést haszndlva

uq U1 (== uq cuq
utv=|up| £ |vy| = |uptoy|, cu=cluy| = |cup
us U3 Uz + o3 Us cus

A sikbeli vektorokra hasonl¢ allitdsok igazak, csak két koordinéta-
val. Frdekesebb a helyzet a skaldris szorzassal. Kezdjiik két sikbeli
vektorral.

1.39. PELDA (SKALARIS SZORZAS KOORDINATARENDSZERBEN). Tekint-
siink egy olyan sikbeli koordindtarendszert, ahol az els6 alapvektor hossza 1,
a mdsodiké 2, és a kett6jiik kozti szog 7t/ 3. Szdmitsuk ki az a = (1,1) ésa
b = (—5/2,1) vektorok skaldris szorzatdt.



MEGOLDAs. Az alapvektorok hosszét és szogét ismerve ki tudjuk sza-
mitani az alapvektorok skaldris szorzatait:

el-e;=1, ey -ep=22=4 e1-e2:1-2-cosg:1.

Ezt folhasznalva kapjuk, hogy

5
a-b=(er+e) (—7e1+e)

——§e~e +(1—§)e-e +e-e
=58 e S)e1-extex-e
5 3
=244
2 2+

:O,

tehat a két vektor merdleges egymasra.
Erdekességként meghatarozzuk e koordinatarendszerben a skaldris
szorzds altalanos képletét:

u-v=— (u1e1 + leez) . (01e1 + Uzez)
= ujvier - 1 + (U0 + Uuyvy)eq - ex + Upvoe; - €

= U101 + U190 + Upv1 + 4upv;.

Ebbél lathato, hogy a skaldris szorzat koordinatas alakja fligg a koor-
dinatarendszertdl is. O

A derékszogli koordindtarendszer A természeti torvények kiilonos fon-
tossagot adnak az egymadsra mer6leges irdnyoknak, ezért példaul igen
gyakran érdemes olyan koordindtarendszert vélasztani, amelyben az
alapvektorok mero6legesek, mds széval ortogondlisak egymasra. A ba-
zisvektorok szoge mellett azok hosszat is érdemes standardizalni, ne-
vezetesen egységnyi hossztinak vélasztani, igy mindegyik koordinata
egyuttal tavolsdgot is jelent. Az egységvektorokbdl 4llé ortogonadlis
bazist ortonormdltnak nevezziik.

Az egységes targyalds érdekében a bazisvektorok kortiljarasat is els-
frhatjuk: altalanosan elterjedt szokds a jobbrendszert valasztani. Az
igy konstrualt bazis vektorait sikban gyakran i, j, térben i, j és k jeloli.

A két és haromdimenziés térben a skaldris szorzat egyszert alakot
0lt, ha a koordinatarendszer alapvektorai ortonormaéltak.

1.40. ALLITAS (SKALARIS SZORZAT ORTONORMALT KOORDINATAREND-
SZERBEN). A sikbeli u = (uy,up) és v = (v1,0p), illetve a térbeli
u = (uq,up,u3) és v = (vq,v,,v3) vektorok skaldris szorzata ortonormdlt
koordindtarendszerben

u-vV = u 01 + upvy, illetve u - v = 1101 + upvy + u303.
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BizoNnyiTAs. A sikbeli esetben kihaszndljuk, hogy i-i =j-j =1 és
i-j=0:
u-v = (ui+ uyj) - (v1i + v2j)
= wyo1i -1+ (U0 + upv1)i - j + upv2j - j
= U101 + Uvy
A térbeli eset hasonléan bizonyithato. O

1.41. ALLITAS (VEKTORI SZORZAT ORTONORMALT KOORDINATAREND-
SZERBEN). A térbeli a = (a1,a;,a3) és b = (by, by, bs) vektorok vektori
szorzata derékszogli koordindtarendszerben

axb= (a2b3 — ﬂgbz, a3b1 — albg, a1b2 — azbl).

BizonviTAs. Az alapvektorok egymadssal val6 vektori szorzatait mar
kiszamoltuk az 1.28. példdban. Kihaszndlva, hogy i xi = j xj =
kxk=0ixj=k, jxi=—k,..., kapjuk hogy

axb= ({Illi + azj + a3k) X (bli + boj + b3k)

= azbgi x k + azbyk x j+ az3b1k X i+ a1bzi X k4 a1boi % j +a2b1j X i

= apbzi — azboi + azbyj — a1b3j + a1bpk — arbik

= (agb3 — azby, azby — a1bs, a1by — axby). O

1.42. PELDA (PARALLELOGRAMMA TERULETE). Mutassuk meg, hogy az
(a,b) és a (c,d) vektorok dltal kifeszitett parallelogramma teriilete

lad — bc|.
Mi a jelentése az ad — bc elGjelének?

MEGoLDAs. Két 3-dimenziés vektor altal kifeszitett parallelogramma
teriilete a vektori szorzatuk abszolut értéke. Agyazzuk be a megadott
két vektort a tér egyik koordinatasikjaba, tekintsiik példaul az (a,b,0)
és a (c,d,0) vektorokat. Vektori szorzatuk

(a,b,0) x (¢,d,0) = (0,0,ad — bc),

ennek abszolut értéke |ad — be|.

Mivel az (a,b,0), (c,d,0) és (0,0, ad — bc) vektorok jobbrendszert al-
kotnak, ezért ad — bc pontosan akkor pozitiv, ha a sikban az (a,b) és a
(¢,d) vektorok jobbrendszert alkotnak, és ad — bc pontosan akkor ne-
gativ, ha az (a,b) és a (¢, d) vektorok balrendszert alkotnak (gondoljuk
meg!). O

ay ap a3 ! 1
XXX
b by b3 by by

1.39. dbra: A vektori szorzat kiszdmita-
sa a két vektor koordinatdibol: irjuk a
két vektort egymads ald, majd az els6 két
koordinatat mésoljuk a vektorok végére,
végiil az X alakba rakott nyilparokndl a
N\ nyil végein 1év6 szdmok szorzatdbol
vonjuk ki a ,/ szerinti szorzatot. Az
eredmény:

(llzb3 - a3b2, 113b] —m b3,11] bz — lZzb]).



Az R" halmaz ~ Léttuk, hogy 2-dimenzi6s, illetve 3-dimenziés vektor-
jellegli mennyiségek leirhatok egy rendezett szamparral, illetve szdm-
harmassal. Izgalmas a forditott helyzet, amikor legalabb 4, de akér
tobb milli6 szorosan Osszefiiggd adatbodl képzett, rendezett szam-n-
essel dolgozunk. Vajon értelmes dolog-e e szdm-n-eseket egy n-dimen-
zi6s tér vektorainak, vagy pontjainak tekinteni? Es van-e értelme a 2-
és 3-dimenzids térben hasznalt fogalmak altalanositdsénak n dimen-
ziéra? A vélasz mindegyik kérdésre hatdrozott igen, amit a fizika 4-
dimenzids tér-id6 fogalma, szdmtalan gazdasédgi, vagy internettel kap-
csolatos probléma megolddsa fényesen bizonyit.

Egy tetsz6leges H halmaz elemeibdl képzett rendezett elem-n-esek
halmazat H"-nel jeloljiik.

Példaul ha H = {0, 1}, akkor H? a kovetkez6 halmaz:

{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)},

hisz H® a H elemeibdl képzett rendezett elemhdrmasok halmaza. Esze-
rint a stk pontjait és vektorait R?, a térét R® elemeivel koordinataztuk.

A fenti jelolésnek megfeleléen R" a valds szdmokbol képzett rendezett
szdm-n-esek halmazdt jeloli. Igy pl. mondhatjuk azt, hogy az (1,3,0,9,5)
szdmotos eleme az R® halmaznak. Késébb R elemein vektormfive-
leteket fogunk bevezetni, és R"-r6l, mint vektortérr6l fogunk beszél-
ni. Hasonloképp fogjuk IR"-t geometriai vagy ponttérnek tekinteni, ha
elemeire, mint pontokra fogunk gondolni, és koztiik geometriai mfi-
veleteket fogunk végezni. E sokféleség sosem fog gondot okozni: IR"
szerepét mindig az fogja meghatdrozni, hogy mit tesziink elemeivel,
vagyis a szam-n-esekkel.

Az R" megismerésében az analégia fonaldan haladunk, a 2- és 3-
dimenzids tér fogalmait fogjuk atvinni, altaldnositani #n dimenziéra.
Ez az analdgia fog segiteni abban, hogy magabiztosan érezziik ma-
gunkat n dimenziéban is, akkor is, ha ott ,nem latunk olyan j61”, mint
3 dimenzidban. Bevezetd példaként az analdgidra — képerny6véddk
kedvenc témaéjat — egy 4-dimenzids kocka 2-dimenzids vetiiletét mu-
tatjuk az 1.40. dbran.

IR™ vektorainak Osszeaddsa és skaldrral szorzdsa A 2- és 3-dimenzids vek-
torok mtiveleteinek koordinatés alakja az 6sszeadds, kivonas, skalérral
szorzés és a skalaris szorzas esetén analég moédon kiterjeszthets az
n-dimenziés térre. Kezdjiik a linedris kombinaciéban szereplé miive-
letek vizsgélataval.

1.43. DEFINICIO (VEKTORMUVELETEK [R"-BEN). Legyen u =
(ug,up,...,uy) és v.= (v1,02,...,0,) az R" tér két tetszbleges

vektora, c € R egy tetszbleges valds. E két vektor dsszegét, kiilonbségét,
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2D

3D

4D

1.40. dbra: 4-dimenzi6s kocka &brazolésa
2-dimenzidban.
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c-szeresén és skaldris szorzatdt a kovetkezd képletek definidljdk:

u+v= (u1+vl,u2+02,--',un+vn>
U—v = (U — 01Uy —0V2,... Uy~ Vy)
cu = (cuy,cuy,...,Clly)

UV =1uoy + upvy + - -+ 4+ uyvy.

Osszefoglaljuk e mtiveletek legfontosabb tulajdonségait. Ezekre tobb-
sz0r is hivatkozni fogunk a kés6bbiekben. El6szor a linedris kombind-
ciéban szerepld mtiveleteit vizsgaljuk:

1.44. TETEL (AZ OSSZEADAS ES SKALARRAL SZORZAS TULAJDONSAGAL).
Legyen u, v és w az R" hdrom tetszbleges vektora, és legyen c,d két teszo-
leges valds, jelolje 0 a (0,0,...,0) vektort és —u a (—uy, —up, ..., —Uy)
vektort. Ekkor

a) u+veR" a + miivelet nem vezet ki R"-bdl

b) u+v=v+u a miivelet folcserélhetd (kommutativ)
c) u+(v+w)=(v+u)+w csoportosithaté (asszociativ)

d u+0=u zérusvektor

e) u+(—u)=0 ellentett vektor

) cueR” e szorzds nem vezet ki IR"-bdl

Q) c(du) = (cd)u a két szorzds kompatibilis

h) clu+v)=cu+cv disztributiv

i) (c+du=cu+du disztributiv

j) lu=u szorzds 1-gyel

s

E tiz tulajdonsdg késobb kitiintetett szerepet fog jdtszani, ezért elkiilonitjiik
a tovdbb felsorolandoktol:

1) Ou=0
2) (-l)u=—u
3) u—v=u+(-v)

4)  a skaldr hdtra is irhaté, azaz cu = uc és igy u/c = 1

cu

» E tulajdonsdgok mindegyike konnyen visszavezethetd a valds sza-
mok algebrai tulajdonsagaira, ezért ezek ellendrzését (bizonyitdsat) az
Olvasoéra hagyjuk. Mintaként megmutatjuk a b) bizonyitdsat:

u+v=_(u+o,up+v...,u;+0y,)
= (v1+uy,vp+uy, ..., 00+ uy)

=v+u.

» Aza)-e) tulajdonsdgok az 6sszeadds, az f)—j) tulajdonsdgok a skaldr-
ral szorzas tulajdonsagait irjak le. Mindkét csoport els6 tulajdonsiga
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csak annyit mond, hogy a mtivelet eredménye is ugyanabba a vektor-
halmazba, azaz R"-be esik, ahova a mfiveletben szerepld vektor valé.

1.45. PELDA. Mutassuk meg, hogy az R"-beli e; = (1,0,...,0), e; =
(0,1,...,0),..., e, = (0,0,...,1) vektorok linedrisan fiiggetlenek, és hogy
IR" minden vektora egyértelmilen el6dll ezek linedris kombindcidjaként!

MEGOLDAS. Az eq biztosan nem 4ll el6 a tobbi vektor linedris kombi-
nécidjaként, hisz a tobbi vektor elsé koordinataja 0, igy azok barmely
linedris kombinécidjaban is 0 az els6 koordinata, e;-ben pedig 1. Ha-
sonléan igazolhatd, hogy egyik e; sem 4ll el6 a tobbi vektor linedris
kombinacidjaként (i = 2,3,...,n). A megadott vektorok tehat lineari-
san fuiggetlenek.

Mivel az i-edik koordindta egyediil csak az e; vektorban 1, a tobbi-
ben 0, ezért ha egy tetszbleges v = (v1,vy,...,v,) vektor el6éll az eq,
ey,..., e, vektorok linedris kombindciéjaként, akkor abban e; egytitt-
hatdja csak v; lehet. Méasrészt az is vildgos, hogy

(v1,02,...,0n) =v1€1 +v2ep + - - - + Uyey.

Ezzel igazoltuk, hogy R” minden vektora egyértelmten all el az e;,
ey,..., e, vektorok linedris kombindci6jaként. O

Linedris kombindcio, linedris fiiggetlenség, linedris 0sszefiiggdség Hiaba
definialtuk vektorok linedris fliggetlenségének fogalmat tetszleges sza-
mu vektorbdl allé vektorhalmazra, lattuk, hogy a 3-dimenziés térben
legfoljebb csak 3 vektor lehet linedrisan fliggetlen. Viszont az R” tér-
ben taldltunk # linedrisan fliggetlen vektort is. Térjiink vissza e foga-
lom vizsgélatéra.

Az 1.10. definici6 szerint egy legaldbb kételemi vektorrendszer line-
arisan fliggetlen, ha mindegyik vektor fiiggetlen a tobbitdl, azaz egyik
sem fejezhetd ki a tobbi linearis kombindcidjaként, egyetlen vektor pe-
dig linearisan fiiggetlen, ha nem a zérusvektor. Ez nehézkes feltétel,
hisz mindegyik vektorra kiilon ellenérizni kell, ezért egy kénnyebben
ellendrizhet6, de ekvivalens feltételt keresiink. A haromdimenziés tér-
ben lattuk, hogy ha harom vektor fiiggetlen, akkor a tér barmely vek-
tora egyértelmiien el6all linedris kombindcidjukként. Ez igaz a null-
vektorra is. A nullvektor egyféleképp biztosan el6dll: a harom vektor
nulldkkal vett linedris kombinacidjaként. Ezt nevezziik a nullvektor
trividlis elsallitasanak. Fs a fentiek szerint mas eléallitasa nincs is, ha
a harom vektor linedrisan fliggetlen. Ez az alapja a kovetkez6 tételnek:

1.46. TETEL (LINEARIS FUGGETLENSEG).  Tetszileges R"-beli V =
{v1,va,..., Vg } vektorrendszerre az aldbbi két dllitds ekvivalens:
1.V linedrisan fliggetlen, azaz k > 1 esetén egyik vektora sem fejezhet
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ki a tobbi linedris kombindcidjaként, k = 1 esetén pedig a vektor nem a
zérusvektor.

2. A zérusvektor csak egyféleképp — a trividlis médon — dll el6 V linedris
kombindcidjaként. Mdsként fogalmazva, a ci, c,. .. cx skaldrokkal vett
linedris kombindcié csak akkor lehet a nullvektor, azaz

vy + v+ ...t cpve =0
csak akkor dllhat fenn, ha

ci=c0=...=c =0.

BizonvyiTAs. Eloszor tegyiik fel, hogy a vektorrendszer csak egyetlen
v vektorbdl all. Ekkor a tétel azt éllitja, hogy e vektor pontosan akkor
linedris fliggetlen, azaz pontosan akkor nem a nullvektor, ha a cv = 0
csak ¢ = 0 esetén allhat fenn. Ez nyilvanvalg, hiszha v # 0 és ¢ # 0,
akkor cv = 0 sem 4llhat fenn. A tovédbbiakban tegyiik fel, hogy a
vektorrendszer legalabb két vektorbdl all.

(=) Megmutatjuk, hogy ha ci;vy +covy + ...+ c,vg = 0 csak ] =
3 = ... = ¢ = 0 esetén 4llhat fenn, akkor semelyik v; vektor sem
fejezhets ki a tobbi linedris kombinécidjaként (i = 1,2,...,k). Tegyiik
fel indirekt médon, hogy valamelyik vektor — példadul a v; — kifejezhetd
a tobbi linedris kombindaci6jaként, azaz

V] = szz +...+ dek,
vagyis atrendezés utdn
(=1)vq +dovo+ ... +dpvp = 0.

Mivel v; egyiitthat6ja nem 0, ezért feltevésiinkkel ellentmondédsban
eldallitottuk a nullvektort olyan linedris kombinaciéként, melyben nem
minden egytitthat6 0. Ez az ellentmondds bizonyitja az allitast.

(=) Megmutatjuk, hogy ha a vektorrendszer egyik vektora sem
all el6 a tobbi linedris kombinacidjaként, akkor a egyediil csak a csupa
zérus egylitthat6ju linearis kombindciéja lehet zérusvektor. Ismét in-
direkt médon bizonyitunk: tegyiik fel, hogy van olyan — nem csupa 0
egyttthatdja — linedris kombindaci6, mely a nullvektorral egyenlé, azaz

vy +cvo+ ...+ v =0,

de valamelyik egytitthat6 — példaul a ¢; — nem 0. Ekkor v; kifejezhetd
a tobbi vektor linedris kombindcidjaként:

ami bizonyitja az allitast. O



Egy vektorrendszert linedrisan dsszeftiggének neveziink, ha nem fiig-
getlen, azaz egyelem{ vektorrendszer esetén ha az a vektor a zérusvek-
tor, tobbelemti vektorrendszer esetén pedig ha van olyan vektora, mely
kifejezhetd a tobbi linedris kombinacidjaként. Az el6z6 tétel szerint ez
azzal ekvivalens, hogy a vektorrendszernek van olyan zérusvektort
ado linedris kombinacidja, melyben nem mindegyik egytitthatd zérus.

A linedris Osszeftigg6ség definicidja kicsit élesithetd:

1.47. TETEL (LINEARIS OSSZEFUGGOSEG). Egy nullvektortdl kiilonbozo
elemekbdl dllo, legaldbb kételemii R"-beli V. = {vy,va,..., v } vektor-
rendszer pontosan akkor linedrisan 0sszefiiggd, ha valamely 2 < t esetén v;
avy, va,. .., Vi_1 vektorok linedris kombindcidja.

Maésként fogalmazva, ha egy nullvektort nem tartalmazé vektor-
rendszerben taldlunk olyan vektort, mely a tobbi linedris kombina-
cidja, akkor olyat is taldlunk, mely sorrendben csak az 6ket megel6z6
vektor(ok) linedris kombindcidja.

BizoNyiTAs. Legyen t az a legkisebb egész, melyre a vy, vy,..., V¢
vektorok maér osszeftigg6k. Mivel vq # 0, ezért az els6 vektor nem
lehet 6sszefiiggd, ezért t > 2. E vektorok dsszefiigg6sége miatt vannak

olyan ¢; konstansok, melyekkel
vy + vy + -+ opvy = 0.

Biztos, hogy c; # 0, kiilonben mar a vy, vy,. .., v;_1 vektorok is linedris
osszefiiggdk lennének, és ez ellentmond t definicidjdnak. Tgy
—q

vVi=—Vvi+—Vvy+---+
Ct Ct

—Ct—1
Ct

Vi-1,

ami bizonyitja, hogy Osszefligg6 vektorrendszerben létezik ilyen vek-
tor. Az 4llitds masik fele definici6 szerint igaz, hisz ha létezik ilyen v;
vektor, akkor ez valéban linedris kombindcidja az 6sszes tobbi vektor-
nak. O

Skaldris szorzds R"-ben A skalaris szorzas koordinatdkkal megadott
definiciéja (Id. 1.43.) segitségével el6szor csak azokat a legfontosabb

tulajdonségait emlitjiik, melyek kés6bb a fogalom tovabbi altaldnosita-
sdra is hasznalhatok lesznek.

1.48. TETEL (A SKALARIS SZORZAS TULAJDONSAGAI). Legyen u, v és w
az R" hdrom tetszéleges vektora, és legyen c egy teszoleges valds. Ekkor

4 u-v=v-u a miivelet folcserélhetd (kommutativ)
b) u-(v+w)=u-v+u-w disztributiv

) (cu)-v=c(u-v) a két szorzds kompatibilis

d u-u>0 é u-u=0pontosan akkor teljesiil, ha u = 0.
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BizoNyiTAs. A bizonyitds itt is igen egyszerti, ezért csak az a) pontét
mutatjuk meg, a tobbit az Olvaséra hagyjuk:

-V =1uoy+ upvy + -+ uyoy
= v1U1 + VU + - - - + Uyl

=V-u. O

Tdvolsdg és szog R"-ben  Két 2- vagy 3-dimenzids vektor (végpontja) ta-
volsdganak, és szogének a skalaris szorzatukkal val6 kapcsolatat hasz-
néljuk e fogalmaknak a magasabb dimenziés terekben valé definicio-
jéhoz.

1.49. DEFINICIO (ABSZOLUT ERTEK, SZOG, MEROLEGESSEG, TAVOLSAG).
Legyen u és v az R" tér két tetszGleges vektora.

a) Az u vektor hosszdn onmagdval vett skaldris szorzatdnak gyokét értjiik,
azaz

lu| = vu-u. (1.3)

b) Az u és v vektorok (hajlas)szogének koszinusza az aldbbi torttel defini-

dlhato:
u-v
cos(u,v), = —— (1.4)
|uflv]
c) Azt mondjuk, hogy az u és v vektorok merdlegesek egymdsra, ha
u-v=_0. (1.5)

d) A két vektor végpontjdnak tdvolsdgdn, amit egyszeriien a két vektor ta-
volsdganak neveziink, a

d(u,v) = [u—v]| (1.6)
értéket értjiik.

» A fenti definiciékat érdemes megtekinteni koordinatas alakjukba
atirva. Eszerint példaul

lu| = \Jud +uj+---+uf,
U101 + U0y + - - - + U” Uy

)z =
\/u§+u§+---+u%\/v§+v§+---+v%

cos(u, v

» A fenti definicidk koziil a vektorok hajlasszogének definicija még
hidnyos. Egy szdg koszinusza csak a [—1,1] intervallumba es6 szam
lehet, ezért e definicié csak akkor értelmes, ha az (1.4) képlet szamla-

l6jara és nevezsjére igaz, hogy |u-v| < |u||v|, azaz ha n-dimenziés

vektorokra is fonnall a CBS-egyenl6tlenség. Ezt hamarosan igazolni
fogjuk!
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1.50. PELDA (VEKTOROK SZOGE ES TAVOLSAGA). Az u = (2,3,4,14)
vektornak mennyi az abszoliit értéke, mennyia v = (4,6, —10,10) vektortdl
valé tdvolsdga, és mennyi a w = (0,3,6, —2) vektorral bezdrt szogének
koszinusza?

MEGOLDAS. A valaszhoz az (1.3), az (1.6) és az (1.4) képleteket hasz-
néljuk:

lu| = /22 + 32 + 42 + 142 = /225 = 15,
d(u,v) = /(242 + (3 6)2 + (4 — (~10))2 + (14— 10)2

= V224324142442 =15
2-04+3-34+4-6+14-(-2) 1

cos(u,w), = = —. 0
(v, w)e V2 +324+42+142,/024+32+ 62+ (—2)2 21
1.51. TETEL (CAUCHY-BUNYAKOVSZKIJ-SCHWARZ-EGYENLOTLENSEG).
Tetszoleges u, v € IR" vektorokra
[u-v| < fuf]v]. (1.7)

Egyenl6ség pontosan akkor dll, ha u és v linedrisan dsszefiiggok, azaz egyik
vektor a mdsik skaldrszorosa.

BizonvyiTAs. Tegyiik fel el6szor, hogy v = 0. Ekkor a tétel allitdsdnak
mindkét része nyilvan igaz, hisz egyenl6ség 4ll fenn, és a két vektor
linedrisan osszefiiggd. Ha v # 0, akkor legyen e = v/|v| a v irdnyu egy-
ségvektor. Az u vektor e egyenesére merSleges Osszetevsjének hossza,
illetve annak négyzete nyilvin nem negativ, azaz

0<|u—(u-e)el?
=uf+|u-e’-2Ju-ef?
= [uP ~ Ju-ef

2
| |2_ |u-v|
v[>

Innen atrendezéssel azonnal megkapjuk a bizonyitandé allitast. Mas-

részt az is vilagos, hogy a mer6leges 9sszetevd pontosan akkor egyenld
a nullvektorral, ha u megegyezik a v egyenesére es6 merdleges vetii-
letével, azaz ha u a v skaldrszorosa, azaz ha a két vektor linedrisan

Osszefligg®. O
1.52. TETEL (HAROMSZOG-EGYENLOTLENSEG R"-BEN). Tetszdleges

u,v € R" vektorokra
lu+v| < uf +[v].

A bizonyitds megegyezik a 3-dimenzids valtozatra, azaz a az 1.22. té-
telre adott bizonyitassal.

43
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A vektor abszolut értékét a skaldris szorzat segitségével definialtuk,
de forditva, a skaldris szorzat is kifejezhet6 a vektor abszoltt értékével.

1.53. TETEL (SKALARIS SZORZAT ES ABSZOLUT ERTEK IR"-BEN). Tetszd-
leges u, v € R" vektorokra

—_ 1 2 2
u-v—1(|u+v| —|u—v|) (1.8)
_1 2 2 2
wv=z (Ju+vP—u=|v?) (1.9)
BrzonyiTAs. A bizonyitds az abszolut érték (1.3)-beli definici¢jat hasz-
néljuk:
1 ) N
7 (v = fu=v) = 2 (+v)- (utv) = (u=v) - (u=v))

1
=—(uw-ut+u-v+v-u+v-v-u-utu-v+v-u—v-v)

4
= 1(4u V)=u-v
=7 = )
A maésik formula hasonléan bizonyithato. O

Korreldcios egyiitthatd A kovetkez&kben egy fontos alkalmazast muta-
tunk, melyben az n-dimenzids térben szerzett friss szemléletiink segit
a fogalom megértésében.
Adva van két adatsor: x1, x2,... x5 és Y1, Y2,. .. Yn. Atlagukat jelolje
%, illetve 7, azaz
X1+xX2+ ...+ Xy Yyi+y2+...+yn

X = iy =
n a n

Az r-rel jelolt an. korreldcids egyiitthaté azt méri, hogy a két adatsor
kozti linedris fiiggvénykapcsolat milyen erds. Az erre hasznalt képlet
a kovetkez6:

n

L L -®yi-g)
VI (= 222 (0 - 9)?

Vajon hogyan méri r a linearis fliggvénykapcsolat er6sségét? Az eddig

tanultak szemléletes valaszt adnak. A fogalom mélyebb megértése a
valészintiségszamitds ismeretét is megkivanja, ezzel mi itt nem foglal-
kozunk.

Tegytik fel, hogy a két adatsor kozt fonndll az y; = cx; + d linedris
fuggvénykapcsolat minden i = 1,2,...n indexre valamely ¢, d kons-
tansokkal. Ha mindkét adatsorbél levonjuk az atlagukat (a két adatsort
normaljuk), akkor az igy kapott

a; =x; — X, bi:yi—g (i:1,2,...,1’l)
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adatsorokra igaz a b; = ca; Osszeftiggés. Ugyanis

n
7= % (Zcxﬁ—d) =cx+d,
i=1

amib6l b; = y; —j=cx;+d —cx —d = c(x; — X) = ca;.

Tehét, az adatsorokat n-dimenziés vektorokba foglalva az y = cx +
d linedris fiiggvénykapcsolat pontosan akkor 4ll fonn, ha b = ca, azaz
ha a normalt vektorok kollinedrisak. A korreldciés egyiitthaté6 nem
mas, mint e két utébbi vektor szogének koszinusza, ugyanis

n
Cos(a,b)l _ a-b _ lel ai0;

[allb] \/Z?:l ’112\/2?:1 by
_ (i —%)(vi — )
\/Z?:l(xi - f)z\/z?ﬂ(% - 9)?

Valéban, a két vektor szogének koszinusza pontosan akkor 1, ha a

=7.

vektorok szoge 0, és akkor —1, ha a szog 7t. A korrelaci6 tehat —1 és
1 kozt véltozik, és abszolut értéke annal kisebb, minél nagyobb az a és
b vektorok hajlasszoge, azaz minél kevésbé kollinedrisak, azaz minél
kevésbé er8s a két szamsorozat kozti linedris fliggvénykapcsolat.

Ha r = 0, akkor a és b mer6legesek, ekkor linearis fliggvénykap-
csolat nincs az eredeti két mennyiség kozt (mds kapcsolat még lehet,
tehat nem feltétleniil fiiggetlen a két adatsor egymastol).

Bitvektorok A modern szamitégépek memoridjdban vagy hattértarols-

in az adatok taroldsanak legkisebb egysége a bit. Egy bittel két dllapot Bit: az angol binary digit kifejezésbol
képzett sz6, ami magyarul bindris, azaz

tarolhato, melyeket a 0 és 1 szdmokkal jeloliink, de amelyek tobb min- ; b ,
kettes szdmrendszerbeli szamot jelent.

dent is reprezentdlhatnak: hamis/igaz, nem/igen, ki/be,.... A biteket A szoftver (software) szt is megalkot6
a hardver lehetGségei és a feladat igényei szerint csoportokba, soroza- John W. Tukey otlete.

tokba, vektorokba gyfijtik, melyekkel kiilonféle mfiiveletek végezhetSk.
Ezek attdl is fliggnek, hogy a bitvektorok milyen adatokat kédolnak.
E mfiveletek koziil minket azok fognak érdekelni, melyek algebrailag
a kordbban megismert vektormiiveletekre hasonlitanak. Késobb latni
fogjuk, hogy itt tobbrdl van sz6, mint véletlen hasonldsagrol.

A bitvektorok jelolése a szdmitastechnikaban leginkédbb a biteket je-
1616 szdmjegyek egyszer(i egymas mellé irdsaval torténik, pl. o1110101
a(0,1,1,1,0,1,0,1) vektortjeloli. Mi mindkét jelolést hasznalni fogjuk.

Kddvektorok, kédok Az informécié taroldsdhoz, tovabbitdsahoz sziik-
ség van koédolasra, gyakran egymds utdn tobb kiilénb6z6 kédolasi el-
jards alkalmazdsdra is. Példdul ha valaki egy gondolatat leirja egy
papirra, majd onnan begépeli egy szdmitégépbe és egy adott forma-
tumban elmenti, egy tomorité programmal dsszetomoriti, egy titko-
sité szoftverrel titkositja, végiil egy biztonsagos internetes csatorndn
tovabbkiildi valakinek, hat kédoldsi 1épést hajthatott végre.
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A kédolashoz mi a tovdbbiakban mindig egy rogzitett, véges kod-
dbécét hasznalunk, amelynek bettii altaldban a 0-t6]l n — 1-ig terjedd
egészek lesznek. Az dbécé ,betliib6l”, azaz elemeibdl képzett vekto-
rokat kédvektoroknak vagy kédszavaknak nevezziik. A bitvektorok is
kédvektorok, ahol a kodédbécé a kételemti {0,1} halmaz.

A kodvektorok koordinatdinak szamat, vagyis a kodvektor dimenzi-
6jat a kod hosszdnak nevezziik. Ez természetesen nem analég fogalom
a vektor abszolut értékével.

A személyi szam egy olyan kodvektorra példa, melynek hossza
11, az abécé pedig a 10-elemt {0,1,...,9} halmaz. Nem minden 11-
hosszt decimdlis kédvektor érvényes személyi szdm, vagyis a szemé-
lyi szdmok a 11-hosszt kédvektorok halmazanak egy részhalmazat
alkotjak. Az ilyen részhalmazokat nevezziik kédnak.

1.54. DEFINICIO (KOD). A kod azonos dbécébdl képzett azonos hossziisd-
gu kédszavak egy halmaza. Kédolds az a folyamat, amikor az iizenethez
kédszavakat rendeliink, dekédolés az ellenkezd irdnyii folyamat.

Decimélis szamok egyik szokédsos kédoldsa a BCD (Binary Coded
Decimal), mely a szdmok kédoldsara a kettes szamrendszerbe val6 at-
iras helyett a szdmjegyenként valé kédolast valasztja. Tobb valtozata is
van, a legegyszeriibbikben egy-egy szdmjegynek 4-4 bit felel meg, igy
a 16 lehetséges 4-hosszti k6dsz6 helyett csak tizet haszndl: a 0, 1,...,
9 jegyek kodja rendre 0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111,
1000, 1001.

1.55. PELDA (BCD-kOD). Hasonlitsuk dssze 561 bindris alakjdt és BCD-
kodjdt!

MEGoLDAs. Az 561 BCD-kédja harom kédvektorbdl all: 0101 0110 0001.
A kettes szamrendszerbeli alak 1000110001, amit Ggy kapunk meg,
hogy 561-et osztjuk 2-vel, a maradék a bindris alak utols6 jegye, a ha-
nyadost ismét elosztjuk 2-vel, annak maradéka az utols6 elétti jegy. ..

Vektormfiiveletek Z.

m-ben A Z,-re vonatkoz6 ismereteket a fliggelék-

ben részletezziik. A kordbbiakban bevezetett jelolések szerint ZJ, a
Z,-beli n-hosszui vektorokbdl éll. E vektorok Osszeadédsa, skalarral
vald szorzéasa és skaldris szorzdsa a Z,,-beli miiveletekkel az IR"-beli
vektormfiveletekhez hasonléan végezhet6 el. Ennek kovetkeztében a
linedris kombindaci6, linedris fiiggetlenség itt is ugyantgy definialhat6
és hasznalhato.

1.56. PELDA (LINEARIS KOMBINACIO ZJ,-BEN). Szdmitsuk ki a Z3-beli

a=(1,0,0,1,1,0), b= (0,1,0,1,0,1) és ¢ = (0,0,1,0,1,1)



vektorok Osszes linedris kombindciojat Zo-beli egyiitthatékkal, valamint a
Z3-beli
u=(1,1,0)ésv=(0,1,1)

vektorok Osszes linedris kombindciojat Z3-beli egyiitthatokkal.

MEGOLDAS. A lehetséges xa + yb + zc alak linedris kombinacidk sza-
ma 8, hisz x,y,z € Z,, vagyis mindegyik egyiitthaténak 0 vagy 1
az értéke, és ez 2-2-2 = 8 eshetség. Az x = y = z = 0 eset
a zérusvektort adja. Ha x, y és z kozil csak egyikiik értéke 1, a
tobbi 0, akkor a harom adott vektort kapjuk vissza. Azok az ese-
tek maradnak, amikor legaldbb két vektort kell ¢sszeadni. Példaul
la+1b +0c = (1,0,0,1,1,0) + (0,1,0,1,0,1) = (1,1,0,0,1,1). Az
Osszes lineédris kombindci6 az 1.1. (a) tablazatban lathato.

Az xu + yv alaku linearis kombindciék szdma 9, mivel x,y € Z3,
azaz lehetséges értékiik o, 1 vagy 2, ami 3 - 3 = 9 lehet6séget ad. Pél-
daként egy linedris kombindci6, a tobbi az 1.1. (b) tdbldzatban lathato:
2u+1v=2(1,1,0) + (0,1,1) = (2,2,0) + (0,1,1) = (2,0,1). O

E paragrafus tovébbi részében a vektormtiveletekre két alkalmazést
mutatunk.

1.57. PELDA (ONE TIME PAD — A TOKELETES TITKOSITAs). Tegyiik fel,
hogy az tizenet kiildése el6tt a kiildd és a fogado megegyezett egy titkos
kulcsban, mely egy olyan hosszii véletlen bitvektor, mint amilyen az tizenet
legfoljebb lehet. Legyen a kulcs k € ZJ'. Legyen a titkositando iizenet
u € Z7'. A titkositds egyszeriien annyi, hogy kiild6 kiszdmolja az u + k
vektort, és azt kiildi a fogadonak, aki a titkositott iizenethez maga is hoz-
zdadja a kulcsot, és mivel bdrmely x € ZJ' vektorra x +x = 0, ezért
(u+k)+k = u+ (k+k) = u, vagyis a fogadé igy valéban megfej-
ti az iizenetet. Példaként egy iizenet, egy kulcs és a kett$ Osszege a tomor
bitvektor-jeloléssel:

u = (010101010000111111111111
k = 001011000101101001011010, ekkor
u+ k = 011110010101010110100101

E titkositds hatranya, hogy a k kulcs csak egyszer haszndlhato fel,
mert két kiilonb6z6 u; + k és uy + k tizenetet elcsipve és Osszeadva az
(ug + k) + (up + k) = u; + up vektorban mér nem szerepel k, és ez
statisztikai modszerekkel mar megfejthets.

A kédelmélet egyik célja, hogy redundans informécié hozzdad4asa-
val elérje az elkiildott tizenet megérkezését zajos, veszteséges csator-
nan keresztiil is. Ennek két gyakran alkalmazott tipusa a hibajelzd és a
hibajavit6 kod: az el6bbi az atvitel sordn bekovetkezett bizonyos hiba-
kat jelez a fogad6 szamdra, mig az utébbi bizonyos hibék kijavitasat is
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xyz xa+yb+zc xy xu+yv
ooo (0,0,0,0,0,0) oo (0,0,0)
100 (1,0,0,1,1,0) 10 (1,1,0)
o1o0 (0,1,0,1,0,1) 20 (2,2,0)
oo1 (0,0,1,0,1,1) o1 (0,1,1)
110 (1,1,0,0,1,1) 11 (1,21)
101 (1,0,1,1,0,1) 21 (2,0,1)
or1 (0,1,1,1,1,0) o2 (0,2,2)
111 (1,1,1,0,0,0) 12 (1,0,2)

22 (2,1,2)

(a) (b)

1.1. tdbldzat: Vektorok lineéris kombina-
cidi (a) Z, és (b) Z3 f6lott.
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lehet&vé teszi. Az 1.56. példdban eléllitott linedris kombindcidk hiba-
jelz6 kédok, egyikiik hibajavité is. Az 1.21. feladat arra kérdez, hogy
milyen hibat jeleznek, illetve javitanak.

Az elektronikus szamitégépek adatkezelésének egyik els6 otlete az
adattarolas vagy tovédbbitds biztonsdgosabba tételére a paritasbit. Ha
egy n-hosszu b bitvektorhoz még egy bitet csatolunk, melynek értéke
1, ha b-ben paratlan sok bit egyenlé 1-gyel, egyébként 0, akkor olyan
(n + 1)-hosszu vektort kapunk, melyben paros sok 1-esnek kell lenni.
Ha egy bit elromlik, paratlan sok 1-es lesz, tehat ez az (n + 1)-edik bit
hibajelzé. Ezt nevezziik paritdsbitnek.

1.58. PELDA (PARITASBIT). [rjuk fel a paritdsbitet skaldris szorzatként, és
dontsiik el, mely vektorokra igaz, hogy minden bitjiik a vektor maradék ré-
szének paritdsbitje.

MEGOLDAS. A paritasbit Z, folott 1- b alakba irhat6, ahol 1 a b-vel
azonos hossztsagu és csupa 1-esbél all6 vektor.

Minden olyan vektor, amelyben paros sok 1l-es van, eleget tesz a
feladatbeli feltételnek, a tobbi nem. O

A paritdsbit altaldnositdsa az an. ellendrz 0sszeg, melyre szamtalan
példat taldlunk a mindennapi életben.

A magyar személyi szdm a személyre jellemz6 10 jegybdl, és az azt
kovetd e ellen6rz6 6sszegbdl all. Az e kiszamitasi képlete

Zq1-ben szamolva: ¢ = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) - u,
| SBN 978- 963-545- 398- 6

ahol u a személyi szdm els6 10 jegye. A személyi szdm 8-10-edik jegye
ugy van kivélasztva, hogy e # 10, igy az ellen6rz6 Osszeg egyjegyti.
2007 el6tt egy hasonlé képlettel szamoltdk a konyvek tin. ISBN-10 kéd-
jénak ellen6rz6 jegyét, ami ha 10 volt, X-et irtak (rémai 10-es).
789635

A termékek EAN-kédja (European Article Number) egy 13-jegyfi, a 9

o o j o, 1.41. dbra: Egy konyv ISBN kédja, ami
A 13-dik jegy az ellen6rz6 6sszeg. Ha az EAN kédvektort v jeloli, egytttal az EAN kédja is, a hozza tarto-

akkor fonn kell allni 26 vonalkéddal

termék azonositasara szolgél6 kéd, melyhez egy vonalkdd is tartozik. 6" >

Zy-ben szémolva az (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) - v=0

Osszeftiggésnek. E képlet az ellen6rz6 6sszeg meghatarozasara is hasz-
nélhaté. 2007 6ta a konyvek ISBN-szama (ISBN-13) megegyezik EAN-
kodjaval (1.41. dbra).

1.59. PELDA (ELLENORZO 0OsszEG). Csak az ellenbrz0 Osszeget néz-
ve érvényes személyi szdm-e a 26012310018, és érvényes EAN-kod-e a
9998887776665?

MEGOLDAs. Ez a személyi szam érvényes, mert
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) - (2,6,0,1,2,3,1,0,0,1) =



1-24+2-64+3-0+4-14+5-2+6-3+7-1+8-0+9-04+10-1 mod 11 =
63 mod 11 = 8.

Ez az EAN-kéd nem érvényes, mert
(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) - (9,9,9,8,8,8,7,7,7,6,6,6,5) =
(943-94+9+3-84+8+3-84+7+3-7+7+3:-6+6+3-6+5) mod
10 =183 mod 10 =3 # 0. O
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Feladatok vannak felsorolva.

1.21. Az 1.1. (a) tdblazatban egy 8 bindaris kédsz6bodl, a 1.22. Mely vektorokra igaz, hogy minden bitjiik a vektor
(b) tablazatban egy 9 kodszobol all6 ternér kod kodszavai  maradék részének paritasbitje.
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Linedris eqyenletrendszerek és megolddsuk

A linedris egyenletrendszerek geometriai megkozelitése utdn megis-
merjiik a megoldas technikdit, végiil a megolddsok halmazéanak szer-
kezetét!

Egyenes és sik eqyenletei

A sik és tér pontjainak és vektorainak koordindtdit haszndlva lehet6vé vdlik
geometriai alakzatok algebrai vizsgdlata, vagy algebrai problémdk jobb megér-
tése geometriai szemléltetéssel.

2.1. PELDA (Az x +y = 1 EGYENLET). Egy tetszbleges sikbeli koordind-
tarendszerben dbrdzoljunk néhdny pontot, melynek koordindtdi kielégitik az
x +y = 1 egyenletet. Fogalmazzunk meg sejtést az egyenlet dsszes megol-
ddsdnak megfelel6 pontok halmazdrol!

Alakzatok és egyenletek

MEGOLDAs. Az aldbbi dbran két kiilonb6z6 koordindtarendszert dbra-
zolunk, és azokban a fenti egyenletet kielégit6 pontok koziil néhanyat.
Ennek alapjan azt sejthetjiik, hogy az x + y = 1 egyenletet kielégitt
pontok egy egyenesen vannak. Ezt az egyenest is berajzoltuk. A sej-
tést hamarosan bizonyitjuk. O

2.2. PELDA (Az x% +y?> = 1 EGYENLET). Egy tetszbleges sikbeli koordi-
ndtarendszerben dbrdzoljunk néhdny pontot, melynek koordindtdi kielégitik
az x* +y* = 1 egyenletet. Fogalmazzunk meg sejtést az egyenlet dsszes
megolddsdnak megfeleld pontok halmazdrdl!

MEGOLDAS. Az aldbbi dbran néhdny koordinatarendszert abrazoltunk,
az x2 +y? = 1 egyenletet kielégits néhany ponttal. A ??? fejezetben

2.1. dbra: Az x +y = 1 egyenletet kielé-
git6 néhany pont két kiilonb6z6 koordi-
natarendszerben.
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visszatériink e feladatra, és meg fogjuk mutatni, hogy az egyenletet
kielégité pontok egy ellipszisen vannak. O

2R

2.3. DEFINICIO (ALAKZAT (IMPLICIT) EGYENLETRENDSZERE). EgQy geo-
metriai alakzat egy adott koordindtarendszerre vonatkozé (implicit) egyen-
letrendszerén olyan egyenletrendszert értiink, melynek egyszerre minden
egyenletét kielégitik a térnek az alakzathoz tartozé pontjai, de mds pontok
nem. Ha az egyenletrendszer egy egyenletbdl dll, az alakzat egyenletérdl
beszéliink. Az egyenletet vektoregyenletnek nevezziik, ha nem a pontok
koordindtdira, hanem a pontokba mutaté vektorokra irjuk fel. Egy alak-
zat m egyenletbdl dllo eqyenletrendszerének, illetve m vektoregyenletbdl dllé

egyenletrendszerének dltaldnos alakja

Fl(xl,xz,...,xn):O Fl(r)IO

Fy(x1,x2,...,%,) =0 F(r)=0
illetve

Fun(x1,%2,...,%,) =0 Fu(r) =0

ahol (x1,X2,...,%,) € R™ a tér egy pontja, és r az oda mutaté vektor.

Kozépiskolai tanulményainkban tobb példat lattunk alakzat egyen-
letére, példaul tudjuk, hogy a sikban a koordinatatengelyek szogét fe-
lez6 egyenes egyenlete y = x, azaz x —y = 0. Ortonormaélt bazist
vélasztva az origd kozepli egységsugard kor egyenlete x> + y> = 1.
Az el6z6 két egyenlet mindegyikébdl kifejezhetd a két koordindta egy
paraméter bevezetésével. Az y = x egyenlet ekvivalens az

x=t
y=t
egyenletrendszerrel, mig az x> + y? = 1 egyenlet ekvivalens az

X = cost

y = sint

2.2. dbra: Az x> +y? = 1 egyenletet ki-
elégité (x,y) pontok halmaza két koor-
dinatarendszerben.

A latin eredett implicit sz6 jelentése nem
kifejtett, rejtett, ami az Osszekot, Ossze-
fligg, Osszekever, koriilcsavar jelentésii
implico (implico) sz6 szdrmazéka. E sz6
a matematikdban az implicit alak, imp-
licit fiiggvény, stb. kifejezésekben arra
utal, hogy valamely fontosnak tekintett
mennyiség, valtozo, stb. nincs kifejezve a
képletbsl. Ugyanennek a szénak a szar-
mazéka a magéba foglal, maga utdn von
jelentésti implikdl sz6 is, mely a matema-
tikai logika ,ha..., akkor...” szerkezet(i
miiveletével, az implikdcidval is kapcso-
latban van.
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7%z

egyenlettel. Mindkett6 atirhat6 vektoralakba is. Haszndljuk a oszlop-
vektoros jelolést:

H _ H FER, illetve H = lcf’s t], te[0,27) CR.
y t y sint

E két példa vezet a kovetkez6 altaldanos fogalomhoz. A latin eredett explicit sz6 jelentése ki-
fejtett, vildgosan kimondott, ami a kibont,
2.4. DEFINICIO (ALAKZAT (EXPLICIT) EGYENLETRENDSZERE). Egy geo- szétterit, kiszabadit, atvitt értelemben

tisztdz, kifejt, megfejt jelentésti explico
(explicd) sz6 szdrmazéka. E sz6 a mate-
letrendszerén olyan egyenletrendszert értiink, melyben az egyenletek bal matikéban az explicit alak, explicit fiigg-
oldaldn a pontok koordindtdit megadé vdltozdk, jobb oldaldn adott paraméte- vény, stb. kifejezésekben arra utal, hogy
valamely fontosnak tekintett mennyiség,
véltozo, stb. ki van fejezve a tobbi segit-
ségével.

metriai alakzat egy adott koordindtarendszerre vonatkozo (explicit) egyen-

rek fiiggvényei szerepelnek. Altaldnos alakja

x1:f](t1,t2,...,tk)
Xp= fz(tl,tz,.. .,tk)

Xn= fu(t1,t2, ..., t)

aholty € I, tp € Ip,..., ty € Iy, és Iy, ..., I, CR. Az ilyen egyenletrend-
szer egyetlen vektoregyenletté foghaté dssze:

r= f(tl,tz,.. .,tk),

ahol f eqy R — R" fiiggvény. Az explicit egyenletrendszereket szokds
paraméteres egyenletrendszernek is nevezni.

A kovetkez6 paragrafusokban egyenes és sik kiilonboz6 egyenleteit,
egyenletrendszereit fogjuk attekinteni példakat adva a fenti két altala-
nos definiciéra.

Sikbeli egyenes egyenletei Tekintsiik a sik egy tetszbleges e egyenesét,
és jeloljuk ki a sikban az O origét. Legyen a nemzérus v egy tet-
szbleges, az egyenessel parhuzamos vektor. Az ilyen vektorokat az
egyenes irdnyvektordnak nevezziik. Mutasson ry az egyenes egy tetsz6-
leges, kijelolt pontjaba. Viladgos, hogy az e egyenes barmely pontjiba

mutaté r vektor el6éll ry + tv alakban, ahol ¢ valés szam. Masrészt
ha Q a sik egy tetszbleges, nem az e egyenesre es6 pontja, akkor az

OQ — rp vektor nem parhuzamos v-vel, tehdt nem is konstansszorosa,
azaz OQ — ry # tv semmilyen t-re sem, igy (ﬁ nem all el rg + tv
alakban. Tehdt az e tetszbleges pontjdba mutaté r vektor felirhato
r = 1o + tv alakban, és ez csak e pontjaira igaz.

2.5. ALLITAS (SIKBELI EGYENES EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). A sik

minden egyenesének van
r=ry+1tv (2.1) 2.3. dbra: Egyenes explicit vektoregyen-
lete: r = 1y + tv.
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alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii egyenlet eqy egyenes egyenlete,
ahol v az egyenes egy irdnyvektora, és ro az egyenes egy tetszlleges, de
rogzitett pontjdba mutatd vektor.

A sikbeli egyenesre merdleges vektorokat az egyenes normdlvekto-
rainak nevezziikk. Legyen n egy tetszbleges, a v-re mer&leges vektor,
azaz legyen n az e egy normélvektora. Azt, hogy r —ry az e tetszdle-
ges pontjdba mutato6 r vektorra parhuzamos v-vel, gy is kifejezhetjiik,
hogy r — ry merdleges n-re. A merSlegesség pedig kifejezhetd a skala-
ris szorzattal. Igy az egyenes egy implicit vektoregyenletéhez jutunk:
r pontosan akkor mutat az e egy pontjdba, han- (r—rg) = 0. Ez az
egyenlet dtrendezés utdn n - r = n - ry alakra, majd a C = n - r jelolés
bevezetésével n - r = C alakra hozhaté.

2.6. ALLITAS (SIKBELI EGYENES IMPLICIT VEKTOREGYENLETE). A sik
minden egyenesének van

n-(r—ry) =0, (2.2)

és vele ekvivalens
n-r=C (2:3)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet ey egyenes egyenle-
te, ahol n az egyenes egy normdlvektora, ry az egyenes egy tetszdleges, de
rogzitett pontjdba mutatd vektor és C konstans.

A (2.2) alaku egyenlet konnyen atirhaté (2.3) alaktivd a C = n - rp
jeloléssel. Az atalakitas forditott iranyban is egyszer(i, hiszhan-r =
C, akkor taldlunk olyan ry vektort, melyre n-rg = C. Ez azért igaz,
mert ha tetsz6leges n-re nem mer6leges v vektorra n- v = D, akkor
n-(§v) =C, igy az ro = Sv megfelel.

Az r = (x,y), 1o = (x0,y0) és v = (a,b) jeloléseket hasznalva az
explicit vektoregyenlet azonnal egyenletrendszerré alakithato.

2.7. ALLITAS (SIKBELI EGYENES EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A sik
minden egyenesének van

X = Xxg +at (2.4)
2.
y = Yo+ bt +

alaki egyenletrendszere, ahol (a,b) az egyenes egy irdnyvektora, és (xo, yo)

az egyenes egy tetszbleges rogzitett pontja.

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy az explicit egyenletrendszer-
b&l a t paraméter kikiiszobolhetd, és igy egy implicit egyenletet ka-
punk.

2.8. ALLiTAS (SIKBELI EGYENES (IMPLICIT) EGYENLETE). A stk minden

2.4. dbra: Sikbeli egyenes implicit vektor-
egyenlete: n- (r —rp) = 0.

o]

2.5. dbra: Sikbeli egyenes (implicit) vek-
toregyenlete: n-r = C. Ha n egységuek-
tor, akkor az n - r = C geometriai jelen-
tése az, hogy az egyenes barmely pont-
jaba mutaté vektornak az n egyenesére
es$ merbleges vettilete C. Ez az édbra is
ezt az esetet szemlélteti.
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egyenesének van
Ax+By=C (2.5)

alakii egyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet eqy egyenes egyenlete, ahol
A és B koziil nem mindkettd nulla, és (—B, A) az egyenes eQy irdnyvektora.

A bizonyitas el6tt érdemes megjegyezni, hogy az egyenes fenti imp-
licit egyenlete az egyenes n - (r — rg) = 0 alaka vektoregyenletébdl
azonnal megkaphato, de ezt egyel6re csak ortonormilt koordinatarend-
szerben tudjuk koénnyen igazolni. Legyen (A,B) = (b, —a). Ez az
egyenes egy normalvektora, hisz mer6leges az (a, b) irdnyvektorra. To-
vabba r —rg = (x — X0,y — Yo), ezért a vektoregyenlet

(A,/B)-(x—x0,y—yo) =0

alaku lesz, ami a skaldris szorzast elvégezve az A(x — xg) + B(y —
yo) = 0 formuldt adja. Ha a koordinatarendszer nem ortonormalt,
az (A, B) vektor nem sziikségképpen normélvektor, és a skalaris szor-
zas képlete is mds, de azért a (2.5) egyenletr6l mondott allitas igaz. A
??. fejezetben tanultak alapjan az egyenes egyenletét a vektoregyen-
letb&l majd nem ortonormalt koordindtarendszer esetén is le tudjuk
vezetni, most viszont egy olyan bizonyitdst adunk, mely az explicit
egyenletrendszerre épiil.

BizonyiTAs. Ha a vagy b valamelyike 0, akkor a két egyenlet egyike
felesleges, példdul ha a = 0, akkor az egyenletrendszer alakja

X = Xq
Yy =yo+ bt

ami ekvivalens az x = x( egyenlettel, hisz az y = yo + bt semmi mast
nem mond, mint hogy y egy valdés szim. Mivel (a,b) # (0,0), ezért
csak az az eset marad, amikor a és b egyike sem 0. Ekkor mindkét
egyenletbdl kifejezhet6 t, és a két értéket egyenl6vé téve kapjuk, hogy
X=X _ Y-y
a b’

azaz

bx —ay = bxy — ayo, vagy b(x — xo) —a(y —yo) = 0.

Legyen a tovdbbiakban A = b és B = —a. Ekkor a fenti egyenlet
Ax + By = Axy+ Byo lesz. Az egyenlet jobb oldalan 1év6 konstanst
C-vel jelolve az egyenes egyenlete Ax + By = C alakot 6lt. Mds-
részt konnyen lathat6, hogy minden ilyen alakii egyenlet egy egyenes
egyenlete, mert ekvivalens egy egyenes paraméteres egyenletrendsze-
rével. Nevezetesen az Ax + By = C egyenlet visszairhaté Ax + By =
Axg + Byg alakba, hisz az Axy + Byg = C egyenletben A # 0 esetén
egy tetszOleges yo-t valasztva, egyértelmtien kifejezhetd xp. (A B # 0
eset anal6g.) Ennek alapjdn felirhat6 a (2.4) egyenletrendszer. O
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2.9. PELDA (STKBELI EGYENES EGYENLETEI). [rjuk fel annak az egyenesnek
dsszes egyenletét vagy egyenletrendszerét, mely dtmegy a (2,3) és az (1,1)
koordindtdjii pontokon.

MEecoLDAs. Ha egy egyenes atmegy e két ponton, akkor irdnyvektora
a két pontba mutat6 vektorok kiilonbsége, azaz v = (2,3) — (1,1) =
(1,2). Legyen rg = (1,1), de az ry = (2,3) valasztas is megfelels.

Az irdnyvektor segitségével kapjuk, hogy

iR

Explicit (paraméteres) egyenletrendszer alakban:

1
1

1

t
+ 2

x=14+ t
y=1+2t

Az iranyvektorbol (A, B) = (2, —1), innen az egyenes egyenlete 2x —
y=2-1-1-1,azaz
2x —y =1

Ortonormaélt koordindta-rendszerben a
(2,-1)-(x—1y—1)=0

egyenletet kapjuk vektoregyenletként, mely kiszamolva az el6z6 egyen-
letet adja. O

Sikbeli pont egyenletei  Tekintstik a sikbeli (x, 1) pontot. Ennek expli-
cit egyenletrendszere, illetve vektoregyenlete:

T illetve [x] = [xol .

Yy=Yo Y Yo
Ez annyira nyilvanvalé, semmitmondé, hogy a gyakorlatban nem is
szoktunk pont egyenleteir6l beszélni, e konyvbe is csak didaktikai
okokbdl keriilt, ugyanis a matematikai fogalmak megértésében gyak-
ran nagy segitségiinkre van a sz€1s6, extremalis esetek megértése, vizs-
gdlata.

Mivel itt az alakzat csak egyetlen pontbdl all, nincs sziikség para-
méterre, igy ez az alak egyuttal implicitnek is tekinthets. Ekkor tgy
tekintiink ugyanerre az egyenletrendszerre, mint két egyenes egyen-
letére, melyek normalvektorai (1,0) illetve (0,1), és amelyek metszés-
pontja a keresett pont:

x =X . . oL x+0y = xo
vagy minden egytitthatét kifrva

Y=Y Ox+ y=uyo
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Ez adja az otletet, egy pont implicit egyenletrendszerének tekinthet-
nénk két egyenletet, melyek egymadst az adott pontban metsz6 egy-egy
egyenes egyenletei. Tehdt mondhatjuk, hogy a pont implicit egyenlet-
rendszerének &ltaldnos alakja:

Aix+Biy=C;
Azx + Bzy = C2

Az azonban itt nem igaz, hogy minden ilyen alaki egyenletrendszer
egy pont egyenletrendszere, mert két egyenes metszheti egymast egyet-
len pontban, de lehet, hogy nincs k6z6s pontjuk, és lehet végtelen sok
kozos pontjuk is. Epp ennek a kérdésnek a részletes vizsgélata lesz
a 2. fejezet témaja.

A 3-dimenzids tér sikjainak eqyenletei Tudjuk, hogy két linearisan fiig-
getlen u és v vektor barmely linedris kombindcidja a két vektor altal
meghatédrozott sikban van, tovdbbad hogy e sik barmely vektora el6all
a megadott két vektor linedris kombinaci6jaként (1d. 1.8.. és 1.11. téte-
lek). Ebbd&l azonnal adédik, hogy a sik egy rogzitett pontjdba mutaté rg
vektor segitségével a sik barmelyik pontjdba mutaté r vektor felirhatd
r = ry + su + tv alakban.

2.10. ALLITAS (SIK EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). Bdrmely sitknak van
r=rpt+su+tv (2.6)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet egy sik egyenlete, ahol
u és v a sik két linedrisan fiiggetlen vektora, és ro a sik egy tetszdleges, de
rogzitett pontjdba mutatd vektor.

Hasonléan a sikbeli egyeneshez, a térbeli sik egyenletébdl is kikii-
sz0bolhet6 a paraméter a merdlegesség felhaszndalasaval. Az 1.14. fel-
adat allitdsa szerint, ha egy vektor mer&leges két tetszbleges vektor
mindegyikére, akkor merdleges azok linearis kombinaciéjara is. Mivel
az n = u X v merdleges u-ra és v-re is, ezért merSleges azok minden

sz

észrevétel az alapja az aldbbi tételnek.

2.11. ALLfTAs (SIK IMPLICIT VEKTOREGYENLETE). A hdromdimenzids
térben minden stknak van

n-(r—ry) =0, (2.7)

és a vele ekvivalens
n-r=C (2.8)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet egy sik egyenlete, ahol
n a sik eqy normdlvektora, ro a sik egy tetszbleges, de rogzitett pontjdba
mutato vektor és C konstans.
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Az allitas igazoldsa analdg a sikbeli egyenesnél lefrtakkal.

Az r = (x,y,2), ro = (X0,Y0,20) és u = (ay,by,c1) v = (az,by,¢2)
jeloléseket hasznélva az explicit vektoregyenlet azonnal egyenletrend-
szerré alakithato.

2.12. ALLiTAs (SIK EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A hdromdimenzids
tér minden sikjdnak van

X = xg + a8 + aot
Y = yo + bys + byt (2.9)

Z = zo9+ €18 + Cot

alaki egyenletrendszere, ahol (aq,by,c1) és (ap, by, c2) a sik két linedrisan
fiiggetlen vektora, és (xo, Yo, zo) a sik egy tetszbleges rigzitett pontja.

Az explicit egyenletrendszerbdl kikiiszobolhet6 a két paraméter, ha
példaul két egyenletbdl kifejezziik a paramétereket, és behelyettesitjiik
a harmadik egyenletbe. gy egy implicit egyenletet kapunk. A szadmi-
tasokat nem részletezziik, az eredmény

(bica —bacr)(x — x0) + (c1a2 — c2a1) (¥ — Yo) + (a1b2 — braz) (z — zp) = 0.

Az (A,B,C) = (byca — bacy, c1ap — caaq,a1by — apby) jeldléssel a sik
egyenlete A(x — xg) + B(y — yo) + C(z — zo) = 0 alakra hozhato, vagy
ami vele ekvivalens, Ax 4+ By 4+ Cz = D alakra.

2.13. ALLfTAs (SIK IMPLICIT EGYENLETE). A hdromdimenzids térben
minden siknak van
Ax+By+Cz=D (2.10)

alakii egyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet egy sik egqyenlete, ha A, B
és C legaldbb egyike nem nulla, és D = Axo + Byo + Czo, ahol (xo, Yo, z0)
a stk valamely pontja.

A sik fenti egyenlete a sik n- (r — rp) = 0 alaku vektoregyenletébdl is
megkaphat6, de ezt egyel6re csak ortonormdlt koordindtarendszerben
tudjuk kénnyen igazolni. Mivel

(A,B,C) = (bicz — bacy, cra2 — coay,a1by — azby), (2.11)

ami épp az u x v vektorral egyenld, ezért (A, B,C) merdleges a sik
minden vektordara, vagyis a sik egy normélvektora. Azn- (r —1ry) =0
egyenletet koordinatés alakba atirva kapjuk, hogy

(A,B,C) - (x —x0,¥ — Yo,z —29) = 0.

2.14. PELDA (SIK EGYENLETEI). [rjuk fel annak a siknak az egyenleteit,
mely dtmegy a (0,—1,2),a (—1,0,7) ésa (2,1,4) pontokon.
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MEGOLDAs. A hdrom pontba mutaté vektorok kiilonbségei a sikkal
péarhuzamos vektorok, igy azokkal felirhaté a sik mindegyik egyenlete.
Két vektor a lehetséges harombol:

u=(21,4)—(0,-1,2) = (2,2,2), és
v=(-1,07)—(0,-1,2) = (-1,1,5).

Ezek alapjan példdul az ryp = (0, —1,2) vélasztds mellett a sik explicit

vektoregyenlete
x 0 2 -1
y| = |-1| +s |2 +t| 1,
z 2 2 5
explicit egyenletrendszere
x= 25— t

y=-1+2s+ t
z= 242545t

Mivel a (2.11) képlet szerint (A, B,C) = (8, —12,4), ezért a sik implicit
egyenlete 8(x —0) — 12(y — (—1)) +4(z — 2) = 0, azaz 4-gyel val6
osztés és atrendezés utan

2x -3y +z=>5.
Igy ortonormalt koordinatarendszerben a
(2,-3,1) - (x,y,z) =5, vagy (2,-3,1) - (x,y+1,z—-2) =0

a sik implicit vektoregyenlet alakja. O

Térbeli eqyenes egyenletei Mindaz, amit a sikbeli egyenes explicit vek-
toregyenletér6l mondtunk az 53. oldalon, lényegében véltoztatds nél-
kiil megismételhetd. Jeloljiik ki a térben az origét, és tekintsiik azt az
e egyenest, melynek irdnyvektora v, és amely dtmegy azon a ponton,
melybe az ry vektor mutat. Vildgos, hogy az e egyenes barmely pontja-
ba mutato r vektor el6dll ry + tv alakban, ahol ¢ valés szam, és az e-re
nem illeszked& pontokra ez nem &ll. Igy igaz a kovetkezd allitds:

2.15. ALLITAS (TERBELI EGYENES EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). A hd-
romdimenzids tér minden egyenesének van

r=r1g9+1tv (2.12)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii egyenlet egy egyenes egyen-
lete, ahol v az egyenes egy irdnyvektora, és ro egy tetszbleges, de rogzitett
pontjdba mutaté vektor.
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Itt nem tudjuk a paramétert egyetlen vektoregyenletben kikiiszobol-
ni, de az explicit egyenletrendszerré valé atirds megy, ha felvesziink
egy koordindtarendszert, melyben r = (x,y,z), 1o = (x0,Y0,20) és
v =(a,b,c):

2.16. ALLITAS (TERBELI EGYENES EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A tér
minden egyenesének van

X = xg +at
Y = yo + bt (2.13)
z = 2zy+ ct

alaki egyenletrendszere, ahol (a,b,c) az eQyenes egy irdnyvektora, és
(x0,Y0,20) az egyenes egy tetszbleges rogzitett pontja.

A fenti explicit (paraméteres) egyenletrendszerb6l a paraméter ki-
kiiszobolhet6. Ha az a, b és ¢ szdmok valamelyike 0, akkor a neki
megfeleld fenti egyenletben mdr nem szerepel ¢, akkor nincs is mit
tenntink. Ha legalabb két egyenletben szerepel ¢, akkor mindegyikbd&l
kifejezve t-t, majd egyenl6vé téve Sket paraméter nélkiili egyenleteket
kapunk. Péld4ul ha a, b és c egyike sem 0, akkor

Y—X _Y—Yo _z—20

t: = =
a b c

A t-t elhagyva valdjdban harom egyenletet kaptunk:

X—X0  Y—Yo X—X0  Z—2Z20 Y—Yo Z2—20
—_— = _—= e =

a b a c b c

Annak az egyenletnek nincs értelme, amelyikben a nevez6 0, de a ne-
vezbkkel valé bovités utan kapott

b(x —x0) =aly—vyo), c(x—x0)=a(z—z), c(y—1yo)=>b(z—z)

egyenletek mindegyike korrekt akkor is, ha 0 valamelyik egyiittha-
t6. E hdrom egyenlet harom sik egyenlete, melyek metszésvonala az
adott egyenes. Kivétel az az eset, amikor az egyik egyenlet 0 = 0 ala-
ki, ilyenkor a mésik két egyenlet egy-egy sik egyenlete. Egy egyenes
azonban megadhat6 két stk metszésvonalaként, igy adédik a kovetke-
z0 tétel, melynek bizonyitdsat feladatként ttizziik ki:

A harom sikbdl azonban mar kett6 is meghatdrozza az egyenest,
igy két egyenletbdl allé egyenletrendszerrel is megadhat6 az egyenes.
Bizonyithat6 az aldbbi allitas:

2.17. ALLITAs (TERBELI EGYENES IMPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A tér
minden egyenesének van két egyenletbol dllé egyenletrendszere. Ha az egye-
nes egy irdnyvektora (a,b,c), akkor a két egyenlet az aldbbi hdrom koziil
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barmelyik kettd, amelyik nem 0 = 0 alakii:
b(x = xo) = a(y — yo)
c(x —x) = a(z — zo) (2.14)
c(y —yo) = b(z — 20)

> A (2.14) egyenletrendszer a kovetkez6 alakba is atirhato:

bx —ay = bxg — ayo
cx —az = cxg — azg (2.15)

cy —bz= cyo — bz

Errél konnyen leolvashat6, hogy ha pl. a # 0, akkor a mdsodik egyen-
let b-szeresébdl kivonva az elsé egyenlet c-szeresét, a harmadik egyen-
let a-szorosat kapjuk. Hamarosan latni fogjuk, hogy eszerint a harma-
dik egyenlet elhagyhat6, anélkiil, hogy az egyenletrendszert kielégitt
pontok halmaza megvéltozna.

2.18. PELDA (TERBELI EGYENES EGYENLETRENDSZEREI). [rjuk fel annak
az egyenesnek az explicit és implicit egyenletrendszerét, mely dtmegy az
A(1,3,4) ésaza) B(3,3,1) b) B(5,5,—2) ponton.

MEeGoLDAs. a) A két pontot dsszekotd vektor = (2,0, —3). Innen az
egyenes explicit egyenletrendszere

x=1+2t
y=3
z=4-—3t

masodik egyenlete y = 3 egy xz-sikkal parhuzamos sik egyenlete. A
masik két egyenlet mindegyikébdl kifejezve t-t, majd egyenl6vé téve
Oket, egy masik sik egyenletét kapjuk. Az egyenes ennek a két siknak
a metszésvonala. Az els§ egyenletbsl t = J(x — 1), a harmadikbol
t = —3(z — 4) hogy 3x + 2z = 11. Igy az el6z5 egyeneshez a kovetke-
z6 implicit (paraméter nélkiili) egyenletrendszer tartozik, mely két sik
egyenletébdl 4ll:
3x +2z=11

y =3
b) A két pontot 6sszekots vektor itt = (4,2, —6). Innen az egyenes
explicit egyenletrendszere
x=1+4t
y=3+2t
z=4-—6t



62 LINEARIS ALGEBRA

Mindegyik egyenletbdl kifejezve t-t, és ezeket egyenl6vé téve kapjuk,

hogy
x—1 y—-3 z-4

4 2 -6
Ez a kovetkezd harom sik egyenletét adja:

x-1 y-3 z-4 x-1 y-3 z-4

4 27 -6 47 2 -6
Atrendezve
x—2y =-5
3x +2z=11
3y+ z= 13

E harom sik koziil barmely ketté meghatdrozza az adott egyenest, igy
e hdrom egyenlet koziil barmely kett6 az egyenes (implicit) egyenlet-
rendszere. O

Térbeli pont eqyenletei  Csak a teljesség és az analogidk megértése célja-
bél vizsgaljuk meg a tér egy pontjdnak lehetséges egyenleteit. A térbeli
(x0,Y0,20) pont explicit egyenletrendszere, illetve vektoregyenlete:

X = X x X0
y=yo illetve |y| = |yo].
z =z z Z(

Az explicit egyenletrendszert implicit alaknak is tekinthetjiik, ekkor
hdrom — a koordinétasikokkal parhuzamos — sik egyenletét latjuk, me-
lyek egyetlen kozos pontban metszik egymadst.

X = Xy x+0y+0z=uxp
¥y =1yo vagy minden egyiitthatét kifrva Ox+ y+ 0z = yp
zZ = 29 Ox+0y+ z=2

A sikbeli esethez hasonléan egy pont implicit egyenletrendszerének te-
kinthetnénk harom egyenletet, melyek egymadst az adott pontban met-
sz6 egy-egy sik egyenletei. Tehdt mondhatjuk, hogy a pont implicit
egyenletrendszerének &ltaldnos alakja:

Aix+ By +Ciz= Dy
Apx 4+ By + Coz = Dy
Azx + B3y + C3z = D3

Itt is 6vatosnak kell lenniink, mert nem minden ilyen alakti egyen-
letrendszer egy pont egyenletrendszere. Példdul harom sik metszheti
egymdst egy egyenesben, de pdrhuzamos sikok esetén az is el6for-
dulhat, hogy nincs k6zos pontjuk. E kérdés vizsgélatdra visszatériink
a 2. fejezetben.
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Egyenletek R"-ben Az egyenes és a sik explicit vektoregyenlete R"-
ben is ugyanolyan alakt, mint R3-ben, azaz az egyenes explicit vek-
toregyenlete r = rg + tv, a siké r = ry + su + tv alaka.

2.19. PELDA (EGYENES fS SfK EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). Irjuk fel
az A(1,1,1,1), B(2,3,2,4) pontokon dtmend egyenes, és az A, B és
C(3,2,1,0) pontokon dtmend sik explicit vektoregyenletét!

MecoLpis. Az AB = (1,2,1,3) és az AC = (2,1,0,—1) vektorok se-
gitségével azonnal folirhaté az egyenes és a sik egyenlete is:

X 1 1 X 1 1 2
Yy 1 20 . Y 1 2 1
= t , illet = t .
z 1 + 1 illetve . 1 +s 1 + 0
w 1 3 w 1 3 -1 O

A sikbeli egyenes és a térbeli sik vektoregyenlete n - r = c alaku.
E két esetben ez az egyenlet az n-dimenziés tér egy n — 1-dimenziés
alakzatanak egyenlete (n = 2,3). A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy
ez dltaldban is igaz, de e pillanatban még a dimenzié fogalmat sem
definialtuk, ezért egyel6re csak nevet adunk ennek az alakzatnak. Az
R" térben az n - r = c egyenletet kielégitd r vektorok végpontjainak
halmazat hipersiknak nevezziik. Koordinatas alakban

a1x1 +axxy + ... +ayxy, =g,
aholn = (ay,az,...,a,), v = (x1,X2,...,%,).
2.20. PELDA (HIPERSIK EGYENLETE). Mutassuk meg, hogy az
x+2y+3z+ 6w =12

egyenletii hipersik bdrmely két pontjit Osszekotd vektor merdleges az
(1,2,3,6) vektorra, azaz vele vald skaldris szorzata 0.

MEeGoLDAs. Ha az (x1,y1,21,w1) és az (xp,Y2,22, wy) pontok a meg-
adott hipersikon vannak, akkor

X1 +2y1 +3Zl +6ZU1 =12
X2 + 2y + 32y + 6wy = 12

Ha a két egyenletet kivonjuk egymasbdl, akkor az
(x1 —x2) +2(y1 — y2) +3(z1 — 22) + 6(w1 —wp) =0
egyenlethez jutunk, amely skaldrszorzat alakban
(1,2,3,6) - (x1 — x2,y1 — Y2,21 — 22, w1 — wy) =0,

ami épp azt jelenti, hogy a két pontot 0sszekotd vektor merdleges az
(1,2,3,6) vektorra. O
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A kovetkez6 tablazat osszefoglalja geometriai alakzatoknak a tovab-
biak szempontjdbdl legfontosabb egyenleteit. Az R"-beli egyenletek
koziil tobbet még nem ismeriink, ezeket hdrom kérdgjel jelzi, viszont
arra biztatjuk az Olvasét, hogy az analégia fonalan haladva fogalmaz-

za meg sejtéseit.

Explicit Implicit
vektoregyenlet  egyenlet(rendszer)
Sikban egyenes r=rg+tv Ax+ By =C
pont r=r Aix+ By =C
Axx + By = Gy

Térben sik

r=r1g+su+tv

Ax+By+Cz=D

egyenes r=r1y+tv Aix+ By +Ciz=Dy
Apx + Boy + Coz = Dy
pont r=ry Aix+Biy+Ciz=D,
Apxx + Boy + Coz = Dy
Azx + B3y + C3z = D3
R"-ben hipersik ??? a1x1+axy+ ... +apx, =b
stk r=rg+su+itv 2?2?77
egyenes r =19+ tv 7??
pont r=r 77
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Feladatok
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A linedris egyenletrendszer és két modellje

E szakasz témdja a linedris egyenletrendszerek fogalma és a linedris egyenlet-
rendszer megolddsdnak két geometriai interpretdcidja: hipersikok metszetének

meghatdrozdsa és egy vektor linedris kombindciéként valé elddllitdsa. A szd-
mitdsok kényelmes konyuvelésére bevezetjiik a mdtrix fogalmit.

Linedris egyenlet és egyenletrendszer Az el6z6 rész végén lattuk, hogy
a sikbeli egyenes egyenletének altaldnos alakja Ax + By = C, ahol A,
B és C konstansok. Ennek altaldnositdsaként jutunk a linedris egyenlet
fogalmahoz."

2.21. DEFINICIO (LINEARIS EGYENLET). Az
mx1+axxo+---+ayx, =b (2.16)

alakra hozhaté egyenletet az x1, x...x, ismeretlenekben linedris egyen-
letnek nevezziik, ahol aq, ay,. .. és ay,, valamint b konstansok. Az aq, ay,. ..
és a konstansokat az egyenlet egytitthatéinak b-t az egyenlet konstans
tagjanak nevezziik.

2.22. PELDA (LINEARIS EGYENLET). Az aldbbi eqyenletek linedrisak:

1
51— V2x 4+ (5—m)x3 =0, acos0.87—0.15¢c = 0.23.

x—2y=1,
A kovetkez6 egyenletek nem linedrisak az x, y és z ismeretlenekben:

xz—y=0, x+2y=23% «xsinz+ycosz+y =2z

viszont mindegyikiik linedris az x és y ismeretlenekben, hisz ekkor z para-
méter, melynek bdarmely értéke mellett linedrisak az eqyenletek.

2.23. PELDA (LINEARIS EGYENLET AZONOS ATALAKITASA). Az
x=vy, x=3-y+2z

egyenletek az x, y és z ismeretlenekben linedrisak, mert azonos dtalakitdssal
a definiciébeli alakra hozhatdk:

x—y+0z=0, x+y—2z=3.

Mdsrészt az

2+%42-0
nem linedris, mert a z-vel vald beszorzds nem azonos dtalakitds, tehdt a
linedris x + y + 2z = 0 egyenlettel nem ekvivalens.

* Linedris: a vonalas jelentés(i latin linearis
sz6bol ered, mely a lenfonal, horgdszzsi-
ndér, atvitt értelemben vonal, hatdrvonal
jelentésti linea (linea) sz6 szarmazéka.
A matematikdban egyenessel kapcsolatba
hozhatd, illetve els6fokii értelemben szo-
kas hasznalni.
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Linedris egyenletek egy halmazat linedris eqyenletrendszernek nevez-
ziik. Az egyenletrendszer ismeretlenei mindazok az ismeretlenek, ame-
lyek legaldbb egy egyenletben szerepelnek. Ha egy ismeretlen egy
egyenletben nem szerepel, akkor tigy tekintjiik, hogy 0 az egyiitthat6-
ja. A jobb attekinthet6ség kedvéért az egyenletrendszereket gy irjuk
fel, hogy az ismeretlenek mindegyik egyenletben ugyanabban a sor-
rendben szerepeljenek. Egy egyenletrendszer egy egyenletbdl is allhat.

2.24. PELDA (LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK). Linedris egyenletrend-
szerek példdul a kovetkezok:

3x— y=2 X1 =3
—x+2y==6 Xy =1 2x=3y+z—w==6. (2.17)
X+ y=6 x3 =4

Elképzelhetd, hogy egy egyenletrendszer atalakitdsa kozben olyan
egyenletet kapunk, melyben minden egytitthaté 0, azaz amely 0 = b
alakta. Az is lehet, hogy egy egyenletrendszerben egyes egyiitthatok
paraméterek. Ilyenkor tudnunk kell, mely valtozok az ismeretlenek,
melyek a paraméterek. Igy a kovetkezd egyenletrendszerek is lineari-
sak az x, y ismeretlenekben:

ax+ y=2a x—y=2 x+y=1
1 —x+2y==6 (2.18)
x—-y= 0 0=2.
a 0=0

Paraméterek haszndlatdval felirhat6 az Gsszes olyan egyenletrend-
szer, mely adott szdmu egyenletbdl all és adott szdmu ismeretlent tar-
talmaz. Példdul az 6sszes 3-ismeretlenes, 2 egyenletbdl 4ll6 egyenlet-
rendszer a kovetkez6 alakdj, illetve ilyenné alakithato:

a11x1 + apx2 + a13x3 = by
az1%1 + azx2 + az3x3 = by
2.25. DEFINfCIO (LINEARIS EGYENLETRENDSZER). Linedris egyenlet-

rendszeren ugyanazokban a vdltozokban linedris egyenletek egy véges hal-
mazdt értjiik. Altaldnos alakja m egyenlet és n ismeretlen esetén

anxy+ apxy + ...+ apxn = by
ay1X1 + apxs +...+ ayx, = by
(2.19)

A1 X1 + Ay X2 + .o+ A Xy = by

ahol x1, x3,... Xy, az ismeretlenek, ajj az i-edik egyenletben az X; ismeretlen
egyiitthatojdt jeloli, és b; az i-edik eqyenlet konstans tagja. Ha mindegyik
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egyenlet konstans tagja 0, a linedris egyenletrendszer homogén, ha csak egy
is kiilonbozik 0-t6] inhomogén.

2.26. DEFINICIO (LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA). Azt
mondjuk, hogy a rendezett (uy,uy, ..., uy,) szdm-n-es megoldésa a (2.19)
egyenletrendszernek, ha megolddsa minden egyenletnek, azaz minden egyen-
letet kielégit az x1 = uy, Xo = Up,... Xy = uy helyettesitéssel. Ha e
szdm-n-est vektornak tekintjiik, megoldasvektorrol beszéliink. Az osszes
megoldds halmazdt az egyenletrendszer megoldashalmazdnak nevezziik.
Egy egyenletrendszert megoldhaténak vagy konzisztensnek neveziink,
ha van megolddsa, azaz ha megolddshalmaza nem iires. Ellenkez0 esetben az

egyenletrendszer nem megoldhaté vagy inkonzisztens.

2.27. PELDA (EGYENLETRENDSZER EGY MEGOLDASA). Keressiik meg
a (2.17) és a (2.18) egyenletrendszereinek egy-egy megolddsdt!

MEecorpas. (x,y) = (2,4), (x1,x2,x3) = (3,1,4), (x,y,z,w) = (2,0,2,0),

(x,y) = (1,a), (x,y) = (2,4). A (2.17)-beli harmadik egyenletrend-
szernek végtelen sok megoldasa van, példdul egy masik megoldds az
(x,y,z,w) = (3,0,0,0). A (2.18) utols6é egyenletrendszerének nincs
megolddsa, hisz nincs olyan x és y érték, melyre fonnallna a Ox 4+ 0y =
2 egyenlség. O
Altalaban, a
Ox1+0xp+---4+0x, =0

egyenletnek minden szdm-n-es megoldésa, mig a
Ox;+0xp+---+0x, =b, (b#0)

egyenletnek egyetlen megolddsa sincs.

Ekvivalens linedris eqyenletrendszerek  Tekintsiik az aldbbi harom egyen-

letrendszert:

x+ y=3
x+2y=4 y=1 y=1

x+y=23 x =2
d (2.20)

Mindhédromnak (x,y) = (2,1) az egyetlen megoldasa.

2.28. DEFINIC16 (EKVIVALENS EGYENLETRENDSZEREK). Azonos ismeret-
lenekkel felirt két eqyenletrendszert ekvivalensnek neveziink, ha megoldd-
saik halmaza azonos.

2.29. TETEL (EKVIVALENS ATALAKITASOK). Az aldbbi transzformdciék
minden egyenletrendszert ekvivalens egyenletrendszerbe visznek dt:

1. két egyenlet felcserélése;

2. egy egyenlet nem nulla szdmmal vald szorzdsa;

Ha egy egyenletrendszer tobb egyenlet-
bdl all, mint ahdny ismeretlene van, til-
hatdrozottnak nevezziik, mig ha kevesebb
egyenletbdl all, alulhatdrozottnak. E fo-
galmak idénként félrevezeté megfogal-
mazdsokhoz és téves kovetkeztetésekre
vezetnek, ha az az elképzelés alakul ki,
hogy a tulhatdrozottsag azt jelenti: az
egyenletek (a feltételek) mar ,til sokan”
vannak ahhoz, hogy akar csak egy szam-
n-es is kielégitse. Kés6bb latni fogjuk,
hogy ezzel ellentétben nem a ,ttl sok”
egyenlet, hanem az egymadsnak ellent-
mondé egyenletek okozzdk az inkon-
zisztenciat. Hasonloképp az alulhatéro-
zottsdg nem jelenti azt, hogy sziikség-
képpen tobb megoldds is van. Alulha-
tarozott egyenletrendszer is lehet inkon-
zisztens. Egyediil annyi mondhaté: alul-
hatdrozott egyenletrendszernek nem le-
het csak egyetlen megoldasa.
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3. egy egyenlet konstansszorosdnak egy mdsikhoz addsa.

Ezen kiviil

4. egy 0 = 0 alakii egyenlet elhagydsa

is ekvivalens dtalakitds, de ez egQyel csokkenti az egyenletek szdmit.

BizonviTAs. Az els6 kett6 és a negyedik atalakitds nyilvanvaléan nem
véltoztatja meg a megoldasok halmazat (a negyedikkel kapcsolatban
lasd a 2.8. feladatot). Nézziik a harmadik 4talakitdst: legyen c egy tet-
szbleges konstans. Egy megoldast az egyenletrendszerbe helyettesitve,
majd az i-edik c-szeresét hozzdadva egy masik egyenlethez, példaul a
j-edikhez, konnyen lathatd, hogy a régi egyenletrendszer minden meg-
oldasa az iijnak is megolddsa. Ezutdn az 1j egyenletrendszer i-edik
egyenletének —c-szeresét hozzaadjuk a j-edikhez. Igy visszakapjuk
a régi egyenletrendszert, tehat az el6z6 gondolatmenet szerint az 1ij
egyenletrendszer minden megolddsa a réginek is megolddsa. Vagyis
a két megolddshalmaz megegyezik. Tehat ez az 4talakitds is ekviva-
lens. O

Muitrixok Az egyenletrendszer megolddsaban az ekvivalens atalaki-
tdsok sordn a mfiveleteket csak az egyenletrendszer egyiitthatéival és
konstans tagjaival végezziik, az ismeretlenek madsolgatdsa felesleges,
ezért az egyiitthatokat és a konstans tagokat egy tablazatba gytjtjiik —
megorizve az egyenletrendszerbeli egymdshoz valé helyzetiiket —, és
az egyenletrendszer megoldasainak 1épéseit csak ezen hajtjuk végre.
Az ilyen szamtablazatokat mitrixoknak nevezziik, ezekkel kés6bb kii-
16n fejezetben foglalkozunk. A maétrixba irt szdimokat a mdtrix elemeinek
nevezziik.

A matrix méretének jellemzéséhez mindig el6bb a sorok, majd az
oszlopok szdmat adjuk meg, tehat egy m X n-es matrixnak m sora és n
oszlopa van. Egy ilyen métrix 4ltaldnos alakja:

an aipp ... a1y
an azy ... dpn
Am1 Am2 .- Omn

A métrix fodtldjdba azok az elemek tartoznak, amelyek ugyanannyi-
adik sorban vannak, mint ahdnyadik oszlopban, azaz a példaul a fenti
matrixban a f64tl6 elemei a1, a,. ...

A vektorokat is szokds midtrix jeloléssel, mdtrix alakban, azaz egy 1-
soros vagy 1-oszlopos maétrixszal leirni — ahogy azt az els6 fejezetben
mi is tettiik. Az n x 1-es matrixot oszlopvektornak vagy oszlopmidtrixnak,
az 1 x n-es maétrixot sorvektornak sormdtrixnak is szokds nevezni. An-
nak a kérdésnek az eldontése, hogy egy n-dimenzids vektort sor- vagy

oszlopvektorral reprezentdljunk, dontés (szokas, izlés) kérdése. Ma-

Mitrix: a latin mater (mater) (anya, szii-
6anya, forrds) sz6 szidrmazéka a mat-
rix (matrix), melynek jelentése az eurd-
pai nyelvekben a kovetkez6 véltozaso-
kon ment at: anyadllat, vemhes dllat, anya-
méh, bezdrt hely, ahonnan valami kifejlédik,
bezirt, koriilzdrt dolgok sokasdga, tombje.
Jelentése az élettanban méh, a geol6gi-
dban finomszemcsés k6, melybe fosszi-
lidk, kristalyok, dragakévek vannak zér-
va, az anatémidban a kormot, fogat ki-
alakit6 szovet.
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napség jobban el van terjedve a vektorok oszlopvektoros jelolése, ezért
e kdonyvben alapértelmezésként mi is ezt a jelolést fogjuk haszndlni, de
egyes témaknal a mésik hasznalatat is bemutatjuk. Igy tehét az (1,2)
vektornak megfeleld sorvektor és oszlopvektor alakja

[1 2} , illetve [;] ,

amelyek koziil, ha mast nem mondunk, az utébbit fogjuk a vektor
matrixos jeloléseként hasznalni.

” .z

Egyenletrendszer mdtrixa és bovitett mdtrixa Az egyenletrendszer egyiitt-
hatémdtrixa az egyenletek egyiitthatdit, mig bdvitett méatrixa, vagy egy-
szertien csak mdtrixa az egyenletek egytitthat6it és konstans tagjait tar-
talmazza. Az attekinthet6ség érdekében a bovitett matrixban egy fiig-
gbleges vonallal vélaszthatjuk el az egytitthatékat a konstans tagoktol.

Py

A 2.25. definiciébeli altalanos alak egytitthat6- és bévitett matrixa:

an aip . aA1n a aip . aA1n bl
an az» ... Aoy ar az N o bz
Aml Am2  --- Omn Al A2 - Amn | bm

A gyakorlatban nagy méret(i egyenletrendszereket, s igy nagy mé-
retti matrixokat is kezelni kell. Ezekben az elemek nagy része altala-
ban 0. Az ilyen matrixokat ritka mdtrixoknak nevezziik. Szokas az ilyen
egytutthatématrixi egyenletrendszereket is ritkdnak nevezni. A nem

ritka métrixokat siiriinek nevezziik. Elébb a kis méretfi stir(i matrixok-
ra hatékony maédszerekkel ismerkediink meg.

2.30. PELDA (MATRIX HASZNALATA A MEGOLDASHOZ). Oldjuk meg a
kovetkezd egyenletrendszert!

2x +3y+2z=7
x+ y+ z=3
2x +2y+3z=6

MEGOLDAs. Két lehetséges megolddst mutatunk. A (2.20) egyenlet-
rendszereinél latott hdromszog, illetve atlos alak elérése a cél. El6szor

Py

irjuk fel az egyenletrendszer b&vitett matrixat!

2x+3y+2z=7
x+ y+ z=3
2x+2y+3z=6

N~ DN
N — W
[CS I N \S]
A W N

VEKTOROK MAGYAR IRODAI és dltaldnos
iskoldban hasznalt jelolése — a tizedes
vessz$ haszndlata miatt — pontosvessz6t
tesz a vektor koordindtdi kozé elvdlaszto-
jelként. Magyar nyelvii felsébb matema-
tika szovegekben ez nem szokds, mi is
elkertiljiik, és tizedespontot, vektor ko-
ordinatdi kozt vessz6t hasznalunk. Ve-
gyiik észre, hogy vektorok sorvektorral
(sormaétrixszal) val6 megadasndl irésjelet
nem hasznalunk, csak szokozzel vélaszt-
juk el a koordinatékat!



Kicseréljiik az els6 két egyenle-
tet:
x+ y+ z=3
2x+3y+2z=7
2x+2y+3z=6

Az els6 egyenlet 2-szeresét ki-
vonjuk a mdsodik, majd a har-
madik egyenletb6l (azaz —2-
szeresét hozzdadjuk a masodik
majd a harmadik egyenlethez).
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Kicseréljiik az els két sort:

11 1|3
3 2|7
2 2 316

Az els6 sor kétszeresét kivon-
juk a mésodik és harmadik sor-
bél (azaz az els6 sor —2-szeresét
hozzdadjuk a masodik majd a
harmadik sorhoz).

x+y+z=3 11 13
2 =0 0 0 1|0

Az egyenletrendszerr6l azonnal leolvashat6 y és z értéke. Ezeket az el-
s6 egyenletbe helyettesitve megkapjuk x értékét is, nevezetesen x 4y +
z = 3,azaz y = 1 és z = 0 behelyettesitése utdn: x + 1+ 0 = 3, vagyis
x = 2. Masik megoldasi médszerhez jutunk, ha a visszahelyettesités
helyett folytathatjuk az ekvivalens 4talakitdsok sorozatat:

Kivonjuk a masodik, majd a har-  Kivonjuk a masodik, majd a har-

madik egyenletet az els6bdl: madik sort az els6bdl:

X =2 1 0 02
y =1 01 011
0 0 110

z=20

Igy olyan alakra hoztuk az egyenletrendszert, illetve a bévitett métri-
xot, amib6l azonnal leolvashat6 a megoldas: (x,y,z) = (2,1,0). O

Sormodell: hipersikok metszete A lineéris egyenletrendszerek szemlél-
tetésére két geometriai modellt mutatunk, melyek segiteni fognak az
altalanosabb fogalmak megértésében, szemléltetésében.

Tekintsiik a kétvaltozos linedris ax + by = c egyenletet, ahol a, b és c
val6s konstansok. Ha a és b legaldbb egyike nem 0, akkor az egyenletet
kielégitd pontok halmaza egy egyenes, vagyis a megoldashalmaz egy
egyenest alkot. (Haa = b = ¢ = 0, akkor az egyenlet alakja Ox +
Oy = 0, azaz 0 = 0, ami minden (x,y) szdmparra fenndll, vagyis az
egyenletet kielégits (x,y) pontok halmaza az egész sik. Ha pedig a =
b =0, de c # 0, akkor az egyenletnek nincs megolddsa.)

2.31. PELDA (SORMODELL KET KETISMERETLENES EGYENLETTEL). Old-
juk meg az

x+ y=3

x+2y=4

A sormodell 1épései jol nyomon kovet-
ket6k a SagePlayer sormodell cimfi de-
monstraciéjdn. Ott sajat b&vitett matri-
xokkal is lehet kisérletezni.


http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/sormodell/
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egyenletrendszert ekvivalens dtalakitdsokkal, és dbrdzoljuk minden lépésben.

MEGOLDAs. Két 1épésben megoldhatjuk az egyenletrendszert, ha az
els6 egyenletet kivonjuk a masodikbdél, majd az igy kapott egyenlet-
rendszerben a masodik egyenletet kivonjuk az els6bdl, azaz:

x+ y=3 x+y=3 x =2
= =
x+2y=4 y=1 y=1

Az egyenletrendszer két egyenlete egy-egy egyenes egyenlete a sikban.
Az, hogy az egyenletrendszer megoldhatd, pontosan azt jelenti, hogy a
két egyenesnek van kozds pontja, példankban a (2,1) pont. A 2.6 dbra
a megoldds 1épéseit szemlélteti az egyenletek grafikonjaval. O

2.32. PELDA (Ha O LESZ A BAL oLDAL). Vizsgdljuk meg az aldbbi egyen-
letrendszert a sormodellben!

x+y=3
x+y=2

MEecoLpAs. Léthat6, hogy ez két parhuzamos egyenes egyenlete, me-
lyeknek nincs k6zos pontjuk, igy az egyenletrendszer nem oldhat6
meg. Ha az elsé egyenletet kivonjuk a masodikbél, az ellentmondé
0 = —1 egyenletet kapjuk, vagyis igy is arra jutottunk, hogy az egyen-
letrendszer nem oldhat6 meg. Az

x+y=3 x+ y=3

, vagy az

x+y=3 2x+2y =6
egyenletrendszerekben az els6 egyenlettel a méasodik 0 = 0 alakra hoz-
hat6, aminek minden szdmpér megoldésa, igy elhagyhaté. Igy csak az
x +y = 3 egyenlet marad. Ennek 0sszes megoldasa paraméteres alak-
ba irva példaul (x,y) = (3 —t,t). O

2.33. PELDA (SORMODELL HAROM HAROMISMERETLENES EGYENLET-
TEL). Vizsgdljuk meg, hogy hdrom hdromismeretlenes egyenletbdl dllé
egyenletrendszer megolddsainak halmaza milyen geometriai alakzatot adhat!

2.6. dbra: Egyenletrendszer megoldasa-
nak szemléltetése

2.7. dbra: A megoldds szemléltetése, ha
a két egyenlet egyikének bal oldala nul-
lava tehetd
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MEeGoLpAs. Ha a harom egyenlettel meghatdrozott hdrom sik altala-
nos helyzet(i, akkor az egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van
(Id. 2.8. (a) abra). Példaul a 2.30. példaban szerepld egyenletrendszer-
nek egyetlen megoldasa van: (x,y,z) = (2,1,0).
Tekintstik a
2x+ y+22=5
x4+ y+ z=3 (2.21)

3x+2y+3z=238
egyenletrendszert. Ennek egy megoldasa (x,y,z) = (2,1,0), ugyanak-
kor a harom sik normélvektorai egy sikba esnek, ugyanis

(2,1,2)+(1,1,1) = (3,2,3).
Mivel mindharom normadlvektorra merdleges példdul a
(2,1,2) x (1,1,1) = (—1,0,1)

vektor, ezért e vektor parhuzamos mindhdrom sikkal. A (2,1,0) pon-
ton atmend, és (—1,0,1) irdnyvektort egyenes tehdt benne van mind-
héarom sikban (ilyen esetet dbrdzol a 2.8. (b) dbra). Az Osszes megoldast
tehat megadja ennek az egyenesnek a paraméteres vektoregyenlete:

X 2 -1
y| =|1| +¢t] 0].
z 0 1

Hamarosan ugyanezt a megoldast ekvivalens atalakitasokkal is meg
fogjuk tudni hatdrozni.

Hasonl6 esetet dbrdzol a 2.9. (b) dbra, ahol mindhdrom sik parhuza-
mos egy egyenessel, de a sikok egymadssal nem parhuzamosak, viszont
a 2.8. (b) esettel ellentétben az egyenletrendszernek nincs megoldasa.
Ilyen példaul a (2.21) kis véltoztatdsaval kapott

2x+ y+2z=5
x4+ y+ z=3 (2.22)

3x+2y+3z=9
egyenletrendszer. Vegyiik észre, hogy mig a (2.21) egyenletrendszer-
ben a harmadik egyenletbdl kivonva az els6 kett6t az elhagyhat6 0 = 0
egyenletet kapjuk, addig a (2.22) egyenletrendszerben az ellentmondé
0 = 1 egyenletre jutunk. Igy ennek az egyenletrendszernek nincs meg-

oldésa.
Végiil tekintsiik az

x+ y+ z=3
2x+2y+2z=6 (2.23)
3x+3y+3z=9

(a) Héarom altaldnos helyzetti sik:
egyetlen megoldas

“

(b) Egy egyenesen dtmend, de nem csu-
pa azonos sik: végtelen sok megoldds, a
megoldasok egy egyenest alkotnak

y e

(c) Azonos sikok: végtelen sok megol-
das, a megoldasok egy sikot alkotnak

2.8. dbra: Megoldhat6 egyenletrendsze-
rek dbrdzoldsa (a megolddshalmazt kék
szin jelzi)
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egyenletrendszert! Lathatd, hogy a masodik és a harmadik egyenlet
az els6 konstansszorosa, azaz ugyanannak a siknak az egyenletei, az
egyenletrendszer tehat ekvivalens az egyetlen

xX+y+z=3

egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszerrel. Az y-nak és z-nek tetsz6leges
értéket valasztunk, példdul legyen y =5,z = t, akkor x =3 —y — z,
azaz x =3 —s—t. fgy az Osszes megoldas: (x,y,z) = (3 —s—1t,s,t).
Ezt oszlopvektorokkal folirva kapjuk, hogy a megoldas

X 3 -1 -1
y| = 10| +s 1| +¢t| 0f.
z 0 0 1

Ez a 2.8. (c) abra szerint eset. A 2.9. (a)-beli eseteknek megfelel6 egyen-
letrendszerek felirdsat az olvaséra hagyjuk. O

Az el6z6 példdkban a 2- és 3-dimenzids térben szemléltettiik a 2-,
illetve 3-ismeretlenes egyenletrendszer megolddsait. E geometriai mo-
dell lényege a kovetkez6képp foglalhaté Ossze az n-ismeretlenes eset-
ben:

2.34. ALLITAS (SORMODELL). Ha egy n-ismeretlenes egyenlet bal olda-
ldn nem minden egyiitthaté 0, akkor az egyenletet kielégitd pontok (azaz az
egyenlet megolddsai) egy hipersikot alkotnak R"-ben. Ha egy n-ismeretlenes
egyenletrendszer m ilyen egyenletbdl dll, akkor az egyenletrendszer megol-
ddsa a nekik megfeleld m hipersik kozos része R"-ben.

Az m egyenlet a skaldris szorzds segitségével tomorebb alakban is
folirhatd. Az m x n-es A egytitthatomatrixt linearis egyenletrendszer
i-edik egyenletének alakja

ai1 X1+ apXy + -+ aipxn = b;.

Ha a;, jeloli az A matrix i-edik sorat, ez az egyenlet vektorok skalaris
szorzataként is felirhato:

aj, - X = b;. (2.24)

Ez kiilonosen akkor lesz érdekes, ha homogén linedris egyenletrend-
szereket fogunk vizsgalni, mert ott mindegyik egyenlet a;, - x = 0 ala-
kot 6lt, ami azt jelenti, hogy olyan x vektort keresiink, mely mer&leges
az a;, vektorok mindegyikére.

Oszlopmodell: vektor elddllitdsa linedris kombindcicként E modellben az
egyenletrendszerre tigy tekintiink, mint egy olyan vektoregyenletre,

<

(a) A sikok koziil legalabb kett parhu-
zamos, de nem azonos

va
//

D 4

(b) Egy egyenessel parhuzamos, de ko-
z0s egyenest nem tartalmaz6 harom sik
2.9. dbra: Nem megoldhaté egyenlet-
rendszerek

Az oszlopmodell 1épései jol nyomon ko-
vetket6k a SagePlayer oszlopmodell ci-

matrixokkal is lehet kisérletezni.


http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/oszlopmodell/
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amelyben egy vektort kell elallitani adott vektorok linearis kombina-
cidjaként. Példaul a 2.31. példabeli

x+ y=3
x+2y=4

a

vektoregyenlettel. Itt az a feladat, hogy megkeressiik az (1,1) és (1,2)

egyenletrendszer ekvivalens az

1
1

1

x
+2

vektoroknak azt a linearis kombinécigjat, amely egyenld a (3,4) vek- ¢

torral.

2.35. PELDA (A MEGOLDAS LEPESEI AZ OSZLOPMODELLBEN). Kdvessiik //"r i
végig a fenti egyenletrendszer 2.31. példdban adott megolddsdnak lépéseit e — :
modellben is. U
MEGOLDAs. Az ekvivalens atalakitasok 1épései:

x+ y=3 N x+y=3 N x =2

x+2y=4 y=1 y=1
2.10. dbra: A megoldds lépései a vektor-
Vektoros alakban: modellben.
x4+ Uy |3 = 1 x4+ _ P = L x—+ O, — |2
1 2|77 |4 0 1177 1 0 1177 1|
|
E 1épéseket szemléltetjiik a 2.10 dbran. O f
Altaldnosan kimondhaté a kivetkezd: /
2.36. ALLITAS (OszZLOPMODELL). A 2.25. definiciéban megadott (2.19) /
egyenletrendszer a kovetkezl vektoregyenlettel ekvivalens:
an a2 A1y by
a1 az aon by 2.11. dbra: Tekintsiik a nyilvanval6an el-
X+ | L | Xt = lentmond6 2x +3y = 1, 2x+3y = 4
: : : egyenletrendszert, és annak oszlopmo-
Ay A2 Ayn by dell alakjat: (2,2)x + (3,3)y = (1,4). Mi-

vel a (2,2) és a (3,3) vektorok linedris
kombinaci6jaként csak (c,c) alakd vek-

Az egyenletrendszer megolddsa ekvivalens egy vektoregyenlet megolddsdval, tor allithatd el6, az (1,4) vektor nem,

ahol az egyenletrendszer konstans tagjaibol dllé vektort kell az egyiitthatd- ezért a fenti egyenletrendszernek nincs
mdtrix oszlopvektorainak linedris kombindcidjaként elGdllitani. megolddsa.

E modellben egy egyenletrendszer pontosan akkor oldhat6 meg,
ha az egyiitthatomatrix oszlopvektorainak Osszes linedris kombina-

ciéjabol allé halmazban a konstans tagokbdl 4ll6 vektor is szerepel
(Id. 2.10. feladat).
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Feladatok

2.1° Melyek linedris egyenletek az x, y és z valtozékban
az aldbbiak koziil?

a)3x — (In2)y +e32 =04  b)a’x— b’y =0
cxy—yz—zx=0 d) (sinl)x+y—mz=0
r YR 1,11
e)a+b+c71 ﬂx—i—y+zi1

Igazoljuk, hogy az aldbbi egyenletrendszerek ekvivalensek!

x+3y=>5 x+y=3

2.2.
y=1 x =2
2x+3y =2 x+y=2
Ox+0y =3 x+y=7

Oldjuk meg (fejben szdmolva) az aldbbi linedris egyenletrendsze-
reket az a =1, b = 2, c = 3 paramétervdlasztds esetén!

(2a—b)x+ Ba—c)y=0

>4 (Bb—2c)x+ (b—2a)y = 0}
b—a)x+Ba—cy=1

=2 (3b—20)x+ (b—2a)y = }

(b—a)x+ (Ba—c)y = 1}
(Bb—2c)x+(b—2a)y=1
b—a)x+Ba—c)y=1

2.7. }
(Bb—2c)x+ (c—b)y=2
2.8. EGYENLETRENDSZEREK KOZOSs MEGOLDASA Tekintsiik az
azonos ismeretleneket tartalmazé &£; és &, egyenletrend-
szereket. Legyen ezek megolddshalmaza M, illetve M.
Mutassuk meg, hogy ha £ az & és & egyenletrendszerek
egyesitése, azaz £ = £ U &y, és M az £ megoldashalmaza,
akkor M az M és M, kozos része, azaz M = M1 N M,.
Vizsgéljuk meg ezt az allitast az alabbi esetekben:
a) & ={x+y=2},&={x—y=0};
b) &r={x+y=2,x-y=0},E={x-y=0}
o & ={x+y=2x-y=0},&H={x-y=1};
d & ={x+y=2,x—y=0},E={0x+0y=0};
e) &1 tetszbleges egyenletrendszer, & = {0 =10}.
2.9 SOR £s 0sZLOPMODELL Rajzoljuk fel a kovetkezd két
egyenletrendszerhez tartozé sormodell és oszlopmodell
szerinti abrat!
2x+3y =7
a)
3x—-2y=4
2.10. SOR- ES AZ 0SZLOPMODELL 3D-BEN Vizsgéljuk meg az
alabbi két — azonos egyiitthatomatrixa — egyenletrendszer

b 2x+4y =3
3x+6y=4

megoldhatdsdgét a sor- és az oszlopmodellben:

x+ y+2z=3
x+2y+4z=3
3x+4y+8z=9

x+ y+2z=3
x+2y+4z=3
3x+4y+8z=1

2.11. SOR ES OSZLOPMODELL 1 # 1 ESETEN Vizsgaljuk meg
az aldbbi harom egyenletrendszer megoldhat6sagét a sor-
és az oszlopmodellben:

x+ y=3 x+ y=3 x+ y=3
a) x+ y=4 b) x+2y=4 c x+2y=3
x+3y=>5 x+3y=>5 x+3y=>5

2.12° Icaz — namis Mely allitdsok igazak, melyek hamisak

az alabbiak koziil?

a) Ha egy n-ismeretlenes egyenletrendszer olyan hipersi-
kok egyenleteib6l all, melyek kozt van két parhuzamos,
akkor az egyenletrendszer nem oldhat6 meg.

b) Ha egy n-ismeretlenes egyenletrendszer nem oldhat6
meg, akkor az egyenletek olyan hipersikok egyenletei,
melyek kozt van két parhuzamos, de nem azonos hiper-
sik.

c) Ha egy n-ismeretlenes egyenletrendszer csak két egyen-
letb6l all, akkor az oszlopmodell szerint pontosan akkor
oldhat6 meg tetsz6leges jobb oldal esetén, ha a vektor-
egyenlet bal oldaldn szerepl6 vektorok kozt van kett
linedrisan fliggetlen.

2.13° Egészitsiik ki az aldbbi allitdsokat agy, hogy igazak
legyenek!
a) Egy két egyenletb&l all6 haromismeretlenes egyenlet-

rendszer sormodellje szerinti dbra a(z) ..-dimenzids
térben darab ...... bol/b6l all, melyek ha

.............. , akkor az egyenletrendszernek nincs

megolddsa, egyébként megolddsainak szdma .
Oszlopmodellje a(z) ..-dimenzids térben darab
....... bol/bél All.

b) Egy hidrom egyenletb6l 4ll6 kétismeretlenes egyenlet-
rendszer sormodellje szerinti abra a(z) ..-dimenziés
térben .. darab ........... bol/bél &ll, mig az oszlop-
modellje a ..-dimenzi6s térben .. darab ...... bol/bél.

c) Egy négy egyenletbdl 4ll6 Gtismeretlenes egyenletrend-

szer sormodellje szerinti dbra a(z) ..-dimenzids térben

. darab ........... bol/bél all. Oszlopmodellje a(z)
..-dimenzios térben .. darab ....... -bol/bdl all.



LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK ES MEGOLDASUK 77

Megoldds kikiiszoboléssel

Elemi sormilveletek A linearis egyenletrendszerek egyik megoldasi maéd-

szerének lényege, hogy ekvivalens dtalakitdsokkal olyan alakra hozzuk
az egyenletrendszert, melyb6l visszahelyettesitések utan, vagy azok
nélkill azonnal leolvashat6é az eredmény. Az 4talakitdsokat a bovi-
tett matrixon hajtjuk végre tigy, hogy a nekik megfelel$ atalakitasok
az egyenletrendszeren ekvivalens atalakitasok legyenek. A 2.29. té-
telben felsorolt els6 harom ekvivalens atalakitds nem véltoztatja meg
az egyenletrendszer egyenleteinek szamat sem. Az egyenletrendszer
bévitett matrixan az ezeknek megfelel6 atalakitasokat elemi sormtive-

leteknek nevezziik.?

2.37. DEFINICIO (ELEMI SORMUVELETEK). Egy mdtrix sorain végzett
aldbbi miiveleteket elemi sormfiveleteknek nevezziik:

1. Sorcsere: két sor cseréje.

2. Beszorzas: egy sor beszorzdsa egy nemnulla szdmmal.

3. Hozzdadas: egy sorhoz egy mdsik sor konstansszorosdnak hozzdaddsa.

Természetesen egy sort el is oszthatunk egy nemnulla c szdmmal,
hisz az az 1/c-vel valé beszorzassal egyenértékii. Hasonl6képp levon-
hatjuk egy sorbél egy madsik sor c-szeresét, hisz az a —c-szeresének
hozzaaddasaval ekvivalens.

Az elemi atalakitasokra a kovetkezd jeloléseket fogjuk haszndlni:

1. S; <> §: az i-edik és a j-edik sorok cseréje.
2. ¢S;: az i-edik sor beszorzésa c-vel.
3. S;j+cS;: a j-edik sor c-szeresének az i-edik sorhoz addsa.

Az elemi sormtiveletek mintdjara elemi oszlopmdfiveletek is defini-
dlhatok, de azokat ritkdn haszndljuk. Jelolésiikre értelemszertien az
O; <+ Oj, ¢O;, O; + cO; formulakat hasznaljuk.

Lépcsts alak Az eddig megoldott egyenletrendszerekben igyekeztiink
atlos, vagy legalabb 4tl6 alatt kinulldzott alakra hozni az egyenletrend-
szert, mint azt példdul a 2.30. példaban tettiik. Ez nem mindig sikertil,
mert néha nem kivant elemek is kinulldzédnak, de a kovetkez6kben
definialt 1épcs6s alakhoz mindig el tudunk jutni.

2.38. DEFINICIO (LEPcsOs ALAK). Egy mitrix 1épcs6s, vagy sorlépcsds

alakd, ha kielégiti a kovetkezd két feltételt:

1. a csupa 0-bol dll6 sorok (ha egydltaldn vannak) a mdtrix utolsé sorai;

2. bdrmely két eqymds utdn kovetkez6 nem-o sorban az alsé sor elején tobb
0 van, mint a folotte 1évd sor elején.

A nemnulla sorok elsé zérustol kiilonbozo elemét f6elemnek, vezérelem-

nek vagy pivotelemnek hivjuk. Egy féelem oszlopinak f6oszlop vagy

béazisoszlop a neve.

? Linedris egyenletrendszerek felirdsa és
megoldédsa mér idészamitasunk el6tt 300
koriil babiloni iratokban szerepelt. Az
els6 szdzadra teszik a kinai Jitizhang
Suanshti cim{i m{i megjelenését, mely az
el6z6 ezer évben Osszegytilt matemati-
kai tudést foglalja ©ssze (cimének ma-
gyar forditdsa ,A matematikai m{ivészet
kilenc fejezete” vagy ,Kilenc fejezet a
matematikai eljardsokrél” lehet). E mii-
ben mar a kikiiszobolés (azaz a Gauss-
elimindcié) néven ismert technikat alkal-
mazzék linedris egyenletrendszer meg-
olddsdra. A két fenti mtiben szerep-
16 egyenletrendszerek, és tovédbbi torté-
neti részletek olvashaték a The MacT-
utor History of Mathematics archive ci-
mi weboldalon.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Matrices_and_determinants.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Matrices_and_determinants.html
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2.39. PELDA (LEPcs®s ALAK). A kovetkez6 mdtrixok lépcsOs alakiiak:

3 2 1 0 (1)_02_35_64
04’01’0 ’

o O O O
S O O =
o O O O
S O = =
S = O =
O = = O

Gauss-modszer A Gauss-mddszer vagy mds néven Gauss-kikiiszobolés vagy
Gauss-elimindcio a linedris egyenletrendszerek megolddsdnak egy maéd-
szere. Lényege, hogy a linedris egyenletrendszer bovitett matrixat ele-
mi sormftiveletekkel 1épcsés alakra hozzuk, és abbdl visszahelyettesi-
téssel meghatdrozzuk a megoldas &ltaldnos alakjat. A Gauss-modszer
konnyen algoritmizélhatd, ha sorban haladunk az oszlopokon. A méd-
szerre lattunk mar példat, ilyen volt a 2.30. példa els6 megolddsa. Most
lassunk két tovabbi példat.

2.40. PELDA (GAUSS-MODSZER, EGY MEGOLDAS). Oldjuk meg az aldbbi
egyenletrendszert Gauss-modszerrel:

x+ y+2z=0
2x +2y +3z =2
x+3y+3z=4
x+2y+ z=5

MecoLpAs. Irjuk fel az egyenletrendszer b6vitett matrixat, és oszlo-
ponként haladva kiiszoboljiik ki — nullazzuk ki — a f6elemek alatti ele-
meket!

11 2]0] &% 11 20 11 0

3791

2 2 3|2 s- - 6 _1g
3 54:@00 12525302 144:2}2

1 3 3|4 02 1|4 00 —1]2

1215 01 -115 01 -115
11 0 311 0 f4 Y4220
0 2 4| S4—5S3 |0 2 114

00 —1]2 00 —1]2 y+ z
00 -3 |3 00 0|0 - z=2

A harmadik egyenletbdl z = —2, ezt a masodikba helyettesitve y = 3,
ezeket az els6be helyettesitve kapjuk, hogy x = 1, azaz az egyetlen
megoldas (x,y,z) = (1,3, -2). O

Mit csindlunk akkor, ha a 1épcsés alak szerint kevesebb a féelemek,
mint az oszlopok szdma? Egyelére bevezetiink két elnevezést, melyek
jelentése hamarosan vildgos lesz: az egyenletrendszer azon véltozo-
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it, melyek f6elemek oszlopaihoz tartoznak, kotott vdltozoknak, mig az
Osszes tObbi valtozot szabad viltozénak nevezziik.

2.41. PELDA (GAUSS-MODSZER, VEGTELEN SOK MEGOLDAS). Oldjuk meg
az aldbbi egyenletrendszert Gauss-mddszerrel:

X1 +2x+ x34+2x4+ x5=1
X1 +2x3+3x3+3x4+ x5=0
3x1+6x0 +7x34+8x4+3x5 =1

MecoLpAs. Irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat, és oszlo-
ponként haladva kiiszoboljiik ki a féelemek alatti elemeket!

121211552—355112121 o s
1233100 =="100210]|-1%>
36 7 8 3|1 00 42 0-2
121 2 1

X1 +2x0+ x3+2x1+x5= 1
0021 0|-1 prete T e s
0000O0| 0 23+ x4 =-1

Az egyenletrendszer kotott valtozoi a 1épcesds alak f6oszlopaihoz tar-
toz6 valtozok, azaz xq és x3. A szabad valtozék: xjp, x4, x5. A szabad
véltozoknak tetszbleges értékeket adhatunk, a kotottek értéke kifejez-
het6 veliik. Legyen példaul a szabad valtozok értéke x; = s, x4 =,
x5 = u. Ezek behelyettesitése utdn a fenti egyenletek koziil el6szor a
masodikbdl kifejezziik x3-at, majd azt behelyettesitjiik az els6be, ahon-
nan kifejezziik az xq-et, azaz a fenti egyenletekbdl kifejezziik a kotott

valtozokat:
3 3
) P
X1 5 5 5 u
X *—1 —lt
5772 2

. Innen az egyenletrendszer megoldasa

3 3 1
(x1, X2, X3, X4,X5) = (E — 25— Et S, =5 Et' t,u),
vagy matrixjeloléssel
X1 %—25—%t—u % -2 —% -1
Xo S 0 1 0 0
x| = -1-1 =|-3|+s| O +t|—%|+u]| O
Xy ' 0 0 1 0
X5 u 0 0 0 1

Késébb kiilondsen az utébbi — vektorok linedris kombinacidjara bon-
tassal val6 — felirés lesz hasznos. O
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Vildgos, hogy ha a szabad valtozéknak tetszOleges értéket adha-
tunk, melybd&l a kotott valtozok egyértelmiien kifejezhet6k, akkor a
fenti példaban mutatott modszerrel az egyenletrendszer dsszes meg-
oldasat leirtuk. Az ilyen médon megadott megoldast az egyenlet-
rendszer dltaldnos megolddsdnak, a konkrét paraméterértékekhez tartozo
megoldasokat partikuldris megolddsnak nevezziik. Példaul az el6z6 pél-
dabeli egyenletrendszer egy partikularis megolddsa azs = 0, t = 1,
u = 2 értékekhez tartozo

(‘xll X2,X3,X4, x5) = (_2/ 0/ _1/ 1/ 2)
Lényeges e megoldasi médban, hogy a bévitett matrixot 1épcsés
alakra tudtuk hozni. Ez vajon mindig sikeriil?

2.42. TETEL (LEPCcsOS ALAKRA HOZAS). Bdrmely mdtrix elemi sormiive-
letekkel 1épcs6s alakra hozhato.

BrzonviTAs. Tekintsiink egy tetsz6leges m X n-es matrixot. A kovetke-

z0 eljaréds egyes lépéseiben e matrixnak le fogjuk takarni egy-egy sorat

vagy oszlopét. Az egyszerliség kedvéért a letakards utan keletkezett

matrix sorainak és oszlopainak szdmat ismét m és n fogja jelolni, a;;

pedig a letakardsok utdn maradt métrix i-edik sordnak j-edik elemét.

1. Ha az els6 oszlopban csak 0 elemek éllnak, takarjuk le ezt az osz-
lopot, és tekintsiik a maradék matrixot. Ha ennek els6é oszlopaban
ismét csak 0 elemek vannak, azt is takarjuk le, és ezt addig foly-
tassuk, mig egy olyan oszlopot nem taldlunk, amelyben van nem 0
elem. Ha ilyen oszlopot nem taldlunk, az eljardsnak vége, a matrix
lépcsés alaka.

2. Ha az els6 oszlop els6 sordban &ll6 elem 0, akkor cseréljiik ki e
sort egy olyannal, melynek elsé eleme nem 0. Igy olyan matrixot
kaptunk, amelyben a7 # 0.

3. Vegytiik az i-edik sort i = 2-t6l i = m-ig, és ha a sor els6 eleme
ap # 0, akkor az els6 sor —a;;/aj1-szeresét adjuk hozzd. Mivel
aj — %all = 0, ezért e 1épés utdn az a1 alatti elemek 0-va valnak.

4. A fenti atalakitds utdn takarjuk le az els6 sort és az els6 oszlopot.
Ha ekkor nem marad a maétrixban tobb sor, vége az eljdrdsnak,
a kordbban letakart sorokat feltdrva megkaptuk a 1épcs6s alakot.
Egyébként ugorjunk vissza az 1. 1épéshez, és folytassuk az eljarast.

Vilagos, hogy ez az eljaras véges sok lépésben véget ér, melynek ered-

ményeként eljutunk az eredeti matrix egy 1épcsés alakjahoz. O

Egy inhomogén linedris egyenletrendszerhez tartozé homogén linedris egyen-
letrendszeren azt a homogén egyenletrendszert értjiik, melyet az inho-
mogénbdl a konstans tagok 0-ra véltoztatdsaval kapunk.
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2.43. PELDA (HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA).
Oldjuk meg a 2.41. példabeli egyenletrendszerhez tartozé homogén linedris

X1 +2x+ x3+2x4+ x5=0
X1 +2x3+3x3+3x4+ x5=0
3x1+6x0 +7x34+8x4+3x5 =0

egyenletrendszer.

MEcoLDAs. Mivel homogén linedris egyenletrendszerr6l van sz6, a
megoldashoz sziikségtelen a b&vitett matrixot hasznélni, hisz annak
utolsé oszlopa csak nulldkbdl 4ll, igy az elemi sormfiveletek alatt nem
véltozik. Az egyiitthatomatrix 1épcsés alakja ugyanazokkal a sormfi-
veletekkel megkaphatd, mint a 2.41. példa megoldédsdban, azaz

1 21 21 1 21 21

1233 1l=100 2 1 0 =
3 6 7 8 3 0 00 0O
X1+2x0+ x3+2x4+x5=0
2x3+ x4 =0

Innen a megoldas is ugyantgy kaphaté meg, s6t, ugyanaz a linedris
kombindaci6 szerepel benne, csak a konstans tagok nem szerepelnek:

1
(xl/x2/x3/x4/x5) = (_ZS - %t —u,s, _Et/t/u)/

vagy matrixjeloléssel

X1 —25—%t—u -2 —% -1
X7 s 1 0 0
x3| = — It =s| Ol +t|—3|+u]| O
X4 0 1 0
X5 u 0 0 1

A homogén és inhomogén egyenletrendszerek e példdbdl sejthetd kap-
csolatdra még visszatériink a ?? tételben. O

Végiil egy alkalmazas:

2.44. PELDA (SIKOK METSZESVONALANAK MEGHATAROZASA). Hatdroz-
zuk meg az aldbbi két sik metszésvonaldnak explicit (paraméteres) alakjdt!

x+ y+z=1
3x + 4y =2

MEGOLDAs. A fenti egyenletekkel megadott két stk metszésvonalanak
meghatdrozdsahoz, pontosabban a metszésvonal explicit, paraméte-
res egyenletrendszerének felirdsdhoz egyszertien meg kell oldani a két

81
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egyenletbdl allé egyenletrendszert:

1111553511111
3 4 02 01 -3|-1

Ebbél z = t paramétervélasztassal y = —1 + 3t és x = 2 — 4t, azaz

x+y+ z= 1
y—3z=-1

(x,y,2) = (—4t+2,3t — 1,#) = (2,—1,0) + t(—4,3,1),

vagy matrixjeloléssel

X 2 —4
y| = |-1| +¢ 3. O
z 0 1

Redukdlt 1épcsds alak A 2.30. példa masodik megoldadsi mddszerében
atlés alakra hoztuk az egyiitthatématrixot, azaz nem elégedtiink meg
azzal, hogy a f6elemek alatt kinulldztunk minden egyiitthat6t, hanem
a f6elemeket 1-re valtoztattuk a sor beszorzédséaval, és a f6elemek folott
is kinulldztunk minden elemet, mas széval eliminaltunk.

2.45. DEFINfc16 (REDUKALT LEPCsOs ALAK). Egy mitrix redukalt 1ép-
cs6s, vagy redukalt sorlépesds alaku, ha kielégiti a kovetkezo feltételeket:
1. lépcsds alakii;

2. minden foelem egyenld 1-gyel;

3. a fOelemek oszlopaiban a féelemeken kiviil minden elem 0;

A fbelemet itt vezéregyesnek vagy vezetd egyesnek is szokds nevezni.

2.46. PELDA (REDUKALT LEPCSOS ALAK). A kovetkezd mdtrixok redukdlt
lépcsis alakiiak:

10 0 1 1 -2 0 —4
Lo e b

0 00 O

o O O O
S O O =
o O O O
O O = O
O = O O
[ I S G Y

Minden valés, vagy raciondlis elem{i matrix redukalt 1épcsSs alakra
hozhat6, azonban az egészegyiitthatés matrixok éltaldban nem, ha az
egészeken beliil akarunk maradni. De az egészegyiitthatos matrixok
is redukélt 1épcs6s alakra hozhatdk a raciondlisok szamkorében. Az
kikiiszobolés 1épéseinek kovetésére hasznalhatéd a SagePlayer redukalt
1épcsés alak cimii szemléltet6 munkalapja.


http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/redukalt_lepcsos_alak/
http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/redukalt_lepcsos_alak/
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2.47. PELDA (REDUKALT LEPCSOS ALAKRA HOZAS). Hozzuk redukilt lép-
csds alakra az

N o~ =
N o~ W
NI NI

mdtrixot!

MEecoLDAs. Egy lehetséges megoldas:

13 0] &5 [1 3 0] 1

11 2| 2 o —2 2| &7

2 2 4 0 —4 4
13 o  [13 s 103
0 1 —1] 22200 1 —1| =200 1 -1].
0 —4 4 00 O 00 O

Egy masik lehetséges megoldas:

13o] 112 ss 11 2] g
1 1 2| =21 3 of = 2 2| X7
2 2 4 2 2 4 00 O

11 o2 1o 3

01 -1 ™ =01 —-1|.

00 O 00 O

Bar kiilonbdz6 tdton, de mindkétszer azonos eredményre jutottunk.
Val6ban, hamarosan be fogjuk latni, hogy a redukalt 1épcsés alak egy-
értelmi, mig e példabdl is latjuk, hogy a 1épcsés alak nem: a megadott
matrixnak a megoldas soran négy kiilonb6z6 1épcsés alakjat is eldalli-
tottuk. O

Gauss — Jordan-modszer A Gauss — Jordan-médszer, mas néven Gauss — Jordan-
kikiiszobolés vagy Gauss —Jordan-elimindcié a linearis egyenletrendszerek
egy megoldédsi médszere. Lényege, hogy a linedris egyenletrendszer
bévitett matrixat elemi sormfiveletekkel redukdlt 1épcs6s alakra hoz-
zuk. EbbOl az alakbdl azonnal leolvashat6 a megoldds. Adjunk dj
megolddast a Gauss-médszernél bemutatott egyenletrendszerekre.

2.48. PELDA (GAUSS—JORDAN-MODSZER, EGY MEGOLDAS). Oldjuk meg
a 2.40. példdban felirt eqyenletrendszert Gauss — Jordan-modszerrel!

MEGoOLDAs. Felirjuk az egyenletrendszer bévitett matrixat, és a 2.40. pél-
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déban latott médon eljutunk a 1épcsés alakhoz, majd folytatjuk:

11 2]o0 11 2]0] 5 [t 1 2] 0
2 1 ~
223020 |02 1[4 501 3| 2|55
1 3 3|4 00 —1/2 00 1|-2
1 2 1|5 00 0]0 00 0| O
10%—252_%531001 N — 1
= S;—35
0 1 3| 2535|010 3:>y 3
00 1|-2 00 1|-2
00 0| 0 000/| 0 z=-2

Tehdt az egyenletrendszer egyetlen megolddsa (x,y,z) = (1,3, -2). O

2.49. PELDA (GAUSS—JORDAN-MODSZER, VEGTELEN SOK MEGOLDAS).
Oldjuk meg a 2.41. példabeli

X1 +2x+ x34+2x4+ x5=1
X1 +2x3+3x3+3x4+ x5=0
3x1 +6x2 +7x3+8x44+3x5 =1

egyenletrendszert Gauss — Jordan-mddszerrel!

MEGOLDAS. A 2.41. példdban eljutottunk egy 1épcs6s alakig. Az elja-
rést folytatjuk, mig a redukalt 1épcss alakra nem jutunk.

1 21 2 1]1 1 21 2 1)1 ;/2552
1233 1/0=...=10021°0|-1 %=
36 7 8 3|1 0 00 O0O0O|O
3 3
0 01 1/2 0|—-1/2| = 1 1
0 00 0 0 0 x3 + §x4 =5
Végezziik el az xp = 5, x4 = t, x5 = u helyettesitést, az x; és x3
véltozék azonnal kifejezhetSk. Igy a megoldas:
3 3 1 1
<x11x2/x3/x4/x5) - (E — 25— Et - u/S/_E - Et/ t/ l/l),
vagy matrixjeloléssel
X1 %—25—%t—u % -2 —% -1
X7 S 0 1 0 0
x| = —1- 1t =|-3|+s| O +t|-%|+u]| O
X4 0 0 1 0
X5 u 0 0 0 1

Természetesen ugyanazt a megolddast kaptuk, mint a 2.41. példaban. 0
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A redukdlt lépcsds alak eqyértelmiisége Fontos kovetkezményei vannak
a kovetkez6 tételnek:

2.50. TETEL (A REDUKALT LEPCSOS ALAK EGYERTELMU). Minden mdtrix
redukdlt lépcss alakra hozhato, amely egyértelmii.

BrzonviTAs. Tegyiik fel indirekt médon, hogy van egy olyan matrix,
mely elemi sormfiveletekkel két kiilonb6z6 redukalt 1épcs6s alakra
hozhaté. Jelolje ezeket R és S. Mivel mindketten ugyanazzal a mat-
rixszal ekvivalensek, elemi sormftiveletekkel egymadsba alakithatéak,
vagyis egymadssal is ekvivalensek. Valasszuk ki oszlopaik koziil azt
a balrdl els6 oszlopot, melyben kiilonboznek, valamint az dsszes el6t-
tiik 416 vezéroszlopot. Az igy kapott matrixokat jelolje R és S. Tehat
R # S, mert kiilénboznek az utolsé oszlopukban. Péld4ul, ha

1 20 5 1 2 0 4 5
R=1|0 0 1 3] és S=1(0 0 1 9 3},
000 0O 0 00 00O
akkor
1 1 0 4
R=1(01 2| é S=1[01 9

o
o
o
o

Ez az oszlop, melyben kiilénboznek, nem lehet az elsé oszlop, mert
ha az a zérusvektor az egyik matrixban, akkor a sorekvivalencia miatt
a masikban is az lenne, egyébként pedig ez az oszlop mindenképp az
els6 helyen 1-est, alatta 0-kat tartalmaz.

Tekintsiik az igy kapott R, S matrixokat egy-egy egyenletrendszer
bévitett egyiitthatomatrixdnak. Ezek altaldnos alakja tehat a kovetke-
z6:

_ - M1 ]
10 o o1 oo
1 0 ro .
A : A 1
R=10 0 1|r| vagy R= 00
0 0 0 00 1
00 0
0 0 ... 0]0] 0 0 ... 0o




86 LINEARIS ALGEBRA

- . 1 0|0
1 0 S1
1
1 0 s, 0 ! 010
. : 5 |00 1
S=10 0 1|sg| vagy S= 00 1
00 0 00 010
00 ... 0|0} 0 0 0|0

Mivel oszlopok kihagyésa nem valtoztat a sorekvivalencidn — hisz ele-
mi sormfiveletekben mtiveletet csak egy oszlopon beliil végziink —,
ezért az R és S§ matrixok ekvivalensek, azaz a hozzajuk tartozé két
egyenletrendszernek ugyanaz a megoldésa. Ez csak gy lehet, ha vagy
minden i = 1,...,k indexre r; = s;, vagy egyik egyenletrendszer sem
oldhaté meg, azaz mindkét esetben azt kaptuk, hogy R = S, ami el-
lentmondds. Ez az ellentmondds bizonyitja, hogy a kiindulé R # S
feltevés helytelen volt, tehdt R = S. (E bizonyitds Holzmann3 Interne-
ten publikalt cikkén alapul). O

Mivel a redukalt 1épcs6s alak egyértelmfi, definidlhatunk egy fligg-
vényt, mely minden métrixhoz annak ezt az alakjat rendeli. Az rref(A)
jelolést mi arra a fliggvényre fogjuk alkalmazni, mely egy m X n-es r-
rangt matrixhoz a redukdlt 1épcs6s alakjanak a zérussorok elhagydsa-
val kapott alakjat rendeli, mely egy r x n-es matrix. Péld4ul

1 00
rref =
[0 1 O]

—_ O -
_ = O
o O O

Szimultdn egyenletrendszerek ~Gyakori feladat az alkalmazasokban, hogy
sok olyan egyenletrendszert kell megoldani, amelyek csak a konstans
tagokban térnek el egymadstol. A kikiiszoboléses médszerekkel ezek
egyszerre is megoldhatok alig tobb er6forrds felhaszndldsaval, mint
ami egyetlen egyenletrendszer megolddsahoz sziikséges.

2.51. DEFINICIO (SZIMULTAN EGYENLETRENDSZEREK). Tobb egyenlet-
rendszer halmazdt szimultan egyenletrendszernek neveziink, ha egyiitt-
hatémdtrixaik azonosak.

3Wolf Holzmann. Uniqueness
of reduced row echelon form.
http://www.cs.uleth.ca/"holzmann/
notes/reduceduniq.pdf, 2002
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2.52. PELDA (SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA). Oldjuk
meg az aldbbi egyenletrendszereket!

x+ y+ z=3 u+ v+ w=3 r+ s+ t=0
2x+3y+2z=7 2u+3v+2w =7 2r+3s+2t=0
2x+2y+3z=6 2u+2v0+3w =7 2r+2s+3t=1

MEGOLDAs. Mivel e harom egyenletrendszer egyiitthatématrixa azo-
nos, a bal oldal atalakitdsat elég egyszer elvégezni, a jobb oldalak &t-
alakitasat pedig vele egyiitt. Ehhez a szimultdn egyenletrendszerre a
kovetkez6 bovitett matrixot érdemes képezni:

X 2 u 1 r -1
y| = |1}, v| =11}, sl =10
z 0 1 t 1 0O

Ha tudjuk, hogy tobb egyenletrendszerb6l all6 szimultdn egyen-
letrendszerr6l van sz6, mindegyik egyenletrendszerben hasznalhatjuk
ugyanazokat a valtozokat.

2.53. PELDA (SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER BOVITETT MATRIXA).
Oldjuk meg azt a szimultdn egyenletrendszert, melynek bévitett mdtrixa

2 1|1 0O
5 3|0 1

87
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MEGOLDAs. A Gauss—Jordan-mdédszer 1épései:

5-3 [ 2

5 3]0 1

2 1|1 0
0

NI— =

20 6 —2 | 35|10
=
0 1|-5 2 01

3 -1
. O
=

Kikiiszobolés Z,-ben”  Ha p prim, akkor a modulo p maradékosztalyok
kozti miiveletek rendelkeznek minden olyan tulajdonsiggal, melyet a
kikiiszobolés soran a valés szimok korében hasznaltunk. Ennek kovet-
keztében a Gauss- és Gauss —Jordan-mddszerek minden tovabbi nélkiil
hasznélhat6k Z,, folotti egyenletrendszerekre is. (Ldsd még a ??. olda-
lon az algebrai testrdl irtakat.)

2.54. PELDA (EGYENLETRENDSZER Z; FOLOTT). 4-bites kddszavakat kiil-
diink, bitjeit jelolje a, b, c és d. Hibajavité kddot készitiink 1igy, hogy minden
kédszé végére hdrom paritdsbitet tesziink, nevezetesenab+c+d,a+c+d
és a+ b+ d bitet Az dsszeadds itt természetesen Z, folott értendd. Példdul
a 0110 kédszo helyett a 0110011 kédszdt kiildjiik. EgQy iizenetben az egyik
ilyen 7-bites kédszo elsd 4 bitjét a vevd szerkezet bizonytalanul érzékeli, amit
kapunk, az a (2,?,2,?,1,0,1) kédvektor. Mi lehetett az eredeti iizenet, ha
az utolsé 3 bit biztosan j6?

MEGOLDAS. Az a, b, ¢ és d bitek ismeretlenek, csak annyit tudunk,
hogy
b+c+d=1
a+ c+d=0
a+b+ d=1
Oldjuk meg ezt az egyenletrendszert Gauss—Jordan kikiiszoboléssel

Z, folott. Ne felejtsiik, hogy Zy-ben1+1 =0, igy 1 = —1, azaz a
kivonas nem kiilonbozik az 6sszeadastol.

1 0 2S 2 1 1 0 S51—-S7
5 -
~5 0 1]|-5 2

'01111‘55’10110' 101 10
101 1]0/2 0 1 1 112 [0 1 1 1]1] %2
110 1|1] 110 1|1 01101
101 1[0] %5 101 00
01 1 11 231011 0]1
00 0 1|0] 0 0 0 1/0]
Visszairva egyenletrendszerré:

a “+c =

b+c 1
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Az utols6 egyenletbél d = 0, a mdsodikb6l b =1 —c, azazb =1+
és az els6b6l a = —c, azaz a = c. Eszerint c szabad valtoz6, legyen
értéke s, a tobbi kotott. A megoldas éltaldnos alakban (a,b,c,d) =
(s,1+s,s,0), azaz (a,b,c,d) = (0,1,0,0) +(1,1,1,0). Azs =0és az
s = 1 értékekhez tartoz6 megolddsok tehat: (0,1,0,0) és (1,0,1,0).
Ha az egyenletrendszert vektoregyenletnek tekintjiik, akkor az el-
s6 megoldas azt mutatja, hogy az egytitthatématrix mésodik oszlopa
megegyezik a jobb oldallal (és valéban), a masodik megoldds pedig
azt, hogy az els6 és a harmadik oszlop Osszege a jobb oldalt adja.
Megjegyezziik e kodrdl, melyet 7,4, 3], bindris Hamming-kédnak ne-
veznek, hogy a kéd 16 sz6bdl 4ll, barmely szavanak barmely 4 bitje
egyértelmtien meghatérozza a maradék harmat. Igy ha legfoljebb 3
bit megvaltozik egy széban, akkor az kimutathato, és ha csak egy bit
valtozik meg, az kijavithato. O

2.55. PELDA (EGYENLETRENDSZER Zs5 FOLOTT). Oldjuk meg az aldbbi két
egyenletrendszert Zs folott.

2x+3y =1 2x+3y =1
3x+2y=4 3x+4y =3

MEGOLDAS. A szdmolds megkonnyitésére vagy készitsiink osztési tab-
lat, vagy haszndljuk a ??. oldalon talalhaté ??. dbra szorzastablajat.

2 31| 35, |1 43| 5,35 |1 4|3

[3 2415"[3 24] - lo 001’
azaz az egyenletrendszernek tobb megoldédsa van. Itt ez nem azt je-
lenti, hogy végtelen sok, hanem azt, hogy legaldbb egy paraméter

végigfut Zs Osszes elemén. Szabad véltoz6 az y, legyen y = s, igy
x =3—4s =3+s, tehdt (x,y) = (3+s,s), azaz a vektorok matrixjels-

iR

Mivel Zs-nek 6t eleme van, ezért s-nek is ennyi értéke lehet, azaz az el-
s6 egyenletrendszer 6sszes megoldésa (3,0), (4,1), (0,2), (1,3), (2,4).
A masik egyenletrendszer megoldasa:

2 31| 35 |1 4|3]|s,-35 |1 4|3
=4 = ,
[3 4 31 3 4|3 0 2|4
amib6l 2y = 4, azazy = 2, x +4-2 = 3, azaz x = 0. Tehat a megoldas
(x,y) = (0,2). =

1ésével:
3 s 1
0

, seZ
1 5
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Feladatok

2.14° LEPcsOs ALAK: 1GAZ — HAMIS Melyek igazak, melyek

hamisak az alabbi allitasok koziil?

a) Egy matrix minden 1épcs6s alakjaban ugyanannyi nem-
zérus sor van.

b) Egy matrix minden lépcs6s alakjdban ugyanannyi f6-
oszlop (bazisoszlop) van.

¢) Minden valés métrixnak van 1épcsés alakja, ami egyér-
telmdi.

d) Kiilonb6z6 matrixoknak kiilonb6z6 a redukalt 1épcsés
alakjuk.

e) Ha egy matrix elemi sormfiveletekkel egy madsikba vi-
hets, akkor redukalt 1épcs6s alakjuk megegyezik.

2.15° EGYENLETRENDSZEREK: IGAZ — HAMIS Melyek igazak,

melyek hamisak az alabbi allitasok koziil?

a) Elemi sormitiveletek kozben az egyenletrendszer megol-
déashalmaza nem viltozik.

b) Egy linedris egyenletrendszer nem konzisztens (nincs
megoldasa), ha tobb egyenletbdl 4ll, mint ahany isme-
retlenes (mds széval, ha tilhatarozott).

c¢) Ha egy val6segyiitthatos linedris egyenletrendszernek
van két kiilonboz6 megoldasa, akkor végtelen sok is
van.

d) Egy homogén linearis egyenletrendszer mindig megold-
hat6.

Hatdrozzuk meg valamely 1épcs6s alakjdt, majd a redukdlt épcsds

alakjdt az aldbbi mdtrixoknak!

1 1 1 1 1
216. |2 3 2 3
1 21 2 3
11 1 1 1]
217. |12 3 2 3
3 21 2 3

Ekvivalensek-e az aldbbi egyenletrendszerek?

3x+2y—2z=1 2x+2y—2z=0

2.18. ¢ 2x+3y—3z= —1 3x+3y—2z=3
4x +2y =8 5x—=3y+2z=5
2x+3y+5z=0

x— y—3z=3

2.19. ¢ 3x+2y+2z=3

5x +5y+7z=3

5x —4z=9

2.20. Csak egész szamokkal szdmolva megoldhaté6-e az az
egyenletrendszer, melynek bévitett matrixa a kovetkezé:

3 4 1 1 341 1
a) |7 8 3 7 b)|7 8 3 7
1 7 -2 2 1 7 2 2

2.21. SORMUVELETEK REVERZIBILITASA Mutassuk meg,
hogy minden elemi sormfivelettel &dtalakitott méatrixhoz
van egy olyan sormftivelet, mely azt visszaalakitja.
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Megoldds a gyakorlatban

Bdr e szakasz tartalma els6sorban nem a linedris algebra, hanem a numeri-
kus analizis témakorébe tartozik, ismerete elengedhetetlen annak, aki a gya-
korlatban linedris algebrai eszkozoket alkalmaz. ElGszor a Gauss- és Gauss—
Jordan-kikiiszobolés mifveletigényét, majd numerikus megbizhatdsdginak kér-
dését vizsgdljuk. Ezutdn az iterdcids modszerek lényegét vdzoljuk, melyek
alkalmazdsakor az egyiitthatomdtrix nem vdltozik, igy a szdmitdsi hibdk sem
halmozédnak. Rdaddsul e médszerek a ritka mdtrixokat sem ,rontjdk el”, mint
a Gauss-mddszer, mely sok zérust ir foliil.

A kikiiszobolés milveletigénye  Ahhoz, hogy a lineéris egyenletrendsze-
rek kiilonb6z6 megoldési mddszereit dssze tudjuk hasonlitani, azt is
tudnunk kell, mennyi a mfiveletigénytik. A flop mértékegységrol rész-
letesen a fliggelékben frunk a ??. oldalon.

2.56. TETEL (A KIKUSZOBOLES MUVELETIGENYE). A Gauss- és a Gauss—
Jordan-médszer miiveletigénye eqy n-ismeretlenes, n egyenletbdl dllé egyen-
letrendszer esetén egyardnt

n® n? 5 3

no. SRS (| 2 1 ; "
3 + 2% osszeadds/kivonds, 3 +n® — 3 szorzds/osztds.

azaz gsszesen ’ 3 7
3 2
=n’ + -n- — —nflop,
3t g
azaz j6 kozelitéssel 2n° /3 flop.
BizonvyiTAs. El@szor felelevenitiink két elemi 6sszefiiggést, amire a bi-
zonyitdsban sziikség van:

nn+1)
2

1)(2 1
, 12+22+...+n2:n<n+ )6( n ).

1+2+...+n=

s

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a kikiiszobolés soran a féatloba

7z

keriil6 elemek egyike sem 0. A Gauss-moddszernél a {64tlé alatti ele-
3 — %n Osszeadds és %n3 + %nz - %n SZOrzas

szitkséges. A visszahelyettesités 1n*> — in Osszeadasbdl és in? + In

mek eliminéldsdhoz %n

7z

szorzéasbol 4ll. Ha a Gauss—Jordan-moédszernél a f6atlo alatti elemek

kikiiszobolése mellett a f64tl6 elemeit is 1-re véltoztatjuk, az %n3 — %n

7z

osszeadds mellett 2n° + 1n? + Ln szorzés sziikséges. A f64tl6 feletti
elemek elimindldsdhoz 3n? — 1n 6sszeadds és ugyanennyi szorzés kell.

A szamitasok részletezését az olvasora bizzuk. O

Numerikusan instabil egyenletrendszerek A gyakorlati feladatokban gyak-
ran mérési eredményekkel, igy nem pontos adatokkal dolgozunk.
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2.57. PELDA (INSTABIL EGYENLETRENDSZER). Oldjuk meg a kivetkez
egyenletrendszert!
6.73x — 8.97y = 5.61

4.79x — 6.39y = 3.99

Mutassuk meg, hogy az egyiitthaték 0.01-dal valé meguvdltoztatdsa a meg-
olddsok nagy meguvdltozdsdt okozhatja, s6t az is elérhetd, hogy az egyenlet-
rendszernek ne legyen, vagy épp végtelen sok megolddsa legyen!

MEGOLDAS. Az egyenletrendszer megolddsa: x = 1.5, y = 0.5. Az
elsd egyenletben az x egyiitthat6jat Gjra mérjiik, és masodszorra egy
szédzaddal kevesebbnek, 6.72-nek adédik. Oldjuk meg ezt az egyen-
letrendszert is! Az eredmény meglepd médon nagyon messze van az
el6z6t6l: x ~ —2.26, y ~ —2.32. Ujabb mérés az y egyitthatéjat —8.96-
nak mutatja. E két egyfitthat6 egy szazaddal val6 megvaltozasa utan a
megoldas messze van mindkét el6z6 eredménytdl: x ~ 4.35, y ~ 2.64.
Ha végiil az els6 egyenlet konstans tagjat is megvaltoztatjuk egy sza-
zaddal 5.62-re, akkor x ~ 7.21, y ~ 4.78 lesz az eredmény, ha pedig
5.60-ra, akkor — csemegeként — ismét a kerek x = 1.5, y = 0.5 értékeket
kapjuk.

A fenti egyenletrendszeren tovabb véltoztatva az egyiitthatékat az
is elérhets, hogy végtelen sok megolddsa legyen:

6.72x — 8.96y = 5.60
4.80x — 6.40y = 4.00
ugyanis itt a két egyenlet egymds konstansszorosa. Ha pedig a ma-

sodik egyenlet konstans tagjat visszairjuk 3.99-re, egy ellentmondé
egyenletrendszert kapunk. O

Ilyen megbizhatatlan eredményekkel a gyakorlatban semmit nem
lehet kezdeni!
Az olyan egyenletrendszert, melyben az egytitthaték vagy a kons-

tans tagok kis véltozdsa a megolddsban nagy véltozast okoz, numeri-

kusan instabilnak vagy rosszul kondiciondltnak nevezziik. Egyébként nu- \
merikusan stabil, illetve jol kondiciondlt egyenletrendszerr6l beszéliink.
Vilagos, hogy a fentiek nem preciz matematikai fogalmak. Késébb \

precizen definidlva szdmmal fogjuk mérni a kondiciondltsidg fokat, \

de azt, hogy egy adott egyenletrendszer megoldasai elfogadhat6ak-e
vagy nem, csak a feladat dontheti el.

A numerikus instabilitds okat szemlélteti a 2.12. dbra. Kétvéltozos »
egyenletrendszerek esetén, ha a két egyenes grafikonja ,kozel” van
egymdéshoz, azaz majdnem egybe esnek, akkor kis véltozasok az egye-

neseken messze vihetik a metszéspontot, de parhuzamossd is tehetik \

a ket egyenest. 2.12. dbra: Instabil egyenletrendszer,

Ha a gyakorlatban numerikusan instabil egyenletrendszerrel talal- melyben az egyenletek egyitthatéinak
kis megvaltoztatdsa a megoldds nagy

K K vigsoaliuk h leteink kizti . 7 lined-
ozunk, vizsgéljuk meg, hogy az egyenleteink kozti ,majdnem” linea megvaltozdsat okorza.
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ris Osszefligg6ség mogodtt nem valddi linedris Osszefliggség van-e kis
mérési hibaval.

Részleges foelemkivdlasztds A kovetkezd példdkban csak tizes szam-
rendszerbeli aritmetikat haszndlunk. A szdmitdsokat agy kell elvégez-
ni, hogy az adott pontossdgnak megfelel6en minden részeredményt p
értékes jegyre kerekitiink.

2.58. PELDA (GAUSS-MODSZER LEBEGOPONTOS SZAMOKKAL). Oldjuk
meg az aldbbi — numerikusan stabil — egyenletrendszert pontosan, majd 3
értékes jegy pontossdggal szdmolva.

107 4% +y =2
x—y=0

MEGOLDAS. Pontosan szamolva

1074 1 | 2] s,-10%s, [107% 1 2
1 -1]0 0 -1-10*|-2-10*
amibél az eredmény x =y = 12:1034. Igazolhatd, hogy az egyenletrend-

szer numerikusan stabil, ami azt jelenti, hogy példaul 10~* helyébe o-t
helyettesitve, vagyis kicsit valtoztatva egy egytitthatét, a kapott

0 1 |2
1 -11]0

egyenletrendszer megoldésa csak kicsit kiilonbozik az el6z6t6l: x =

y = 2. Végezziik most el a Gauss-kikiiszobolést 3 értékes jeggyel sza-

molva:
1074 1 | 2| s-10fs, |1074 1 2 | 1ot 1 2
1 =110 0 —1-10*|-2-10*| " | 0 —10*| —2-10%|"’

ahol a kozelitésnél a fl(—1 — 10%) = —10* dsszefiiggést hasznaltuk. Az
igy kapott egyenletrendszernek viszont x = 0, ¥ = 2 a megoldésa, ami
nagyon messze van az eredeti egyenletrendszer megoldasat6l! Most
végezziink egy apro valtoztatast: el6szor cseréljiik fel a két egyenletet!

of 1 -1]0
2l T lo 1 |2’

amelynek megolddsa x = y = 2, ami nagyon kozel van a pontos meg-
oldéshoz! O

1 -1

1 -110 szfg‘ls]
0 1+10°¢

107% 1 |2

Mi az oka a két megoldas kozti kiilonbségnek, és fel tudnank-e
hasznalni minél jobb megoldas megtaldlasdban?
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Mindkét megoldasban az els6 egyenlet konstansszorosat hozzdad-
tuk a mésodik egyenlethez, de az elsé esetben a kisebb, a mésodik-
ban az elsé oszlop nagyobb elemét valasztottuk féelemnek. Amikor
a kisebbet valasztottuk, akkor az els6 sort egy kis szdmmal osztottuk,
vagyis repciprokaval — egy nagy szdmmal — szoroztuk, és ezt adtuk
a masodik sorhoz. A nagy szdmmal val6 beszorzés kovetkeztében a
masodik egyenlet egytitthatéit ,elnyomtdk” e nagy szdmok, nagyon
megvialtoztatva az egyenletet, aminek kovetkeztében a megoldésok is
nagyon megvéltoztak! A fl(—1 —10*) = —10* kerekités hatdsa, vagyis
a —1 ,eltiintetése”, ekvivalens azzal, mintha az eredeti egyenletrend-
szer helyett a kovetkez6t kéne megoldani:

107% 12
1 0/|0]°

Es ennek valéban x = 0, y = 2 a megoldésa! Amikor viszont az els6
oszlop nagyobbik elemét vélasztottuk féelemnek, a sort egy kis szam-
mal kellett beszorozni, és ezt hozzdadni a masik sorhoz, vagyis ke-
rekitéskor az eredeti egyenlet egytitthat6i megmaradtak, az egyenlet-
rendszer kevésbé torzult. Ennek alapjan megfogalmazhat6 egy széles
korben elterjedt szabdly: a Gauss-féle kikiiszobolési eljards sordn, lebe-
gbpontos adatokkal dolgozva minden oszlopban a szébajohet6 elemek
koziil - sorcserék segitségével — mindig a legnagyobb abszolut értékfit
vélasszuk féelemnek! E moddszert részleges féelemkivdlasztdsnak, illetve
részleges pivotdldsnak nevezik.

Bizonyos — a gyakorlatban ritkan el6fordul6 — esetekben jobb ered-
mény kaphat6 a feljes felemkivdlasztds moédszerével. Ekkor f6elemnek
az Osszes még hatralévd elem abszolut értékben legnagyobbikat va-
lasztjuk. Itt oszlopcserékre is sziikség van, és miiveletigényesebb is ez
az eljaras, ezért ritkan alkalmazzdk.

2.59. PELDA (RESZLEGES FOELEMKIVALASZTAS). Részleges féelemkivd-
lasztdssal hozzuk lépcsGs alakra az aldbbi mdtrixot!

1.8 3.0 3.0 37 75
36 32 36 62 78
72 36 48 24 12
24 54 52 26 52

MEGOLDAS. Az els6 oszlop legnagyobb eleme a harmadik sorban van,
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igy az els6 és a harmadik sor cseréjével kezdiink:

(72 36 48 24 1.2] giigﬁ 72 36 48 24 12
51:>%3 36 32 36 62 78 s4g/3 00 14 12 50 72
1.8 30 30 37 75 00 21 18 31 72
24 54 52 26 52 0.0 42 36 18 48
(72 36 48 24 1.2] 55,2 72 36 48 24 12
51085 00 42 36 18 48 Si=53/3 0.0 42 36 18 48
00 21 18 31 72 0.0 0.0 00 22 48
00 14 12 50 7.2] 0.0 0.0 00 44 56
[72 36 48 24 1.2] 72 36 48 24 12
5305 00 42 36 18 48 51=53/2 00 42 36 18 48|
0.0 0.0 00 44 56 00 00 00 44 56
0.0 0.0 0.0 2.2 48] 00 00 00 00 20

Skdldzds A részleges f6elemkivélasztdsban mindig az oszlop legna-
gyobb elemét valasztottuk. Nem lehet egy elemet nagyobba tenni, és
ezzel az egész moédszert elrontani Ggy, hogy egy sorat egyszertien be-

szorozzuk?

2.60. PELDA (SOR SZORZzASA). A 2.58. példiban szorozzuk meg az elsé
egyenletet 10°-nel, azaz a kisebb elembdl csindljunk nagyot, és ezt az egyen-
letrendszert is oldjuk meg részleges fGelemkivdlasztdssal.

10x +10°y = 2-10°
xX— y= 0

MEeGoLDAs. Egy egyenlet beszorzdsa egy nemzérus szdmmal ekviva-
. P oy — oy — 210

lens atalakitds, igy ennek az egyenletrendszernek is x = y = 575 a

pontos megoldédsa. Ha 3 értékes jegyre szamolunk, és alkalmazzuk a

részleges f6elemkivalasztds modszerét, akkor ismét rossz eredményt

kapunk:

10 10° | 2-10°| s,-10s, |10 10° 2-10° 107 1 2
- 4 4| & 4 4|7

1 -1 0 0 —-1-10*|-2-10 0 —10*| -2-10

amib6l x = 0 ésy = 2. O

Hasonléképp zavart okozhat az egyiitthatomatrix egy oszlopanak
beszorzésa is, ami az egyenletrendszeren példdul dgy valdsithaté meg,
ha egyik valtoz6 mértékegységét megvaltoztatjuk. (Ha példdul a ko-
rabban kilométerben meghatdrozott ismeretlent milliméterben keres-
siik, egyiitthat6jat minden egyenletben 10°-nal kell osztani.)

Az egytitthatok ilyen ,egyenetlenségeib6l” szdrmaz6 szdmitési hi-
bak csokkentésére a skdldzds nevii gyakorlati médszer ajanlhaté. Ez a
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kovetkez6 két skélazasi szabdly kovetésébdl all, mely a tapasztalatok

szerint a gyakorlati feladatok nagy részében nagyon j6 eredményt ad

a részleges f6elemkivalasztassal egyiitt alkalmazva:

1. Oszlopok skdldzdsa: Valasszunk a feladatban szereplé mennyiségek-
nek természetes mértékegységet, ezzel dltaldban elkeriilheték az
egyttthatok kozti tetemes nagysagrendi kiilonbségek. Ezen kiviil
nincs sziikség az oszlopok elemeinek beszorzasara.

2. Sorok skdldzdsa: Az egyenletrendszer [A|b] b6vitett matrixdnak min-
den sorat osszuk el az A egyiitthatématrix adott sorbeli legnagyobb
abszolut értékii elemével. Igy A minden sordnak 1 a legnagyobb
eleme.

Nem ismeretes olyan médszer, mely a lebeg&pontos dbrazolds kor-
latai mellett hatékonyan megtaldlnd a lehetd legpontosabb eredményt.
Az elmélet és a tapasztalatok alapjan sfir{i, nem ttlzottan nagy méreti
egyenletrendszerekre a skédldzott felem kivalasztdsos Gauss-modszer
ajdnlhato. A ritka egyenletrendszerekre a kovetkez6kben ismertetendd
iterativ mddszerek altaldban jobb eredményt adnak.

Iterativ médszerek A tovébbiakban is csak olyan egyenletrendszerek-
kel foglalkozunk, melyek n-ismeretlenesek és n egyenletbdl allnak, te-
hat melyek egytitthatématrixa négyzetes.

Az iterativ modszerek lényege, hogy olyan

X0, X1ye oo s Xpeyoon

vektorsorozatot generdlunk, mely az adott egyenletrendszer megol-
dasvektordhoz konvergdl. Els$ pillanatra meglepdnek tlinhet egy vég-
telen sorozat generaldsaval keresni a megoldast, de mivel szdmitasaink
eleve csak véges pontossdguak, gyakran igen kevés 1épésben elérhetjiik
a megkivant pontossdgot. Rdaddsul a kerekitési hibdk még novelhetik
is a konvergencia sebességét.

A Kkiinduldsi pont — a matematika tébb mads teriiletén is gyiimol-
cs0z6 moédszer — a fixpontkeresés. Ennek lényegét egy egyvaltozds
fuggvény példdjan mutatjuk be. Legyen f egy minden valés helyen
értelmezett fliggvény, mely barmely két a és b pontot két olyan pontba
visz, melyek tavolsaga a és b tavolsdganak legfoljebb a fele. Képletben:

0) = f(0)| < 3o~ |, azaz LOZLOL < 2
Ez azt jelenti, hogy f 0sszes kiilonbségi hanyadosa legfeljebb 1/2. A
sokkal altalanosabban megfogalmazhat6 Banach-féle fixpont tétel sze-
rint ekkor egyetlen olyan ¥ pont létezik, hogy ¥ = f(%), és ez megkap-
haté tigy, hogy egy tetszéleges xy pontbdl kiindulva képezziik az

xo, X1 = f(x0), X2 = f(x1),..., X1 = f(Xk),- -
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sorozatot, és vessziik a hatarértékét. Ekkor

= fim s
A 2.13. dbra szemlélteti a fenti 4llitdst. Az 1/2-es szorz6 kicserélhet6
tetszbleges 0 és 1 kozé es6 konstansra.

A Banach fixponttétel konnyen szemléltethetd hétkéznapi médon:
képzeljiik el, hogy egy nagyobb gumilapot néhanyan korbedllva egy
kerek asztal tetején széthiiznak az asztal széléig, majd (most jon a le-
képezés!) visszaengedik eredeti dllapotdba. Ekkor igaz az, hogy az
asztalon pontosan egy olyan pont van, mely f6lott a gumilap helyben
marad. E pont megkaphatd, ha kivalasztunk az asztalon egy tetsz6-
leges Py pontot, és megnézziik, hogy a kinytjtott gumilap e folotti
pontja dsszehtizdédaskor hova ugrik, legyen ez a P; pont az asztalon.
A kinytjtott gumilap P; f6l6tti pontja 6sszehtuzédéskor az P, pont folé
ugrik, stb. Az igy kapott pontsorozat a fixponthoz konvergal.

Jacobi-iterdcié Az el6z6 paragrafusban leirtakat kovetve megprobaljuk
az egyenletrendszert atrendezni gy, hogy az x = f(x) alaku legyen,
ahol x jeloli az ismeretlenek vektorat.

2.61. PELDA (JACOBI-ITERACIO). Oldjuk meg a

4x— y= 2
2x —5y = -8

eqyenletrendszert, majd hozzuk x = f(x) alakra, és eqy tetsz6leges xo vek-
torbél indulva végezziink az xg 1 = f(xy) formuldval iterdciot. Szamoljunk
3 tizedes pontossdggal. Hovd tart az igy kapott vektorsorozat?

MEGOLDAs. Az egyenletrendszert kikiiszoboléssel megoldva kapjuk,
hogy x = (1,2) az egyetlen megoldés.

Hozzuk az egyenletrendszert x = f(x), azaz [y] = f([y]) alakra.
Erre tobb lehet&ség is adodik. Ezek koziil taldn az a legkézenfekvébb,
hogy az els6 egyenletb6l az x-et, a masodikbol y-t kifejezziik:

y+2
4

_ 2x+8
5

Valasszunk egy x( vektort tetszélegesen, legyen pl. xo = (0,0), az-
az x = y = 0. A fenti képletekbe helyettesitve kapjuk, hogy x; =
(%52, 98) = (0.5,1.6). A tovabbi értékeket egy tablazatban adjuk meg:

Xo X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

X 0 05 09 095 099 0.995 0.999 1.000 1.000
y o 1.6 1.8 196 198 1.996 1.998 2.000 2.000

a X0 b X1 X2| &

2.13. dbra: Egy fliggvény, mely barmely
a és b pontot két olyan pontba visz, me-
lyek tdvolsdga a és b tavolsdganak leg-
foljebb a fele, igy a fiiggvény minden
kiilonbségi hanyadosa abszoltt értékben
legfoljebb 1/2. E fliggvénynek ponto-
san egy fixpontja van, mely megkaphat6
egy tetszbleges xo pontbdl induld x; =
f(xx_1) sorozat hatdrértékeként.


http://hu.wikipedia.org/wiki/Banach_fixpontt%C3%A9tele
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E példa esetén tehat a végtelen sorozat konvergensnek mutatkozott,
de a kerekitési hiba folytan véges sok 1épés utdn megtalalta a konver-
genciapontot. O

Az 4ltalanos eset hasonl6an irhat6 le. Tegyiik fel, hogy az

ap1x1 + appxy + ...+ ayxn = by

ay1X%1 + apxs + ...+ dyuxy = by

A1 X1 + AppX2 + ...+ AppXy = by

egyenletrendszer egyértelmtien megoldhato és f6atléjanak minden ele-
me kiilonbozik 0-t6l. A Jacobi-iterdcié menete tehat a kovetkez6. A
k-adik egyenletbdl fejezziik ki az x; valtozot:

x1 = —(b — a12X2 — ... — A1 —1Xp—1 — A1pXn)
a1
1
xg = —(by — az1xq — = A 1Xp—1 — (24 Xp)
ax»
(2.25)
1
Xp = —(by — u1X1 — AuXp — ... — Ay p_1Xy—1 )
Ann
Vilasszunk az ismeretlenek x = (x1,xp,...,%,) vektordnak egy xo

kezd&értéket, pl. legyen xo = (0,0,...,0). A (2.25) egyenletrendszer
jobb oldaldba helyettesitsiik be xg koordinatdinak értékét, a bal oldal
adja x; koordinatdit. Ezt a lépést ismételjiilk meg, generdlva az xp,
x3,.. . vektorokat addig, mig el nem érjiik a megfeleld pontossagot.

Gauss — Seidel-iterdcio A Jacobi-iteracié gyorsasagdn konnyen javitha-
tunk, ha a (2.25) egy egyenletének jobb oldaldba valé behelyettesités
utdn a bal oldalon kapott valtoz6 értékét azonnal folhasznéljuk, nem
varunk vele a ciklus végéig. Ezt a médositott algoritmust nevezziik
Gauss — Seidel-iterdcionak.

2.62. PELDA (GAUSS—SEIDEL-ITERACIO). Oldjuk meg a
4x— y= 2
2x —5y = —8
egyenletrendszert Gauss — Seidel-iterdcidval.

MEGOLDAS. Itt is, mint a Jacobi-iteraciénal az

y+2
4
_2x—|—8
Y=75
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egyenleteket hasznaljuk, de mig a Jacobi-iterdciéndl xo = (0,0) kez-

déérték utdn az x = % = %, y = % = % értékek kovetkeztek, a

Gauss —Seidel-iteraciénal a masodik egyenletben 0 helyett mar az els6
1

egyenletben kiszamolt x = % értéket helyettesitjiik, azaz y = 225+8 = %.

A tovébbi értékeket egy tablazatban adjuk meg de tgy, hogy jelezziik
a kiszamitas sorrendjét:

X0 X1 X2 X3 X4

X 0 0.5 0.95 0.995 1.000
0 1.8 1.98 1.998 2.000

Hasonlitsuk ¢ssze az eredményt a Jacobi iterdcional készitett tdblazat-
tal. O

Mindkét iteracié a 2-ismeretlenes esetben j6l szemléltethets. A ??. és
a ??. dbra

Az iterdcick konvergencidja A fenti példakbol nem latszik, hogy vajon
a Jacobi- és a Gauss —Seidel-iteraciék mindig konvergélnak-e.

2.63. PELDA (DIVERGENS ITERACIO). Oldjuk meg Jacobi- és Gauss—
Seidel-iterdcioval a kovetkez0 egyenletrendszert:

x—y=2
2x—y =5
MEeGoLDAs. Alakitsuk at az egyenletrendszert:

x= y+2
y=2x-5

El6szor probalkozzunk Jacobi-iteracidval:

y o -5 -1 -11 -3 -23 -7 47 -15

Ugy tlinik, nem konvergens a vektorsorozat, mint ahogy nem tinik
annak a Gauss —Seidel-iterdciénal sem:

X0 X1 X2 X3 X4
X o 2 1 -1 -5 -13
y o -1 3 7 -15 -31

A divergencia leolvashaté az iterdcidkat szemlélteté abrakrol is! O
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2.64. DEFINfCIO (SORONKENT DOMINANS FOATLOJU MATRIX). Azt
mondjuk, hogy az n X n-es A mdtrix soronként (szigortian) dominans
féatloval rendelkezik, vagy soronként (szigortian) dominans f64tl6ja,
ha a fodtlo minden eleme abszoliit értékben nagyobb a sordban lévd tobbi
elem abszoliit értékeinek dsszegénél, azaz képletben

la11] > laa| + ...+ lau—1| +  |a1a]

lan| > |ag| +... 4 a1+ |aza]

lan—1,n-1] > |an—11] + |@n-12| + ... + [an—1,n
|ann| > |’1n1|+ |‘1n2| +.oF |an,n—1|

Hasonléan definidlhat6é az oszloponként domindns f6atléju matrix
is.
Vildgos, hogy az aldbbi matrixok soronként dominéans f6atléjaak:

1 25 25 25

2 1 -0 12 2 00 25 1 25 25
0 1|’ 1100 3|, |0 =3 0, |50 o]
1 -2 10 0 0 -5 - :

25 25 25 1

Az aldbbi matrixok nem soronként dominans f6atléjaak, de sorcserék-
kel azz4 tehettk:

25 25 25 1

0 1 -1 -2 10 0 -3 0 1 25 25 .25
S e U D (U | R (P
1 10 -3 2 0 0 - '

25 1 25 25

Az aldbbi egyenletrendszer egyiitthatématrixa soronként dominans f6-
atlojac

dx— y= 11

2x — 5y = =17

2.65. TETEL (ELEGSEGES FELTETEL AZ ITERACIOK KONVERGENCIAJARA).
Ha az n eqyenletbdl dll6 n-ismeretlenes egyenletrendszer egyiitthatomdtrixa

soronként domindns fédtlojii, akkor barmely indulévektor esetén a Jacobi- és
a Gauss — Seidel-iterdcid is konvergens.

E tételt nem bizonyitjuk. Megjegyezziik, hogy a tételbeli feltétel
nem sziikséges, csak elégséges, azaz olyan egyenletrendszeren is kon-
vergens lehet valamelyik iterdcié, melynek nem dominans {6atl6ji az
egyiitthatomatrixa. Hasonl6 tétel igaz oszloponként dominans f64tléju
egytitthatématrixok esetén is.

A domindns f64tl6ji métrixokon a Gauss —Seidel-iterdci6é sosem las-
sabb, mint a Jacobi-iterdci6, s6t, gyakran érezhet6en gyorsabb. Az
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viszont el6fordulhat, hogy a Gauss—Seidel-iterdcié divergens, mig a
Jacobi-iterdcié konvergens (ld. 2.23. feladat).

A gyakorlatban ezeknek az iterdcioknak kiilénb6z8, hatékonyabb
javitasait haszndljdk. E témaban az olvasé figyelmébe ajanljuk a ,nu-
merikus médszerek” téméban irt konyveket, web-oldalakat.
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Feladatok

Jacobi-iterdcio
2.22. Oldjuk meg a

4x— y= 8
2x -5y = -5

egyenletrendszert Jacobi-iterdciéval! Szamoljunk 3, majd 4
értékes jegyre!

Vegyes feladatok

2.23" JACOBI-ITERACIO ~ KONVERGAL, GAUSS — SEIDEL-
ITERACIO NEM [rjunk programot annak az &llitdsnak az
ellen6rzésére, hogy a

x + z=0
—x+5/6y =0
x+ 2y-3z=1

egyenletrendszeren a Jacobi-iterdcié konvergal, a Gauss—
Seidel-iteracié nem.

2.24. GAUSS-ELIMINACIO DOMINANS FOATLOJU MATRIXON
Bizonyitsuk be, hogy ha az A matrix féatléja soronként
domindns, akkor végrehajthato rajta a f6elemkivélasztasos
Gauss-eliminaci6 sorcsere nélkiil!

2.25. Az ITERACIOK SZEMLELTETESE A A vdarosbdl elindul
egy A jelli vonat a B varos felé, vele egyidében a B véros-
bol egy B jelti A felé. A B vonat induldsaval egyidében a B
vonat orrardl elindul egy légy is A felé, de amint taldlkozik

az A vonattal megfordul, és addig repiil, mig a B vonattal
nem taldlkozik, amikor ismét megfordul, stb. Mindharmuk
sebessége konstans, de a légy sebessége nagyobb mindkét
vonaténal.

1. Egy tdbldzatban megadjuk mindkét vonat tavolsdgat az
indulési hely{ikt6] km-ben mérve azokban a pillanatok-
ban, amikor a légy épp a B vonattal taldlkozik.

(x0,y0) (x1,¥1) (x2,42) (x3,43)

x: tavolsdg A-t6l o 40 48 49.6
y: tavolsag B-t61 o 8o 96 99.2

Szamitsuk ki a tablazat egy-két tovabbi oszlopét!

2. Milyen messze van A varos B-t6], ha a légy sebessége
200 km/h?

3. Most egy masik tdbldzatban megadjuk annak a vonat-
nak a tdvolsagat az induldsi helyétsl, amelyik épp talal-
kozik a léggyel:

Yo X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3
x: tavolsdg A-t6l 30 46 49.2
y: tavolsag B-t6l o 8o 96 99.2

Szamitsuk ki a tablazat egy-két tovabbi oszlopat!

4. Milyen messze van A varos B-t6l, ha a légy sebessége
200km/h?

5. Mi koze van e feladatnak a Jacobi- és a Gauss—Seidel-
iterdcidhoz?
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ortonormdlt bazis (ONB), 328
oszlopmatrix, 87

oszloptér, 131

oszlopvektor, 51, 87
osztalyozas, 49

osztdsi maradék, 480

péarhuzamos vektor, 31



parallelepipedon, 37
parallelogramma, 37

elGjeles tertilete, 239
paritasbit, 66
particionélds, 49
partikularis megoldéds, 98
permutécios matrix, 217
Perron-vektor, 457
pivotelem, 95
PLU-felbontas, 231
polérfelbontés, 419
polinom

homogén masodfokd, 405
pozitiv (szemi)definit, 408
precedencia-elv, 199
primitiv matrix, 455
projekci6, 316
pszeudoinverz, 320

QR-felbontés, 338
redukalt, 338

teljes, 339

részleges féelemkivalasztas, 112
részleges pivotdlas, 112
rang, 122, 142

linedris leképezésé, 292
reducibilis, 460
redukalt 1épcsés alak, 100

redukalt szingularis felbontas, 414

regresszios egyenes, 314
reléci6, 49

ritka maétrix, 88

rosszul kondicionélt, 110
rref fliggvény, 104

sajatérték, 368
lineéris transzformécioé, 382

sajataltér, 368

sajatpar, 368

sajatvektor, 368

sakktablaszabély, 258

Sarrus-szabdly, 256

skalazas, 113

skaldr, 29

skaléris szorzat, 39

sorlépcsos alak, 95

sormatrix, 87

soronként domindns f34tl6, 118

sortér, 131

sorvektor, 87

spektralsugdr, 455

standard bézis, 137

sudoku, 193

5z0g, 60

szabad véltoz6, 97

szabad vektor, 30

szemiortogondlis matrix, 330

szimmetrikus matrix, 219

szimultan egyenletrendszer, 104

szingularis, 203

szingularis felbontas, 414

szingularis érték, 412

szinguldris felbontds
diadikus alak, 414

szinguldris vektor, 412

sztochasztikus matrix, 466

sztochasztikus vektor, 466

tavolsag, 40
altértdl, 310

talcsordulés, 473

tulhatéarozott, 86

test, 476

test (algebrai), 481

tizedespont, 24

TARGYMUTATO

tizedesvessz6, 24
torzor, 33
transzpondlt, 141
Hermite-féle, 346
trividlis megoldas, 124

unitér, 349
unitér diagonalizélas, 402

Vandermonde-determinans, 268
Vandermonde-maétrix, 268
vegyes szorzat, 48
vektor, 30
Osszeg, 31
abszolut értéke, 31, 349
azonos irdnyd, 31
egyiranyd, 31
ellenkezd iranyt, 31
hossza, 31, 40, 349
jelolése, 30, 88
kollineéris, 31
koordinatdinak elvalasztasa, 88
koordinétés alakja, 50
matrix alakja, 87
normadlésa, 328
parhuzamos, 31
sztochasztikus, 466
vektoregyenlet, 70
vektori szorzat, 45
vektorok
merdlegessége, 60, 349
szdge, 40, 60, 349
tavolsaga, 60, 349
vetiilet, 316
vetités, 316

zérustér, 127
zérusvektor, 30
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