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el oot
Matematika: bizonyos szerkezetii kijelenté mondatok.

o Ertelmetlen
o Szintaktikailag (formailag) hibas
o NAGY OROM Hasznalat utmutat: Biztos nagy az érom! Hogy a
gyermek aztot a jaté néki linneplS alkalma kezébe venni altal kissé
tanulas célzatabél kaptal. Tehatakorl6 sok! 1. A doboz tetével bir. Ez
leszedés utan szbad benyujtis a kéznek, négyszdgalak elektron
csellentyticske. 2. Alapos és kézbentartva alanyulva évatos doboz
fenekérdl elss jaték bekezdését. 3. Futyulim! Felszolit! A jaték
elektromos felngtt nélkiil feljesen uldaba! 4. Minezutdn meg lehet
kezdeni jatszasat a jatéknak vele. 5. Fogjatok a drét alfalat a kéz
megsujja kozé, és jobb kezetek fol le mozgat, majd onnét villany
bekapcsol, hirtelen omirolni el6re, kiilénben nem jon a villany se at, se
hosszu se ty(i! 6. Egyfejii maganjaték ha vatytok egyed és nincs jatszé
6nmagatokbol is Gsszerakni és az nyer aki elbb. Mindenfejii
vételembernek iizen kedves jatszas Gyartmantyd cég
o Szemantikailag (tartalmilag) hibas
@ ,a p6, ha engemély kimar, de mindegegy, ha vildagar”
o En most hazudok.
o Ertelmes — a szerkezetén mulik
e lgaz
o Hamis
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Matematika Matematikai kijelentések szerkezete

A matematikai kijelentések olyan mondatok, amelyekben

e matematikai objektumok (pl. szam, halmaz, fiiggvény, oszthaté...)

o logikai konnektivumok (és, vagy, ha... akkor, minden, van olyan...)
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(I EE T @  Allitasok tagadasa

Példa
Mi az alabbi allitasok tagadasa?

Esik az esé.
Nem esik.
Esik az es6 és siit a nap.
Nem esik vagy nem siit.
Ma moziba megyiink vagy fagyizuk.

Nem megyiink moziba és nem fagyizunk.

Hétfén nem futunk de/és kedden sem.
Ha hétfén futunk, futunk kedden is.
Hétfén futunk de kedden nem.

Ha hétfén nem futunk, (akkor) futunk kedden.

E

—-E

ENF (E&F)
—-EV —F
MV F
M AN -F
H=K
HA-K
H=K
HA-K
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Logikai miiveletek Es, vagy, ha...akkor, pontosan akkor, nem

Definicié
Jeloljon P és @ két allitast. lgazsagtablajukkal a kdvetkez6 logikai
miveleteket definialjuk (0 = hamis, 1 = igaz):

e tagadas, negacié (—, ,nem”, NOT),

@ és, konjunkcié, logikai szorzas (A, ,és/de”, AND),

(megengedd) vagy, diszjunkcid, logikai 6sszeadas (V, ,vagy”, OR),

e kizard vagy (®, ,vagy..., vagy’, XOR),
e implikacié (=, ,ha..., akkor...),
@ ckvivalencia (<, ,pontosan akkor”, ,akkor és csak akkor”),

P -P P Q PNQ PVQ P®Q P=Q P&Q

0 1 0 O 0 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0 1 1
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50 Co 05 b0 REEEn Sl NG
Definicié
Két logikai kifejezést azonosnak (azonosan egyenlének) tekintiink, ha

logikai értékiik a benniik szerepl6 logikai valtozok barmely értékére azonos.
Az azonossag jele =.

Ha nem futunk hétfén, futunk kedden = Hétfén vagy kedden futunk.

Példa (Az implikaci6 ekvivalens alakja)
A= B=-AVB

Megoldas

A= B = - AV B
0o 1 0 v 1010
0 1 1 v 1 0 11
1 0 0 v 0100
1 11 v 01 1 1

.
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Logikai miiveletek Es, vagy, ha...akkor, pontosan akkor, nem

Nem igaz, hogy ha nem futunk hétfén, futunk kedden =
Se hétfén se kedden nem futunk.

Nem igaz, hogy ha n > N, akkor |a, — a] < e =
n> N, de|a, —a] >e.

Példa (Az implikacié tagadasa)
~(A=B)=AA-B

Megoldas
- (A= B) = A AN - B
0o 0 1 0 v 001 0
0o 0 1 1 v 00 01
1 1.0 0 v 1 1 10
o1 1 1 v 1 0 01
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Logikai miiveletek Implikacié megforditasa

Definicié
Az A = B implikacié megforditasan az B = A implikaciét értjiik.

Példa

Ha Béla orvoshoz megy, tiszta fehérnemiit haz.
Ha Béla tiszta fehérnemiit hiz, orvoshoz megy.

Példa
(A=B)A(B=A)=A<B.
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(R TETNNAVAIS Il Sziikséges és elegendd/elégséges

Ha n oszthato 4-gyel, akkor oszthaté 2-vel is.

ha A, akkor B =

A igazsaga elegendd (de nem sziikséges) feltétele B igazsaganak =
B igazsaganak A igazsaga elegendd (de nem sziikséges) feltétele
Csak akkor oszthaté n 4-gyel, ha 2-vel is.

csak akkor A, ha B =

B igazsaga A igazsaganak sziikséges (de esetleg nem elegendd)
feltétele =

A igazsaganak sziikséges (de esetleg nem elegendd) feltétele B
igazsaga

Matematikai szovegekben a fenti két mondatszerkezet ekvivalens:
A elegend§ feltétele B-nek, és B sziikséges feltétele A-nak.

Nem matematikai példa: csak akkor kapsz diplomat, ha befizeted a
tandijat!

A sziikséges és elegend6 feltétele B-nek, azaz A< B =

csak akkor B, ha A (mert sziikséges, azaz B = A), és ha A, akkor
(mert elégséges, azaz A = B). =

Akkor és csak akkor A, ha B
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Logikai miiveletek Kontrapozicié

Példa

Mutassuk meg, hogy ha m és n olyan pozitiv egészek,
akkor m > 25 vagy n > 25.

hogy m+ n > 49,

Példa (Kontrapozicid)
A= B=-B= A

Megoldas
A= B = - B = - A
o 1.0 v 1.0 1 1 0
o 1 1 v 01 1 1 0
1 00 v 1.0 0 01
1 11 v 01 1 01
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(RPNl de Morgan azonossagok

Példa (de Morgan azonossagok)
-(AANB)=-AV-B -(AvVB)=-AA-B
Megoldas
- A AN B) = - AV - B
1 00 0 v 10110
1 0 01 v 1 01 01
1 1.0 0 v 01 1 1 0
o0 1 1 1 v 01 0 01
~ (A V B = - AA - B
1 0 0 0 v 1 01 10
o0 1 1 v 1 0001
o011 0 v 01 0 10
o1 1 1 v 01 0 01
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Kvantorok Minden. .., van olyan. ..

Jelolés

A VxP(x) és a 3xP(x) jelolések jelentése: ,minden x-re (igaz, hogy) P(x)"
és ,van olyan x, hogy P(x)". AV ill. a 3 jel neve univerzilis ill.
egzisztencialis kvantor.

V: ,minden”, tetsz6leges”, ,barmely”, ,akarmelyik”, ,barmikor”. ..
3: ,van”, ,van olyan”, ,létezik", ,taldlhaté olyan”, ,megesik”. ..
Példa
Jeldlje P(x), hogy x prim, S(x), hogy x paros és O(x,y), hogy x osztdja
y-nak. Formalizaljuk az alabbi allitasokat, és dontsiik el, hogy igazak-e!
o Létezik paros prim. Ix[S(x) A P(x)] i
e Minden prim paratlan.  Vx[P(x) = —=5(x)] h

Ha x és y osztdja z-nek,
akkor xy is. Vx,y,2[0(x,z) A O(y, z) = O(xy, z)] h
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Példa
Mi az alabbi allitasok tagadasa?
@ Mindenki szereti Jaliat. Vx € J[S(x)]
@  Van aki nem szereti. Ix € J[-5(x)]
o Valaki jart itt. Ix € E[I(x)]
@  Senki sem jart itt. Vx € E [-1(x)]
e Minden ajtén van kilincs. Va € Adk € K[R(a, k)]
e Van olyan ajté, amin nincs kilincs. 3a € AVk € K [-R(a, k)] )

Kvantoros allitdsok tagadasa: VV3... A tagadasa 33V... —-A. )
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Halmazmiiveletek és logikai miiveletek Halmazok
Definicié
Két halmazt akkor és csak akkor tekintiink egyenlének, ha elemeik
ugyanazok. A halmazt, melynek nincs eleme, iires halmaznak nevezziik.
Jele: (. Az ,x dolog eleme az X halmaznak” jeldlése: x € X.
Az A halmazt a B halmaz részhalmazanak nevezziik (A C B), ha az A
minden eleme B-nek is eleme. A valédi része B-nek (A C B), ha A C B,
de A+# B.
Halmazokrél mindig csak mint egy adott alaphalmaz részhalmazairél
beszéliink, még ha ezt az alaphalmazt nem is nevezziik meg.

Jelolés

R: valésok, N: természetes szamok, Z: egészek, Q: racionalisok, N
pozitiv egészek, R™": pozitiv valés szamok.

A H halmaz azon x elemeinek halmazat, melyek a P tulajdonsiggal
rendelkeznek a kdvetkez6képp adjuk meg:

{xeH:P(x)}.
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Halmazmiiveletek és logikai miiveletek Halmazmiiveletek

Definicié (Halmazmiiveletek)

Legyen A és B egy H halmaz két részhalmaza. Az A és B halmaz AN B
metszetén (kdzOs részén) azoknak az elemeknek a halmazat értjiik, amelyek
mindkét halmazban benne vannak:

ANB={xeH:xc ANxeB}.

AU B egyesitettjén (uniéjan) azoknak az elemeknek a halmazat értjiik,
amelyek a két halmaz koziil legalabb az egyikben benne vannak:

AUB={xeH: xe AvxeB}.

Az A és B halmaz A — B kiilonbségén az A dsszes olyan elemének
halmazat értjiik, amelyek nincsenek benne B-ben. Az A halmaz H-ra
vonatkozé komplementerén a H — A halmazt értjiik. Jele Ay. Ha az
alaphalmaz nincs megnevezve, a komplementert egyszeriien A jeldli.

Ayp={x€eH:x¢A}.
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Halmazmiiveletek és logikai miiveletek AT 3N EIILETITS

Definicié (Halmazok szamossaga)

Két halmaz azonos szamossagl, ha elemeik kozt létezik kdlcsdndsen
egyértelmi megfeleltetés.

@eA: 1 2 3 4 5 6 7 ...
A: 3 4 5 6 7 8 9...
B: 1 2

eA: 1 2 3 4 5 6 T ...
A: 2 4 6 810 12 ...
B: 1 3 5 7 911 ...

@eA: 1 2 3 4 5 6 7 ...
A: 1 2 6 7 15 16 28 ...
B: 3 5 814 17 27 ...
C: 4 913 18 26 ...

D: 10 12 19 25 ...
E: 11 20 24 ...
F: :
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Halmazmiiveletek és logikai miiveletek AT 3N EIILETITS

Definicié6 (Megszamlalhatéan végtelen halmaz)

Egy halmazt megszamlalhatéan végtelennek neveziink, ha egyenls
szamossagi az N halmazzal.

Tétel
Az egész szamok és a racionalis szamok halmaza is megszamlalhatéan

végtelen.
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Halmazmiiveletek és logikai miiveletek AT 3N EIILETITS

Tétel

A valés szamok (és az irracionélis szamok) halmaza nem megszamlalhaté.

v

Bizonyitas

Indirekt bizonyitas:

1 0,3610513769310776034. . .
2 3,1159236543282345014. ..
3 0,1585026723823654328. . .
4 2,6748231345822345014. ..
5 7,5748700000000000000. ..
6 -0,6548727650234576800. . .
7 -5,2687623176577653234. ..
8 0,9870244807633333777. ..
9 0,1113554322346000214. ..

0,523315111

v
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Vgl lnellmezsst:
Amit tudni kell!

O logikai miiveletek miiveleti tablainak ismerete,

@ egyszerii logikai dsszefliggések igazolasa tablazattal,

© kvantorok,

Q logikai miiveleteket és kvantorokat tartalmazé allitasok tagadasa,
@ halmazmiiveletek definiciéi,

O a természetes szamok, a racionalis és a valds szamok szamossaga.
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