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P Tekintsik az

r+y=3
r+y=2

egyenletrendszert. Lathatd, hogy ez két parhuzamos egyene
egyenlete, melyeknek nincs kdz6s pontjuk, igy az egyenlet-
rendszer nem oldhaté meg. Ha azbetgyyenletet kivonjuk

a masodikbdl, az ellentmondd = —1 egyenletet kapjuk,
vagyis igy is arra jutottunk, hogy az egyenletrendszer nem
oldhaté meg. Az

T+ y=3

r+y=3 .
20 +2y =16

, vagy az
vay—3 VA

egyenletrendszerekben azéekgyenlettel kiejthét a maso-
dik, igy csak azx + y = 3 egyenlet marad. Ennek dsszes
megoldasa példaul ugy jellemezéighogy hay = ¢, aholt
egy tetsbleges valos szam, akker= 3 —t, vagyis az 6sszes
(z,y) = (3 —t,t) szdmpéar megoldéas. Ezek a pontok épp az
x 4+ y = 3 egyenletli egyenes pontjai.

Osszefoglalva: két egyenldtballé kétismeretlenes egyen-
letrendszer esetén négy eset lehetséges. dpakét egyen-
let grafikonja két met€zegyenes, ekkor csak egyetlen meg-
oldas van, a két egyenes metszéspontja, agykét egyen-
let grafikonja két egybeésgyenes, ekkor végtelen sok meg-
oldas van, ennek az egyenesnek a pontjai, vagg két
egyenlet grafikonja parhuzamos, de kilonbégyenes, ek-
kor nincs megoldas. A negyedij eset az, amikor mindkét
egyenleDz + Oy = 0 alakd, ekkor is végtelen sok megoldas
van, nevezetesen minden lehetséges) szampar, azaz a
sik 6sszes pontja megoldas. Azéelgrom esetet szemlélteti
az alabbi 4bra:

M

~

Ertelemszeriien kiterjesztifeez az osztalyozas azokra az
esetekre is, amikor az egyenletrendszer nembkétanem
tetsdleges szamu egyenlétall.

Hasonl6 osztdlyozas végezbieharomvaltozés egyenlet-
rendszerek esetén is. Ekkor minden egyenlet egy sik egyen-
lete. Az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha
a sikoknak van k6zés pontjuk. Ha az egyenletrendszer meg-
oldhatd, a megoldasok halmaza vagy egyetlen pont, vagy egy
egyenes, vagy egy sik 6sszes pontj@grat+ Oy + 0z = 0

egyenletrendszert. Ha az @élés masodik egyenletet kivon-
juk a harmadikbdl, majd az éskivonjuk, a mésodikat hoz-
zaadjuk a negyedikhez, a harmadik és negyedik egyenlet he-
lyén a0 = 0, pontosabban éx + 0y + 0z = 0 egyenletet
kapjuk, mely elhagyhat6. Végil az élegyenletet kivonva

a masodikbdl, a masodikat osztva minuszdedt, majd ki-
vonva az elgbdl, az

=3
+z=1

r+y

egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldasg-aak tet-
sBHlegest értéket valasztvar = 3 —t,y =t,2z = 1. Ez

egy egyenes paraméteres egyenletrendszere. A négy egyer
let tehat négy, egy egyenesen atidaikot hataroz meg. A
megoldasok szama végtelen.

Az egyenletrendszer
vektoregyenlet-alakja

Az 1. példaban szerepl egyenletrendszer ekvivalens az
alabbi vektoregyenlettel:

(1,1)z + (1,2)y = (3,4).

Ez azt jelenti, hogy keressuk(8, 4) vektornak az1,1) és
az (1, 2) vektorokkal parhuzamos 6sszef&ve vald felbon-
tasat. (Kéébb ugy fogunk fogalmazni, hogy allitsukbeh
(3,4) vektort az(1,1) és az(1, 2) vektorok linearis kombi-
naciojaként.) E felbontast mutatja az alabbi abra, nélyr
leolvashaté, hogy = 2, ¥y = 1 a megoldas:

Ha kovetjik az 1. pédabeli egyenletrendszer megoldasainak
Iépéseit a megfelélvektoregyenleteken, a kdvetkegoro-
zatot kapjuk:

(LDz+ (1,2)y=(3,4) = (1,0)z + (1, 1)y
= (1,0)z + (0, 1)y

(3,1)
(2,1)

Tehat az egyenletrendszer megoldasanak lépései a vektor

alakd egyenlet eseten pedig a tér 6sszes pontja. Ha a sikok- egyenlettel szemléltetve:

nak nincs kézds pontjuk, az egyenletrendszer nem oldhat6
meg.

2.P Vizsgaljuk meg az

r+ y+ z=4
r+ y— z2=2
2z 4 2y =6

22 =2

Itt is az utolsé abra mutatja legvilagosabban a megoldast
(r = 2, y = 1), azt viszont, hogy mi is torténik az atala-
kitas kdzben, ké&tbb fogjuk megérteni.



Egyenletrendszerek kova+ -« -+ kyvi,. EKkor atrendezés utan azt kapjuk, hogy
vi — kovg — - -+ — kv, = 0. Ez azt jelenti, hogy a vek-

Az R" tér toroknak van olyan lineéris kombinaciojuk, mely a 0-vektor

adja, de nem minden egyitthat6 0, hisz egyutthatéja 1,

n S .z L2z
3.DR" a Descartes-szorzat definicioja alapjanRaelemeildl azaz a vektorok dsszefiigek.

képzett rendezett szamesek halmazat jeloli. Ugyanezt a . . ) )
jelolést hasznaljuk az-dimenziés vektorok halmazéra is. ~ Most tegylk fel, hogy a vektorok linearisan osszeftielg
Ha a vektorok halmazat ellatjuk az 6sszeadas és a valos ska- 828z 1éteznek olyan nem csupa 0 konstansok, melyekkel

larral valo szorzas miiveletével is, akkomRiZrél, mintvek- vett linearis kombinacidjuk a 0-vektor, azlgv, + ks vz +
tortérdl beszélink. <o+ kpva, = 0. A k; konstansok legaldbb egyike nem

S 0, mondjuk legyen ez épp k. Ezzel végigosztva kap-
C" jeldli a rendezett komplex szamesek, és egyuttal az juk, hogy vi + ’;—ij IR ]Z—Tvm — 0 azazv, —

n-dimenzios komplex vektorok halmazat is. Ha ez utdbbi ko kv s .

halmazt ellatjuk a vektorosszeadas és a komplex skalarral ki Y2 """~ & Ym: Teh.at,k|_ :[gdtlfk az egyik vektort fe-
vald szorzas miveletével, akkor az ugyandgdknel jeldlt Jezni a tobbi linearis kombinacidjakent.
komplexn-dimenzios vektortér fogalmahoz jutunk. P Az (1,2,3), (=2,0,1), (4,4,5) vektorok lineérisan 6ssze-
figgdek, mert—2 - (1,2,3)+1-(-2,0,1) +1-(4,4,5) =
(0,0,0). Az 8sszefuggség ugy is belathatd, hogy megmu-
tatjuk, van olyan vektor, amelyik a t6bbi linearis kombiRac
Oja. Itt példaul(4,4,5) =2-(1,2,3) + (—-1) - (—2,0,1).

D Az R" tér vi,va,...,v, vektorainakk, ks,..., k. € R
konstansokkal vetineéris kombinaciéjana ki vy + kova +
- + kv, 0sszeget értjik. Azt mondjuk, hogywavek-

tor elball avy,va,..., v, vektorok linearis kombinaciéja-
ként, ha léteznek olyahy , ks, . . . , k. € R konstansok, hogy o o
v =Fkivi+kovo + - + kv Egyenletrendszerek leirdsa, matrixok
MAz R" tér minden x = (21,29,...,2,) vektora 5.D Lineéris egyenletrendszen olyan egyenletrendszert értink,
egyértelmiien &4l az e, = (1,0,...,0), ey = mely véges sok efgoki egyenletBl all, és véges sok is-
(0,1,...,0),...e, = (0,0,...,1) vektorok linearis kombi- meretlent tartalmaz. Az-ismeretlenesy egyenletil allé
nacidjaként, nevezetesan= xie; + x2€s + - - - + Tpep. lineéris egyenletrendszeax kdvetked altalanos alaka hoz-
SpecialisanR®-ben minden(z, vy, z) vektorra(z,y, z) = hat6:
oi+yj+ k. a11z1 + a2 + - + A1pTn = by
DAz R" tére; = (1,0,...,0),es = (0,1,...,0),...e, = a121 + a22%2 + -+ + Agntn = by
(0,0,...,1) vektoraitR™ standard b&ziédnak nevezzik. : 1)
D Az R" tér vy, va,...v,, vektoraira azt mondjuk, hogh- 1T + AmaTs + - 4 ATy = b

nedrisan flggetlenek ha csak a 0 konstansokkal vett li- . _ _
neéris kombinaciéjuk ad O-vektort, azaz ha abbdl, hogy @aholz; jeldliaz egyenletrendszerismeretlengita konstan-

kivi + kavo + - + kpnvi, = 0, kbvetkezik, hogyk; = sait és,a%j az egyutthatéiti(= 1, 2, . My j = 1_,2, co,n).

ky = --- = ky, = 0. Linearisan dsszefiigg6etzok a vek- A lineéris egyenletrends;d’romogemek mondjuk, ha; =

torok, melyek nem lineérisan figgetlenek. by = .-+ = by = 0, ésinhomogémek, ha a konstansok
legalabb egyike nerf.

4.T Egyetlen vektor akkor lineéarisan fliggetlen, ha nem a 0-
vektor. Legalabb két vektora pontosan akkor linearisan fiig D Egyenletrendszeelemi atalakitasaina kovetked harom
getlen, ha egyikiik sem fejezideki a tobbi linearis kombi- transzformaciot értjuk:
naciojaként. Eszerint egy legalabb két vektorbdl allé wekt
rendszer pontosan akkor linearisan dsszefiigpg van koz- J . .
tik olyan, amely @all a tobbi linearis kombinacidjaként. - egy egyenlet nem 0 szammal val6 beszorzasa;
- egy egyenlet konstansszorosanak egy masikhoz adasa.

- két egyenlet felcserélése;

B Az egy vektorra vonatkozé allitas a definicié alapjan viigg
Tekintslink avy, va,. .., v, vektorrendszert, mely legalabb6.T Egyenletrendszer elemi atalakitasai ekvivalens kitasok,
két vektorbdl all, tehatn > 2. azaz az eredeti és az atalakitott egyenletrendszernek-azon

Az az allitas, hogy ,legalabb két vektor pontosan akkor-line sak a megoldasai.

arisan fuiggetlen, ha egyikik sem fejezhkt a tobbi linea-
ris kombinacidjaként”, ekvivalens azzal, hogy ,egy leddia
két vektorbol allé vektorrendszer pontosan akkor lingdris
0sszefligg, ha van koztiik olyan, amelyd@ll a tobbi linea-
ris kombinaci6jaként”.

B Az els) két elemi atalakitasra ez nyilvanval6. Nézzik a har-
madikat, legyerc egy tetsbleges konstans. Konnyen lat-
hat6, hogy ha egy egyenlet, példauliaadik c-szeresét hoz-
zaadjuk egy masik egyenlethez, példagtedikhez, akkor a
régi egyenletrendszer minden megoldasa az Gjnak is megol-

Tegyik fel, hogy a vektorok valamelyike, mondjukva désa. Ezutan az U egyenletrendszedik egyenletének c-

kifejezhe® a tobbi linearis kombinaciojaként, azaz = szeresét hozzaadjukjaedikhez. gy visszakapjuk a régit,



tehat az Uj egyenletrendszer minden megoldasa megoldasa aSpecialis alaki matrixok

réginek is. Vagyis a két megoldashalmaz megegyezik. Tehat

ez az elemi atalakitas is ekvivalens atalakitas.

A (2)-beli A matrixféatléjan aza1, ass, . . ., ar- €lemeket
értjik, ahol- egyenb azm és azn szamok kozil a kisebbik-

M Az egyenletrendszert megoldasakor elemi atalakitadokka Kel- Az A mellékatibjaazokbdl az elemeki all, amelyek

olyan alakra hozzuk, amel$ba megoldas kénnyen leolvas-
hatd. A megoldas Iépéseinek lejegyzéséhez eldgaridie-
aris egyenletrendszer egyutthatdinak és konstansaiiak va
zaséat egy szamtablazatban szamon tartani.

7.D Az m sorba ésu oszlopba rendezetbn elem( sorozatokat

m X n tipusimatrixoknak nevezziik. Egy matrix egy ele-
ménekindexén azt a szampart értjik, mebiaz el$ szam

azt mondja meg, hogy az elem hanyadik sorban, mig a maso- : L. ) .
J 9. hogy y g D Az n x n tipust matrixokahégyzetes matrixakak nevez-

dik azt, hogy az elem hanyadik oszlopban van. Ph,az -
elem a matrix — 1-edik sordban és a 2. oszlopaban van. Ha
az index mindkét eleme egyjegyl, a vassthagyhato, pl.
b;; azi-edik sorj-edik elemét jeldli. A matrixokat konyvek-
ben félkdvér A, B), kézirasban gyakran kétszer alahuzott
nagy betivel 4) jeldlik, indexében gyakran szerepel a mé-
rete A,.xn). EQym x n-es A maétrixra, melyneki-edik
sordban ég-edik oszlopaban az;; elem all, a kdvetkez
jeléléseket hasznaljuk:

a1 a12 G1n
a1  ag2 a2n

Amxn = = [aij]mxn (2)
Am1  Am2 Qmn,

Egy egyenletrendszer egyiitthatoi is matrixba rendéghet
Az (1) egyenletrendszer matrixamagy egyitthatomatrixan
a (2)-beli matrixot értjik, migiegészitett matrixam kévet-
kezt:

ail a12 A1n b1
a1 a22 A2n bo

. . 3)
Am1 Am?2 Amn bm

Az egyenletrendszeren végrehajtott elemi atalakitasak a k
egeészitett matrix sorain hasonlé miiveletekkel megwvdiasi
tok; ezekeklemi sormiveletekek nevezink. Az elemi sor-
mveletek tehat a kovetkék:

- két sor felcserélése;

- egy sor nem 0 szammal val6 beszorzasa,;

- egy sor konstansszorosanak egy masikhoz adasa.

Az elemi sormiiveletekre a kdvetkegloléseket hasznaljuk:

sor- és oszlopindexének 6sszege 1.

P Az alabbi matrixokban &f illetve a mellékatlét kiemeltiik:

1 3 5] [2 3 25 3
4 3 0|l,]2 o 3 6],
01 2| [3 9 31

=W o
W N
N O NN

zik. Egy matrixot diagonalisnak neveziink, ha nemnulla ele-
mei csak a 6atléban lehetnek. Egy matrixéelsg, illetve
alsé haromszoématrixnak neveziink, ha &4tl6 alatt, illetve
felett csak nullelemek allnak. Az alabbi abran egy diagona-
lis, egy feld és egy alsé haromszogmatrix lathaté:

300 1 20 2.0 0
020/, |03 2], 110
00 0 00 1 03 0

Az n x 1 tipusui matrixokat, vagyis az egyetlen oszlopbdl allé
matrixokatoszlopvektooknak, mig az x n tipusi matrixo-
katsorvektooknak fogjuk nevezni. A vektorokat matrixjel®-
Iés esetén az oszlopvektorokkal fogjuk azonositani, fehat
azx = (x1,%2,...,&n), lll.ab = (b1, ba,...,by,) vektort

X1 b1
€2 ba

il | (4)
Ty, b

fogja jeldlni.

D A négyzeteda;;]nx» Matrixotszimmetrikusiak nevezziik,

ha minden, j esetéru;; = a;;, ferdén szimmetrikusak, ha
mindeni, j esetéru;; = —a;;.

M Ferdén szimmetrikus matrix6atldjaban szilkségképpen 0-k

allnak. Az alabbi matrix ferdén szimmetrikus:

0 1 -2
-1 0 3
2 =3 0

S; < S; jeloli az i-edik és aj-edik sorok cseréjét;S; az  8.M Minden matrix tekinthei Ggy, mint amely oszlopvektorok-

i-edik sork-val val6 szorzasat éskS; — S; jeldli azt, ha
azi-edik sork-szorosét g-edikhez adjuk.

M Az a kérdés, hogy am-dimenziésay, as,..., a, vektorok

melyik linearis kombinacidja egyekgy adotb vektorral —
azaz, hogyazia; +xsas+- - -+x,a, = bvektoregyenlet-
nek mik a megoldasai — egy-ismeretlenesin egyenletibl
allé linearis egyenletrendszerrel irhato le.

bal, illetve sorvektorokbdl all. Pl. ha a (2)-beA matrix
j-edik oszlopvektorad; jeloli, akkor A a kdvetked alakba
irhato:

A=[a|a]... |an ] ahola, = | |,



ésj = 1,...,n. Hasonl6képpen

S1

S2

, ahols; := [ail aio (Iin] )

Sm
ési=1,...,m.

M Az el6z6 megjegyzésben alkalmazott fifilgges, illetve viz-

szintes elvalaszté vonalakat akkor hasznaljuk, ha két vagy
tobb matrixbdl rakunk 6ssze egyet. Hasznalatuk nem koéte-

lezd, csak a megértést segitik. Példaul a (3)-beli kiegészi-
tett matrixot a (2)-beliA és az egyenletrendszgy (j =
1,2,...,m) konstansaibél képzetb vektorbdl képezziik,
amit igy jeldlunk:

air a2 ain | by

a1 a2 a2y | b2
[Alb] =

Am1 am?2 Amn bm

A t6bb matrixbdél dsszerakott matrixot szokdlekkmatrix-
nak is nevezni. Pl. aZA,,x., Brxm, Cmxns Dmxm Mat-
rixokbél az alabbi(n + m) x (n + m)-es blokkmatrixok

[ala] [2ia] 5i2] 2]

Egyenletrendszerek megoldasa

B|A
D[C

Cc|D
A[B

A|B
C|D

D Azt mondjuk, hogy egy matrisorlépcsdsalakd, ha
1. a csupa 0-bal allé sorok (a zérus sorok) a matrix also
sorai,

2. anem-zérus sorok mindegyikénekfiefem 0 eleme 1,
amitvezetd egyerk vagyvezéregyark nevezink,

3. barmely két nem-zérus sor veaegyese kozil a fels
soré balra helyezkedik el az als6 sor vézegyeséil.

Ha ezeken tul még az is igaz, hogy a matrixban

4. minden sor vezétegyesének oszlopaban minden mas
elem O,

akkor azt mondjuk, hogy a méatriedukalt sorlépcséalaku.

P Az alabbi matrixok sorlépés alaktak, az utols6 kéttra-
adasul redukalt sorlépgs alaku:

1325 1135
010 0 éigg 001 2
000 1" 4 o 1l 0000
00 0 0 000 0
120201 [1 105
0013 00/,/00 12
0000712 |0000

T Sorlépcsbés alakra hozaBarmely matrix elemi sormivele-

tekkelsorlépcsdslakra hozhato.

Redukalt sorlépcsds alakra hozaBarmely matrix elemi
sormiiveletekkeledukalt sorlépcsdslakra hozhato.

B Tekintslink egy tet€degesn x n-es matrixot, pl. a (2)-belit.

A kovetked eljaras egyes lépéseiben e matrixnak le fogjuk
takarni egy-egy sorat vagy oszlopat. Az egyszeriiség kedvé
ért a letakaras utan keletkezett matrix sorainak és osizlopa
nak szamat ismét ésn fogja jeldIni, ésa;; a letakarasok
utan maradt matrix-edik soraban l&¥ j-edik elemet.

1. Ha az el§ oszlopban csak 0 elemek allnak, takarjuk le ezt
az oszlopot, és tekintsiik a maradék matrixot. Ha ennék els
oszlopaban ismét csak 0 elemek vannak, azt is takarjuk le, és
ezt addig folytassuk, mig egy olyan oszlopot nem talalunk,
amelyben van nem 0 elem. Ha ilyen oszlopot nem talalunk,
az eljardsnak vége, a matrix sorléfsslaki.

2. Ha az el§ oszlop elé soraban allé elem 0, akkor cseréljik
ki e sort egy olyannal, melynek éleleme nem 0. E Iépésben
tehat elértuk, hogy11 # 0.

3. Haay1 # 1, akkor elosztjuk az efssorta;1-gyel, igy az
els) sor el eleme 1 lesz. Ezutan az 1 alatti egyitthatokat
a 2. sortdl azn-edikig sorban haladva 0-ra valtoztatjuk: ha
az i-edik sorbelia;; # 0, akkor az el§ sor—a;;-szeresét
hozzéadjuk az-edik sorhoz.

4. A fenti atalakitas utan takarjuk le az &lsort és az ets
oszlopot. Ha ekkor nem marad a matrixban tébb sor, vége az
eljarasnak, a korabban letakart sorokat feltarva megkaptu
sorlépc$s alakot. Egyébként ugorjunk vissza az 1. [épéshez,
és folytassuk az eljarast.

Ha nem sorlépd@s alakra, hanem redukalt sorlépsslakra
akarunk jutni, akkor a sorlép@s alak vezet egyesei folotti
értékeket is O-ra valtoztatjuk a 3. Iépésben leirt médorg-Me
mutathaté, hogy a redukalt sorlépssalak mindig egyér-
telm{, de kdnny( olyan matrixot konstrualni, mely kilén-
b6z sorlépcés alakokra transzformélhato.

D Azt az eljarast, amikor a lineéaris egyenletrendszer kiegé

szitett matrixat redukalt sorlépEs alakra hozzukGauss—
Jordan-mddszarek, illetve Gauss—Jordan-eliminacidak
nevezzik. Gauss-modszedl, illetve Gauss-eliminaciodl

akkor beszéllink, ha a kiegészitett matrixot sorlépedakra
hozzuk.

M A megoldas meghatarozasaiz egyenletrendszenegold-

hatésagakdnnyen leolvashato a kiegészitett matrixb6l annak
sorlépcsbwvagyredukalt sorlépcsdalakra hozasa utan. Az
egyenletrendszernek nincs megoldasa, ha e matrixnak van
olyan sora, melyben az utols6 elem nem 0, de az 6sszes tobb
igen, ennek ugyanis egy ellentmond6 egyenlet felel meg. Ha
ilyen sor a kiegészitett matrixban nincs, az egyenletresrds
megoldhatd. Az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa
van, ha megoldhat6 és a zérus sorokat elhagyva a matrix-
bél egyn x (n + 1)-es méatrixot kapunk. E matrixban az
i-edik sor vezdi egyese szikségképpeniagdik oszlopban



van ¢ = 1,2,...n). Ha a redukalt alakban az utols6 oszlo-
pon kivil més oszlop is akad, melyben nincs vézgyes,

és az egyenletrendszer megoldhatd, akkor az egyenletrend-
szernek végtelen sok megoldasa van. Azokat a valtozokat,

melyekhez tartozé oszlopokban van vézegyes, kifejez-
hetjik azok segitségével, melyekhez tartozé oszlopbasnin
vezeb egyes. Az dbbieket szokakotott valtozokak, mig

az utébbiakaszabad valtozdkak nevezni. (Az, hogy melyik
valtozo kotott és melyik szabad, megvaltozhat, ha az egyen
letrendszerben a valtozok sorrendjét folcseréljik, viszo
szamuk flggetlen e csetét

Egy linearis egyenletrendszer megoldasai azonnal Ielvdvas
tok a kiegészitett matrixbdl annaddukalt sorlépcsbalakra

hozasa utan. Aorlépcsésalakbdl is gyorsan meghataroz-9,

hat6 a megoldas a kotott valtozok kifejezésével és alulrdl
kezdve mindegyiknek az &otkbe helyettesitésével.

Az alabbi sorlépdss alakra vezét egyenletrendszereknek
rendre 0, 1, ill. végtelen sok megoldasa van:

L3250 g 091 120201
o1 00/,]001300
0013 00001 2

o o O
o O =
o O O

0
1
0
P Oldjuk meg a 2. példabeli egyenletrendszert. Adkilett

matrixot elemi sormiveletekkel redukalt sorlépssalakra
hozzuk:

11 1 (4 1 1 1 4 1 1 03
1 1 —-1|2 00 —-2|-2 0 0 111
2 2 0|6 0 0 —-2|-2 0 0 0]0
00 2|2 0 0 2 2 0 0 0]0
Az utolsé matrixot visszairjuk egyenletredszer alakra:
T+y =3
+z=1
Kotott ismeretlenele, z, szabad ismeretlen A megoldas 10

tehat azy = t paramétervalasztassal:

r=3—1
y=t
z=1
azaz vektoralakba irva:
T 33—t 3 -1
z 1 1 0

P Vizsgaljuk meg az ék6 példabeli egyenletrendszer homo-

Visszairva egyenletredszer alakra:

=0
+z=0

Tty

Kotott ismeretlenels, z, szabad ismeretlen A megoldas
tehat azy = t paramétervalasztassal vektoralakba irva:

-1

1
0

—1
t
0

=t

X
y =
z
Figyeljik meg az €z példabeli inhomogén és e homogén
egyenletrendszer megoldasai kdzti kapcsolatot!

P Oldjuk meg az egyetlen egyenlétlallé = + y + 2 = 0
homogén linearis egyenletrendszert!

Az egyiitthatomatri¥1l 1 1], ami mar redukalt sorlépbs
alakul! y ész a szabady a kotott valtozok. Legyem = ¢,
z = s, tehat az egyenletrendsszer megoldasa:

r=—-1—3s
y=t
Z=35

azaz vektoralakba irva:

-1
1
0

-1
0
1

—t—s
t
S

=1 + s

ISEINSIE

Valgjaban nem tettiink mast, mint az+ y + z = 0 egyen-
let( sik vektorait éallitottuk két vektor linearis kombinaci-
oiként. Kdnnyen lathatd, hogy e két vektor valéban benne
van a sikban, és hogy lineéris kombinacioéik valéban kiadjak
a sik 6sszes vektorat!

Szimultan egyenletrendszerek

D A t6bb, azonos egyiitthatomatrixszal rendetkegyenlet-
rendszerszimultan egyenletrendszeek nevezzik. Tekint-
stk ak egyenletrendszedalld, A, «,, egyltthatomatrixu
szimultan egyenletrendszert. Az &lsgyenletrendszer jobb
oldalan allo konstansok vektorat jelékg, az ismeretlenek
vektoratx;, a masodikéb,, illetve x,,... ak-adikétby,
illetve x;. A szimultan egyenletrendszer Kibitett matrixa
[ A | B ], ismeretleneinek méatrixx, ahol

X:[xﬂxﬂ.”|m}
B=[b|by|...|b]

nxk’

mxk "

gén valtozatat, azaz a jobb oldalon &ll6 konstansokat keseréM A szimultan egyenletrendszer is megoldhaté a Gausstvélle
juk O-ra. Ekkor az egyenletrendszer megoldasaban a jobb a Gauss—Jordan-madszerrel. Ekkor az elemi sormiiveteteke

oldali oszlopot sziikségtelen kiirni, mivel az mindig nkHa
bl all. Ekkor tehat a megoldas:

11 1 11 1 110
11 -1 00 -2 00 1
22 0 |7]loo 271000
00 2 00 2 0 0 0

az[ A | B | matrixon végezzik el.

P Oldjuk meg a kdvetkézegyenletrendszereket, azaz a kdvet-
kezb szimultan egyenletrendszert!

u+v=>5

u—v=1

r+y=2

r—y=



A szimultan egyenletrendszer Kibitett matrixan elvégez-
zik az elemi sormliveleteket:

AT LS A
RSN ERTIR L

A megoldas a matrix jobb felél olvashato ki: az els
egyenletrendszer megoldasa= 1, y = 1, mig a masodiké
u=3,v=2.

MatrixmUveletek

. , , 11
Osszeadas, szorzas

szorzat egy szam, mig e matrixszorzat eredményé egy-

es matrix. Azxy” szorzatodiadikus szorzatak is szokas

nevezni, a mivelet jele:
Z1

xlyl. - xlyn

xoy = xy’ = [y1

M A lineéris egyenletrendszerek tmatrixszorzatos alalza ir-
haték. Példaul az (1) egyenletrendszer a (2)- és a (4)-beli
jelolésekkel aAx = b alakba irhat6. A matrixok tipusait is
jelélve: A, xnXnx1 = bmx1. Hasonloképp a 10. definicio-

beli szimultan egyenletrendszer felirha&X = B alakba!

.M Legyen azA,,, x,, matrix oszlop-, illetve sorvektorokra fel-

bontott alakja a 8.M szerinti,B,, . matrix sor-, illetve osz-

M A matrixok 6sszeadasat és skalarral valé szorzasat tgy de- lopvektorokra bontott alakja pedig legyen
finialjuk, hogy a vektorokra vonatkoz6 6sszefliggések érvé-

nyesek legyenek akz x n-es vagyn x 1-es matrixokra. A

matrixok szorzasat Ugy vezetjik be, hogy az (1) egyenlet-

rendszer a (2)- és a (4)-beli jelolésekkelaz = b szorzat-
alakot vehesse fel.

D LegyenA = [a;j],,,. B = [bij], 00 C = [0y AZ
A transzpondltjan c-szeresérfc € R), A ésB 0sszegérnB
ésC szorzatamaz alabbi matrixokat értjik:

T
AT = [aij]mxn [a’ji]nxm’
cA = claijl, ., = [caijl, ., —A:=(-1)A,
A+ B = [aij], 0+ Digl = @i+ il 5
BC = [bijl,0up[Ck)nnp = wac]k

mxp

(Az utdbbi kifejezés azt jelenti, hogy BC szorzatmatrix
1-edik soranak és-adik oszlopanak kereszi@tésében allé
elem aB matrix i-edik sorvektoranak és@ matrix k-adik
oszlopvektoranak skalaris szorzata. Egy n €s egyp x ¢
tipust matrix csak akkor szorozhaté 6ssze;nhe p, és
ekkor a szorzat tipusa x g méreti lesz.)

P Néhany példa a fenti m{iveletekre:

' it 10 2
(1)‘;’;:31,[251}T:5
: | 5 2 1
1 3 5] 020 195
_012_+3'[213}_{6411}
[1 3 5] j _05_[1 0}

KR A 0 1

M Az x ésy vektorokx - y skalaris szorzatat a vektorok szoka-
sos oszlopmatrix alaku reprezentacidja esetér’az mat-
rixszorzat allitja & annyi kiilénbséggel, hogy a skalaris

r

B=[b|by|... |b]

I'n

Ekkor az AB matrixszorzat sor-, illetve oszlopvektorokra
felbontott alakjai a kovetkeik:

AB=A[by|...|by]=[Ab |... | Ab; |
S1 SlB
= B=
Sm s B

Ebbdl az is kiolvashato, hogy a&A B matrix j-edik oszlopa,
azaz azAb; vektor azA matrix oszlopainak &, vektor ko-
ordinataival vett linearis kombinacioja. HasonloképpAad
matrix:-edik sora, azaz azB sorvektor aB sorvektorainak
lineéris kombinécidja.

M Az AB szorzat vektorok diadikus szorzatainak 6sszegeként
is eldallithatd, nevezetesen &z oszlopvektorai és 8 sor-
vektorai szorzatainak dsszegeként:

AB = ajr; +asrs + -+ a,r,.

(Az utobbi kifejezésbem; oszlopvektor,r; sorvektor, igy
szorzatuk valéban diadikus szorzatr; = a; or’.)

31046

P Példaként éallitiuk az | §
szorzatok 6sszegeként:

b 313

| matrixszorzatot diadikus

1
10

1 2
0 3

] 1 1]+ m [4 0]

[t 1], [8 0
— 0o 12 0
(9 1
12 0

E felbontas érvényessége kdnnyen dilerhed, itt most
csak2 x 2-esre mutatjuk meg:



[211] [bu b12} + {aw} [521 b22}
1 a2

2
a11b12 a12b21  a12bao
a21b12 a22b21  a22bao

a11b11

_a21b11

aiibi1 + aizba
|@21b11 + ag2b21  a21bi2 + azebao

G12} {bll b12]

ag| |ba1 b2

M Az egyenletrendszerek matrixszorzatos alakjabol aztis la
szik, hogy azAx = b egyenletrendszer pontosan akkdd-

haté meg ha ab vektor eball azA oszlopvektorainak line-
aris kombinaciéjaként, ugyanis

a11bi2 + a21b22}

aii
| @21

b:Ax:[a1|... |an ]x:alxl—i—---—i—anxn.

Inverz

D Azt mondjuk, hogy az x n-es A matrix invertalhatg, ha
létezik olyanB matrix, hogyAB = BA = 1, aholI az
n x n-es egységmatrix. AA matrixinverzt A ! jeloli. A
nem invertalhaté matrixazingulari;yak nevezziik.

M Vilagos, hogy haA inverzeB, akkorB inverzeA.

12.T Ha a négyzeteA matrixhoz létezik olyan ugyancsak négy-

zetesB ésC matrix, hogyAB = CA =1, akkorB = C.
Ennek koévetkezménye, hogy egy matrixnak legféljebb csak
egy inverze lehet.

BC=CI=C(AB) = (CA)B =1IB =B.

13.T A négyzeted matrix pontosan akkor invertalhaté, ha elemi

sormiiveletekkel az azonos mérétégységmatrixba alakit-
haté. Azok a sormliveletek, melyek-t I-be viszik, azl-t

A megoldas épp e linearis kombinacié konstansainak meg- A~ '-be transzformaljék.

keresését jelenti.

D A csupa zéruselendh all6 O matrixot zérusmatrixnak ne-
vezzik.Egységmatrixaz a négyzetes — azax n tipusu -,
ill. I,, matrix, melynek datléjaban csupa 1 all, a tébbi helyen
csupa 0. A csupa 1-e8ballé J matrixotcsupa-1-matrixiak
nevezzik.

T Mliveleti azonossagokAz alabbi azonossagok ugy érten-
dbk, hogy ha az egyetibégjel bal oldalan allé mivelet el-
végezhdt, akkor a jobb oldalan allo is, és a két kifejezés
egyend. (O a megfeled méretli zérusmatrixok,az egység-
matrixot jeldli.)

A+B=B+AA+B+C)=(A+B)+
O+A=A, A+(-A)=0,

A(BC) = (AB)C,

IA=A, AI=A,

AB+C)=AB+ AC,(A+B)C=AC +BC,
A(cB) = (cA)B = ¢(AB), 0A =0
¢c(A+B)=cA+cB, (c+dA=cA+dA,
(AT = A, (cA)T =cAT,

(A+B)" = AT +B",(AB)" =BTAT

C,

K Vektor matrixszal valé szorzasanak linearitashegyenA
m X n-es matrix, és legyer ésy két tetsblegesR™-beli
vektor, ekkor fénnall az alabbi két 6sszefliggés:

1. A(cx) = ¢(Ax)
2.A(x+y) =Ax+ Ay.
K A linearis kombinacié megtartasa:Legyen A m x n-es
matrix, és legyenek;, ... x; tetsdlegesR™-beli vektorok.

Ekkor barmelyey, ..., ¢ € R szadmokkal fénnall az alabbi
Osszefliggés:

A(arxy + -+ X)) = c1AXy + -+ + L AXy.

B Az A sorainak, ill. oszlopainak szamat jelolie Tekint-
stk azt azn egyenletrendszedh allé szimultan egyenlet-
rendszert, melynek egyitthatomatriAg jobb oldalan pe-
dig az egységmatrix all. Ennek megoldasasaX = 1
matrixegyenlet megoldasaval ekvivalens. Ezt Ggy végezzik
hogy a szimultan egyenletrendszerdititett matrixat, azaz
az [A |I] matrixot redukalt sorlépés alakra hozzuk. Meg-
mutatjuk, hogyha eZI|B]| alakud, akkorB az A inverze.
Mivel B az AX = T egyenlet megoldasa, ezéxiB = 1
fennall. Meg kell még mutatnunk, hogyBA = I matrix-
egyenBség is igaz. Ehhez tekintsik a szimulY = I
egyenletet. Ennek megoldasahodI] matrixot kell sor-
IépcHs alakra hozni. Ez biztosan lehetséges, hisz ha az
[A|T] ~ --- ~ [I|B] &talakitas Iépéseit forditott sorrendben
végezzik el afI|B| helyett a két részmétrix folcserélésével
kapott[B|I] matrixon, akkor aZI| A] méatrixot kell kapnunk,
ami azt jelenti, hogyy¥ = A a megoldas, azaBA = 1.

Meg kell még mutatnunk, hogy ha && |I] matrix redukalt
sorlépcés alakjaban a bal oldal nem az egységmatrix, ak-
kor azAX = I egyenletnek nincs megoldasa. Ha a sorlép-
cHs alaknak van olyan sora, amely a bal oldalon csupa 0-bdl
all, de a jobb oldalon van nem-0 elem is, akkor a szimul-
tan egyenletrendszernek nincs megoldasa. Az az eset pedig
hogy végtelen sok megoldasa legyen, azaz hogy a sodépcs
alaknak legyen 0-sora, nem fordulhat ghisz haA-nak van
inverze, azaz h&A X = I megoldhat6, akkor csak egyetlen
megoldasa van, mint azt aeb tételben belattuk.

T Az A = |2 }] métrix pontosan akkor invertalhatd, hd —
be # 0, azaz ha a® | determinans nem 0, és ekkor

‘[ 2

-1
-1 _ a b _ 1
A= [ c d } “la b
c d
B Azt, hogy az A maétrixnak valéban a fenti matrix az in-
verze, egyszer{i matrixszorzassal dllephetjik. Azt, hogy

d

—C




azad — be # 0 feltétel az invertalhatésagnak elégséges fel-
tétele, a képlet bizonyitja. Azt, hogy szikséges feltétele
ugy lehet bizonyitani, ha észrevessziik, hagy— bc = 0,
azazad = be pontosan akkor all fenn, h& egyik sora a ma-
sik skalarszorosa. Ekkor ugyanis az egyik sor kinullazhat6
vagyis azA matrix nem alakithat6 elemi sormiiveletekkel az

3. Fel$ haromszogmatrix (s igy a diagondlis matrix is)
pontosan akkor invertalhat6, hdétldjaban egyik elem
sem zérus.

4. Diagonalis matrix pozitiv egészkiteés hatvanyara a
kovetked 6sszefiiggés all fenn:

egységmatrixba. A
di 0 ... 0 i 0 0
P Elemi sormiveletekkel kiszamitjuk egy matrix inveraét ( 0

cseréljik az els és harmadik sorty; < S3), a harmadik-

0 do ... O

0 db

hoz adjuk az els —2-szeresét{2S; — S3), a masodik - : - S
és harmadik sor cseréje utan a masodikszorosét a har- 0 0 ... dy 0 0 ... df
madikhoz adjuk §> < S3, =552 — S3), a harmadik sor

—3-szorosat az efh6z adjuk €355 — S7), a masodik sor

Az dsszefliggés negativra is fennall, ha a matrix in-
—2-szeresét az @z adjuk (255 — S1)):

vertalhatd, azaz ha egyiké#tlobeli eleme ser.

25 6(1 00 12 3|0 01

05 1l010l~10051l0o10]~ M A definicié alapjan nyilvanvald, hogy a négyzetAsmat-

12 300 1} [2 5 6|1 0 0} rix pontosan akkor szimmetrikus, & = A7, és pontosan
"1 2 310 0 1 123 00 1 akkor ferdén szimmetrikus, & = — A7,

05 1|0 1 0}~[010 10—2]~

010{1 0 =2 001|-51 10 T Szimmetrikus matrixok szorzata pontosan akkor szimmetri
"1 9 ol 15 —3 —29 100]13 -3 —95 kus, ha a matrixok felcserélliat

010l 1 0 -2|~|010 1 0 =2

(00 1|-5 1 10] [0 01|-5 1 10] B Ha A ésB szimmetrikus, azaA” = A ésB” = B, akkor
Tehat (AB)T = BTAT = BA, igy (AB)T = AB pontosan

akkor all fenn, haAB = BA..

T Minden négyzetes matrix felbonthaté egy szimmetrikus és

2 5 671" 13 -3 —25
0 5 1 = 1 0 -2 |.
L 23 -5 1 10 egy ferdén szimmetrikus matrix 6sszegére, nevezetesen

T Az inverz algebrai tulajdonsagailegyen A invertalhato, 1 1
ekkor A= §(A+AT)+§(A—AT)
1. A~lisinvertalhato, é6A—1)~! = A.

2. nemnegativ egész eseténA” is invertalhatd, és
(An)fl = A" = (Afl)n_
3. tetsblegese # 0 konstansrdcA)~! = ¢ 1AL

4. haA ésB azonos méretli invertalhaté matrixok, akkor
szorzatuk is invertalhato, és

B A+ AT szimmetrikus, mertA + AT)T = AT + (AT)T =
AT+ A=A+ AT igy3(A+ AT)is szimmetrikus. Ha-
sonl6an bizonyithaté, hogy(A—A™) ferdén szimmetrikus,
0sszegik pedig nyilvaa.

M A blokkmatrixok kézti 6sszeadas és szorzas miveletek ugy
végezhdik, mintha a blokkok helyén szamok allnanak. Pél-
daul haA, B, CésDrendre2 x 2,2 x 1,1 x2,1x 1
méretliek, és hasonloképp Az, B’, C’ ésD’, akkor

(AB)"' =B AL,

T Ha A négyzetes matrix, akkor 2&x = b egyenletrendszer
pontosan akkor oldhaté meg egyértelmlien,Aanvertal-
hatd, és ekkor a megold&s= A~'b. Hasonloképp a szi- [
multdn AX = B egyenletrendszer pontosan akkor oldhatd
meg egyértelmiien, hA invertalhatd, és ekkor a megoldas
X =A"'B.

AB’ + BD’
CA’'+DC’ | CB’ + DD’

A|B][A|B ] _ [AA +BC |
clp || C[D |~

M Egy négyzetes blokkmatrixtokkdiagonalisiak neveziink,

ha a Batlojaban négyzetes matrixok vannak, a tobbi nullmat-
. ol P rix. Ha egy blokkdiagonalis matrixsttléjaban 166 matri-
Miveletek specialis alaki matrixokkal xok nem szingularisak, akkor a matrix invertalhaté:;

T Diagonalis és haromszég alakd matrixok

L Diagonalis mAtixok & cal w [A1 O o]!' A o ... O
. Diagonalis matrixok 6sszege, skalarszorosa, szorzata, | 4, o 0O A;' ... O
inverze diagonalis. ' - _ _ _

2. Fel® haromszogmatrixok ©sszege, skalarszorosa, =
szorzata, inverze falsharomszogmatrix. O 0 ... A O 0O ... A;



R" tér alterei

Az altér fogalma

14.D Azt mondjuk, hogy aZz € R™ nem (res vektorhalmaz az

R" vektortérlinearis alterg vagy egyszer{ealtere, ha L-
b6l barhogy kivalasztva véges sak, .. ., a, vektort, azok
minden linearis kombinacidja is-ben lesz.

M Koénnyen lathatd, hogy a nem Urésvektorhalmaz pontosan
akkor linearis altér, ha tetélegesa,b € L vektor és tet-
slegescy,co € R valdés szam esetéha + cob € L. E
feltétellel ekvivalens az alabbi kétt

1. tetsBlegesa, b € L vektorok esetén +b € L,

2. tetsBlegesa € L vektor ésc € R valds szam esetén
cac L.

P a. A zérusvektorbdl alld = {0} halmaz és aZ = R"
halmaz egyarant alterek. Ezek¢idlis altereknek ne-
vezzik.

b. Az R? nemtrividlis alterei azok a vektorhalmazok,
amelyekben a vektorok végpontjai egy origén atthen
egyenesen vannak.
vesszilk egy nerf-vektor ésszes skalarszorosd?®
nemtrivialis alterei olyan vektorokbdl allnak, melyek

végpontjai vagy egy origén athaladé egyenesen, vagy

egy origon athalado sikon vannak.

Képtér, magter

15.D LegyenA,,, «, egy valés elem{ matrix. Tekintsik a kévet-

kezb Ta flggvényt:
Tao:R" - R™: x— Ax.

Ezt aTa figgvényt azA matrixhoz tartoz6 leképezésnek
nevezzik. E leképezés értelmezési tartomdRya érték-
készlete pediR™ része, melyet szokdBx képteének is
nevezni. AT's altal a0 vektorba képezett vektorok halmazat
aTa leképezémagteenek nevezziik. AA matrix magte-
rén és képterén a hozza tartozq leképezés magterét és
képterét értjik.

llyen altérhez gy jutunk, ha

B Legyenb; ésb, a képtér két tet€leges vektora, azaz lé-

tezik olyanx ésy vektor, hogyAx = b; ésAy = b..
Legyenci,co € R két tetsbleges szam. EkkoA(c;x +

ng) = cAx + CQAy = ¢1by + c3ba, '[Ehétclbl + coba

is A képterében van. Nyilvanval6, hogy a képtér nem Ures,
hisz az értelmezési tartomany minden vektoranak van képe.
Tehat a képtéR™" altere.

A megoldasok terei

18.T AzAx = b egyenletrendszer 8sszes megoldasat megkapjuk,

ha egyetlen megoldasahoz hozzaadjuk a homagén= 0
egyenletrendszer 6sszes megoldasat.

B El6sz6r megmutatjuk, hogy ha az inhomogén egyenletrend-

szer egy megoldasahoz hozzaadjuk a homogén barmelyik
megoldasat, az inhomogén egy megoldasat kapjuk. Legyen
xo az inhomogény a homogén egy tetéleges megoldasa,
akkorx, + y az inhomogén egy megoldaséat adja, ugyanis
Axo+y)=Axo+Ay=b+0=hb.

Ezutan megmutatjuk, hogy h& az inhomogén egy rog-
zitett megoldasax; pedig egy tetszleges megoldasa, ak-
kor létezik olyany megoldasa a homogén egyenletrendszer-
nek, melyrex; = x¢ +y. Nem meglep modon legyen

y := x1 — Xo. Meg kell mutatnunk, hogy megoldasa a ho-
mogén egyenletrendszernek. Mivel ésx, az inhomogén
egyenletrendszer megoldasai, aZag, = b ésAx; = b,
ezértAy = A(x; —xp) = Ax; — Axg = b—b = 0, tehét

azy vektor megoldasa a homogén egyenletrendszernek.

M Osszefoglalva: AZAx = 0 homogén lineéaris egyenletrend-

szer 6sszes megoldasa alteret alkot. A&z = b egyenlet-
rendszer 6sszes megoldasa nem alkot alterds, #a0, vi-
szont egy altér eltoltja. Ez az altér épp az egyenletremdsze
hez tartozéAx = 0 homogén egyenletrendszer megoldasa-
inak altere. Eszerint a kétismeretlenés = b egyenlet-
rendszer megoldasainak vektorhalmézet 0 esetén vagy
Ures, vagy a sik egy orig6tol kulonkieektorabdl, vagy egy
origébn nem athaladé egyenes pontjaiba mutat6 vektorokbdl
all.

Bazis, dimenzié

M Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg,p Tekintsiik azR”™ tér egyL alterét, és annak, ..., a, € L

hab az A képterében van. A homogén lineax = 0
egyenletrendszer megoldasai&anagterét alkotjak.

16.T Homogén lineéris egyenletrendszer megoldasainaklenin

linearis kombinacidja megoldas, azaz masként fogalmazva
D Legyen adva azR™ valamely L alterében egyB =

azA,,«.Xnx1 = 0,,x1 €gyenletrendszer megoldasaiRiz
tér egy linearis alterét alkotjak, vagyis a magtéRdzaltere.

B A magtér nem Ures, hisz a 0-vektor benne van. Masrészt, ha

x ésy megoldas, azaAx = 0 ésAy = 0, akkorA (c;x +
cy) = c1Ax+ Ay =0+0=0.

17.T Az A,,,«, matrix képtere aR™ egy linearis altere. Mas-
ként fogalmazva: azok b vektorok, melyekre aAx = b
egyenletrendszer megoldhato, alteret alkotRakben.
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vektorait. Tudjuk, hogy e vektorok 6sszes linearis kombina
cidja alteret alkot. Azt mondjuk, hogy az, ..., a; vekto-
rok kifeszitikaz L alteret, ha dsszes linearis kombinaciojuk
altere megegyezik-lel.

{ay,a9,...,a,} vektorrendszer. Azt mondjuk, hody ba-
zis L-ben, haB elemei linearisan flggetlenek, és kifeszitik
L-et.

P Példak bazisra:

1.Aze; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0),...e, =
(0,0,...,1), vektorok bazist alkotnaR"-ben. Ezt ne-
vezzUkR" standard bazianak.



19.T

20.T

2. A 9. példabelic +y + z = 0 egyenletibl all6 egyenlet-
rendszer megoldasaiterénekal, 1,0) ésa(—1,0, 1)
vektorok bazisat alkotjak. Ez egyuttal azt is jelenti
hogy azr + y + z = 0 egyenleti sik vektorainak terét
e két vektor kifesziti.

3. AzR? sik 3z — 4y = 0 egyenlet(i egyenesének vekto-
rai alteret alkotnalR*-ben. Ennek egy bazisa(a, 3)
vektorbdl 4ll6 vektorrendszer.

T Egy matrix sorterének és oszlopterének dimenzidja mindig

megegyezik.

'’ D Egyvektorrendszer rangjam vektorok altal kifeszitett altér

dimenzidjat értjik, mig eggnatrix rangjan a sorvektorai al-
tal kifeszitett tér, vagyis a sortér dimenzidjat. Eqymatrix
rangjatrang(A), mig az{ay, ..., a,, } vektorrendszer rang-
jatrang(as,...,a,,) jeloli.

21.T LegyenA,, «,, egy tetsbleges matrix, az altala generalt le-

T R" egy L alterének barmely két bazisa azonos szamu vek-
torbdl all.

D Az L altérdimenzigan valamely bazisanak elemszamat ért-
juk. Az L dimenzidjatdim(L) jeldli.
T 1. HaL n-dimenzios, é8B = {a;,as, ..., a,} linearisan
fuggetlenL-beli vektorokbdl all, akkoB bazisL-ben.

2. HaL n-dimenziés, éB = {a;,a,, ..
V-t, akkor B bazis.

., a,  kifesziti

Sortér, oszloptér, rang

D Az m x n-esA matrixn-dimenzids sorvektorai altal kifeszi-
tett teret azA sorterének, mig azn-dimenzids oszlopvekto-
rok altal kifeszitett tereA. oszlopteének nevezzik.

a. Elemi sormiiveletek kozben a sortér nem valtozik.

b. Egy matrix sorlépdsssé transzformalt alakjanak nem-
zérus vektorai a sortér egy bazisat adjak.

a. Elemi sormUveletek kézben az oszlopvektorok k6zo6t
linearis 6sszefudségek nem valtoznak.

b. Egy matrixnak azok az oszlopai, amelyekbe a sorlép-
cs alakra hozas kozben veadegyes keriil, az oszlop-
vektorok egy maximalis linearisan fliggetlen rendszerét
adjak, azaz e vektorok kifeszitik az oszlopteret.

Pa) Tekintsik az (1,1,1,4), (1,1,-1,2), (2,2,0,6),
(0,0,2,2) vektorokat. Hatarozzuk meg egy béazisat az
altaluk kifeszitett altérnek!

b) Tekintsik az (1,1,2,0), (1,1,2,0), (1,-1,0,2),

képezést jeloljel’a, A sorvektorainak rendszerét jeloljs
oszlopvektorainak rendszer@t Az aldbbi allitasok ekviva-
lensek:

1. rang(S)

2. rang(0)

3.rang(A) =1;

4. az S-bdl kivalaszthaté lineéarisan fiiggetlen vektorok
szamanak maximuma

5. az O-bdl kivalaszthatd linearisan fliggetlen vektorok
szdmanak maximumag

6. A sorterének dimenziéjg
7. A oszlopterének dimenziéja
8. Ta képterének dimenzidjg

:’f‘;
=7,

22.T Egyenletrendszer megoldhatésaga és az oszloptér:

a) Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhat6
meg, ha & vektor benne van aA matrix oszlopteré-
ben.

b) Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhat6é
meg, haA és| A | b | oszloptere azonos.

c) Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhat6
meg, harang(A) = rang([ A | b ]).

d Az Ax = b egyenletrendszer pontosan ak-
kor oldhatd6 megegyértelmiien ha rang(A) =
rang([ A | b |) = n, aholn az ismeretlenek szama.

€) A homogénAx = 0 egyenletrendszer mindig meg-
oldhat6, hisz mindig megoldas az= 0, azaz a trivi-
alis megoldas. E homogén linearis egyenletrendszer-
nek pontosan akkor van nem-trividlis megoldasa, ha
rang(A) < n (n az ismeretlenek szama).

(4,2,6,2) vektorokat! Valasszunk ki e vektorok koziil egy B Az a) abbol kovetkezik, hogyAx az oszlopainak egy line-

maximalis linearisan figgetlen rendszert!

Mindkét feladat egyetlen matrix sorléissalakra hozasaval
megoldhatd, hisz ugyanannak a matrixnalagbeli vekto-
rok sorvektorai, d)-beli vektorok oszlopvektorai.

11 1 4 11 1 4 1 1 0 3
11 -1 2 00 -2 -2 00 1 1
22 0 6| ]oo -2 21710000
00 2 2 00 2 2 0000

Az el6zb két tétel szerint tehat aa)-beli vektorok altal ki-
feszitett tér egy béazisd, 1,0, 3), (0,0,1,1); ab)-beli vek-

aris kombinaciojab) ekvivalensa)-val, c) ésd) a redukalt
sorlépcés alakra hozas kdvetkezméngead) kovetkezmé-
nye.

23.T HaA egym x n-es matrix, rangja, akkor

1. TA magterének dimenzidja — k,

2. A sorlépc$s alakjabak nemzérus sor és — k zérus
sor van,

3. A sorlépc$s alakjdbark vezet 1-es van,

4. azAx = 0 egyenletrendszer megoldasaliskiitott €s
n — k szabad valtozo van.

torok kozt az el§ és harmadik vektor maximalis fuggetlen K Ha A egym x n-es matrix, tehal’a : R* — R™, akkorTa

rendszert alkot!
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magtere és képtere dimenzidjanak 6sszege



Matrixokon értelmezett fliggvények

A determinans fogalma és tulajdonsagai

M A 2x2-es, illetve & x 3-as determinans értéke megegyezik a
sorvektorai altal kifeszitett paralelogramméjeles teriileté-
vel, illetve paralelepipedon@&kles térfogataval. Az éjeles
térfogat 4 fontos tulajdonsagat felhasznalva altalajubsé
fogalmat.

24.D Az R" standard bazisanak elemeit jeltdie(i = 1,...,n).
Legyeneka;, as, ...a, € R" tetsdleges vektorok. E vek-
torok altal kifeszitett paralelepipedeltdjeles térfogatargy
olyann-dimenziés vektorz-eseken értelmezett valds értéki
V flggvényt értiink, melyre

..,e,) = 1 (az egységkocka térfogata 1);

cay)=cV(a, .., a,.. . ,ay);

*
yeesalcan) + Viag,. ..
* $k .
coaldaft o ay);

.,aj,...)

*k
,ar . ay)

ey gy ..

T Egyetlen olyan fliggvény van, mely a fenti tulajdonsagokat
teljesiti.

D Egyn x n-es matrixdeterminangn a sorvektorai altal kife-
szitett paralelepipedondéles térfogatat értjik. Jeldlése:

aj aix  ai2 Q1n

an Gn1 an2 Ann

D Tekintsuk a négyzeteA = [a;;], x» Matrixot! Aza;; elem-
hez tartozé aldeterminansonaedik sor és g-edik oszlop
elhagyasaval kapoti:—1) x (n—1)-es matrix determinansat
értjuk. JeldljeA;; aza;;-hez tartoz6 aldeterminags 1):+-
szeresét, amit az;;-hez tartozcéel6jeles aldeterminansak
nevezink.

M A kovetkezdkben dsszefoglaljuk a determinansok tulajdon-
sagait, koztilk megismételjiik azokat, melyeket a 24.D defi-
nicioban adtunk meg, és azokat is, melyek ebéldvezet-
hek.

25.T A determinans tulajdonsagaiA tovabbiakbam jeldli a de-
terminans sorainak szam#,ésB is egy-egyn x n-es mat-
rixot jelol.

A. A determinans és az elemi sormUiveletek
1. Ha a determinans két sorat felcseréljik, értéke
szeresére valtozik (24.D (4)).

2. Ha egy sor helyébe annak konstansszorosat irjuk, a
determinans értéke is ugyanannyiszorosara valtozik
(24.D (2)).

3. Ha a determinans egyik sorahoz egy masik soranak
konstansszorosat adjuk, értéke nem valtozik.
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B. Determinans sorai és oszlopai

1. Ha a determinansbéatléjan tikrozzik, értéke nem val-
tozik, azazdet(A) = det(AT).

2. A determinans sorain végzett elemi atalakitdsok azonos
szabalyok mellett az oszlopokon is elvégedhet

C. Specidlis alaku determinansok értékének kiszamitasa

1. Az egységmatrix determinansa 1 (24.D (1)).

2. Ha a Batlo alatt csupa zérus all, akkor a determinans
értéke a datlébeli elemek szorzata.

3. Ha egy determinansnak minden soraban és oszlopabar
pontosan egy nemnulla eleme van, akkor értéke meg-
egyezik ezeknek az elemeknek a szorzataval, vagy an-
nak ellentettjével attol fligien, hogy e determinans pa-
ros vagy paratlan szamu sorcserével hozhaté diagonalis
alakra.

D. Determinans felbontasa

1. Ha azi-edik sorban csupa kéttagu 6sszeg szerepel, ak-
kor a determinans egyeénannak a két determinansnak
az 0sszegével, amelyeledik soraban e kéttagu 6ssze-
gek eld, illetve masodik tagja all, minden mas soruk
pedig megegyezik az eredeti determinanséval (24.D
3)-

2. Tekintsiik azokat a determinansokat, melyeket gy ka-
punk az eredetil, hogy kivalasztunk: elemet, me-
lyek koziil semelyik keti sincs egy sorban vagy osz-
lopban, a tobbit pedig 0-val helyettesitjik. Minden de-
terminans felbomlik az 6sszes ilyen médon kreélt de-
terminans dsszegére.

3. Lényegében az @&bvel azonos tartalmi az alabbi
felbontas: tekintsik a determinans eleni¢itxép-
zett 0sszes olyamui;, azi, ...an;, Szorzatot, ahol
..,i, az 1,2,...,n szamok egy permutaci-
Oja. Szorozzuk meg e szorzatetl-gyel, ha az
(i1,42,...,1,) PErMutacio az,2,...,n-bdl paratlan
sok elempar cseréjével kaphaté meg. Az igy kapott
szorzatok 6sszege megegyezik a determinans értéké-
vel.

4. Kifejtési tétel: A determinans értéke barmely sora vagy
oszlopa szerint ,kifejtve” meghatarozhato:

7;lvlL'Qa'

det(A) = ajn A + aipAiz + - + ainAin
= a1 A1) + agjAzj + -+ anjAnj
aholi,j = 1,2,...,n, ésA;; aza;; elemhez tartozo
eléjeles aldeterminans.

5. Ferde kifejtési tétel:Ha egy determinans egy soranak
(oszlopanak) minden elemét egy masik sor (oszlop)
elemeihez tartoz6 éjeles aldeterminanssal szorozzuk
meg, és ezeket adjuk dssze, 0-t kapunk eredménydil:

a1 Ag1 + aipApe + - - + ain Agn = 0,
a1 A1k + agjAgg + - + anjAnk, = 0.

aholk # i, illetve k # j.



E. Determinans értékének zérus volta
1. Ha a determinans egyik soranak minden eleme zérus,
akkor a determinans értéke is zérus.

2. Ha a determinans egyik sora a masiknak konstansszo-
rosa, akkor a determinans értéke zérus.

3. A determinans értéke pontosan akkor zérus, ha sorvek-
torai linearisan 0sszefliggk.
F. Tovabbi algebrai tulajdonsagok

1. det(kA) = k™ det(A), (k € R),

2. det(AB) = det(A) det(B),

3.det(A™) = (det(A))™, (m € N),

4. HaA invertalhat6, akkodet(A ™) = gy

B A tétel egyszerli kdvetkezménye a determinansok tulajdon

sagai kozt felsorolt kifejtési tételnek. Szorozzuk megAaz
matrixot a fenti kifejezéssel:

1 1

e A = ——

det(A)[ i) det(A)

Az [a;;] matrix i-edik sornak és afA;;]7 matrix j-edik

oszlopanak skalarszorzafd,_, a;x Az, amii = j esetén
det(A), egyébként 0, és épp ezt akartuk bizonyitani.

[ai;][Aij]"

26.K Legyen azA négyzetes matrix. AAx = 0 homogén li-

nearis egyenletrendszernek pontosan akkor van nemliivia
megoldasa, hdet(A) = 0 (ugyanis rangja ekkor kisebb,
mint az oszlopainak szama).

Cramer-szabaly

M Tekintsiik az alabbi egyenletrendszert:

P Vandermonde-determinansA vy, vs,. . .v, szamokbol kép-
zettn xn-es Vandermonde-determinanson azt a determinanst
értjuk, melynek oszlopaiban e szamok hatvanyai vannak O-
tél n — 1-ig. E determinans és értéke:

1 v v? v{t_l
1 vy 03 vyt
= I @-w
1<i<j<n
1 v, 02 ... ot

A Vandermonde-determinans értékének kiszamitasat ggy
3-as determindnson mutatjuk be. A médsazex n-esre ha-
sonléan megy. Blsz6r vonjuk ki az utolsd oszlopbdl az
utolso ebtti v;-szeresét, majd az utolsédéi oszlopbdl az
azt megehzb v, -szeresét, sth. Ezutan kifejtjlik az &lsora
szerint. Az igy kapott kisebb méretii determinan$ els-
rabdl kiemeljik avy — vy, masodik sorabdl as — vq,...
kifejezéseket. Amit kapunk, az ismét egy Vandermonde-
determinans. Ugyanigy folytatjuk.

1 n v% 1 v1 O
1 vy v% =1 ws v% — V19
1 w3 v§ 1 w3 v§ — VU3
1 0 0 9
2 V2 — V1 V3 —UV1V2
=|1 va—v1 v5—v1v2 | = 5
1 5 V3 — V1 U3z —U1V3
V3 — V1 Uz —UV1V3
1 V2
= (vg —v1)(vs —0
( 2 1)( 3 1) 1 v

= (Ug - ’Ul)(’l}3 — Ul)(Ug — ’Ug).

T Egy négyzetes matrix pontosan akkor invertalhaté, hardete

minansa nem 0. HA invertalhatd, akkor
1
-1 __ T
~ det(A) [4s5]

vagyis az inverz az4;; el6jeles aldeterminansokbdl kép-
zett matrix transzponaltjanak a determinans reciprokéetal
szorzata.
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ar +cy=e

bx+dy=f
Ez ekvivalens ata, b)z+(c,d)y = (e, f) vektoregyenlettel.
Az egyenletrendszernek a megoldasa tehat annak a kérdés
nek a megvalaszolasaval ekvivalens, hogyad) és(c, d)

melyik linearis kombinaciéja egyebz(e, f) vektorral. Te-
kintstik az alabbi abrat, mely konkrétan a
3x+2y="7
r+4y =4
egyenletrendszert szemlélteti, affolb) = (3,1), (¢,d) =
(2,4) és(e, f) = (7,4).

cd=24  (ehH=(74)

@=EY

Kdénnyen elledrizhet, hogyz = 2 ésy = % amegoldas. Ez
megkaphato a kdvetkéznddon: aZe, f) vektor csicsaban
parhuzamosthtzunk(a, d) vektor egyenesével. Ez &z, b)
vektor egyenesét olyan pontban metszi, hogy az ide mutat6
vektor épp aza,b) irdnyl Osszetdv. Az abréardl leolvas-
hato, hogy e vektornak &z, b) vektorral valé aranya (azaz

a megoldasc-értéke), megegyezik az, f) és(c,d) éaltal
kifeszitett paralelogramma és @z b) és(c, d) altal kifeszi-

tett paralelogramma tertleteinek aranyaval. Hasonlogépp
kaphat6 meg ag értéke is:




Az el6jeles terilileteket determinanssal felirva tehat azt kap-T Ha A olyan négyzetes matrix, melyben az elemek abszolat

juk, hogy értékének dsszege minden oszlopban (vagy sorban) kisebb
mint 1, akkorI — A invertalhato, és
(& & a (&
d b S o 2
s LT gsy = f I-A)'=I+A+A%+
a c a c
b d b d

Lineéris leképezés
Ennek altalanositasa tobbismeretlenes egyenletreradseer
a kovetked: Az R" —

27.T Cramer-szabaly:Ha azn-ismeretieneAx = b egyenlet- 28.D Legyenl” ésWW ket olyan nemures halmaz, melyek elemei
rendszen egyenletbl all, azazA n x n-es, ésB; jeloli azt kozt értelmezve van az dsszeadés és a valds skalérral valc

a matrixot, me|yetA-b(’)| l]gy kapunk’ hogy_edﬂ( osz|0p_ SZOf?éS m[]veletsa. AV - W Ieképezéslineéris leké-
vektorat kicseréljiik & vektorra, akkor az egyenletrendszer ~ Pezések nevezzik, ha

R™ lineéris leképezések

Ida
megoidasa 1. f homogén azaz barmelw € V ésc € R esetén
det(B) det(B2) det(B,,) flev) =cf(v);
xrp = , L2 = geooe Ly = —7—— -
det(A) det(A) det(A) 2. f additiv, azaz barmely, v € V eseténf(u + v) =
u) + f(v).
B Mivel flw + 1)
A A A b (Hasonlbéan definialhato valés helyett komplex szamteisttel
ol Sl ! a homogenitas olya¥ ésW halmazok esetén, ahol a komp-
4 1 A12 A22 ce Ang b2 | p: . N .
x = A _ ex szdmmal vald szorzas is definidlva van.)
det(A) | : : a
Ay, Aoy, Ann by T Az el6z06 definicio 1. és 2. pontja ekvivalens a kovethes:
ezeért 3. barmelyu, v € V éscy, ¢y € Resetérf(ciu+cov) =
~ Agiby + Agiby + -+ Apiby cif(u) + caf(v).

T det(A) ’

a szamlaléban pedig ép; determinansa szerepel aedik
oszlopa szerinti kifejtésben.

Nyom

D A négyzetesA = [a;;]nxn Matrix nyoman foatl6ja elemei-
nek 6sszegét értjik. A nyom, mint figgvény jete Tehét
tr(A) =320 aii

T A nyom tulajdonsagaiHa A ésB n x n-es matrixok, akkor

1.tr(AT) = tr(A)

2.tr(cA) = ctr(A)
3.tr(A + B) = tr(A) + tr(B)
4.tr(AB) = tr(BA)

Matrixpolinomok

M Matrixhoz matrixot rendé fliggvények szoros kapcsolatba
A legegyszer(ibb példa

hozhatdk a valés flggvényekkel.
a matrixpolinomé, amelynek definialasa magéatol édét

hisz négyzetes méatrix nemnegativ egész Kigeliatvanya,

skalarszorosa és 0sszege is definialva van.

T Ha A olyan négyzetes matrix, melynek valamehredik
hatvanyaraA™ = O, akkorI — A invertalhatd, és
+Am_1.

I-A)'=I+A+A%+

29.T

P Példak linearis leképezésre:

1. JeldljeV az [a,b] intervallumon differencialhatoil’
az [a, b] intervallumon értelmezett fliggvények halma-
zat. AV — W: g — ¢ leképezés (a differencialas
operatora) linearis leképezés.

2. LegyenV az|[a, b] intervallumon folytonos fliggvények

halmaza, és legyeW = R. AV — W: g — f:g
leképezés lineéris.

3. LegyenV azon valés fliggvények halmaza, melyeknek
van hatarértékik az, pontban. Legyem = R. Az
a leképezés, mely minden figgvényhezrgzpontbeli
hatarértékét rendeli, azazléa — W: g — lim,, g
leképezés lineéris.

a) Ha A egy m x n-es valds (komplex) elem{ matrix,
akkor azT'a : x — Ax leképezés egR"-b6l R™-be
(C™-b6l C™-be) képed lineéris leképezés.

b)Ha f: R™ — R™ egy linearis leképezés, akkor van
olyanm x n-esA matrix, hogyf = T'a. Ez a matrix
a bazistél figgen egyértelmi. HR" egy bazisanak
elemeitey, es,. . .e, jeloli, akkor

A= fler) | flea) | ... | flen) |-

B a) azonnal kdvetkezik a matrixmiveletek tulajdonsagaibadl,

ugyanisA (ciu + cav) = ciAu + coAv.
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b) bizonyitasahoz tegyik fel, hogylineéaris leképezés. Le- P Mia (5, 10) koordinataji pontnak 8x — 4y = 0 egyenletl

gyenx = xiej + ra€es + - - - + xpe,. Mivel f linearis, egyenesre valé méleges vetiiletének koordinatai?
f(x) = f(z1e1 +xoeq + -+ zp€,) A megadott egyenesiranytangenge: = 3/4, igy iranyszo-
= 21 f(er) + zaf(es) + -+ flen) gének szinusza és koszinusza is kiszamolhatoy = 3/5,

cosa = 4/5. Innen a vetités matrixanak és a pontba mutaté

1 vektornak a szorzata:
=[ fler) | fle2) | ... | flen) ] 16 12
xn TR
12 9 101 — |6
Az elbéllitas egyértelmiisége abbdl kévetkezik, hogy ha két B2
matrix kilonbds, mondjuk az-edik oszopukban kilénboz- o .
nek, akkor az altaluk generalt linearis leképezésak aek- Sajatertek, sajatvektor

tort mashova képzik, tehat azok is kildnbdznek. D Azt mondjuk, hogy azn x n-es A matrixnak (illetve az

P Az orig6 kortili forgataslinearis leképezés, melynek matrixa  A: R®™ — R" linearis leképezésnely € R™ nemzérus

a szbggel valo forgatas esetén: vektor sajatvektora ha megadhaté egy olyan € R szam,
cosar — sin o hogy Ax = Ax (illetve A(x) = A\x). E A szamotsajatér-
{ . } téknek nevezziik, ax vektort e sajatértékhez tartozajat-
S1 & COS &
vektomak.
Yy A definicidé hasonléan fogalmazhaté meg egy komplex elemi

(— sin v, cos @) A matrixra, illetve azA: C" — C" linearis leképezésre is,

(cos a, sin ) ekkorx € C" és\ € C.

o Egy A matrix, illetve egyA: R” — R" linearis leképezés
\ \ / z sajatvektoraaz a vektor, amelyet @4, illetve az A linearis
leképezés a sajat maga skalarszorosaba visz. Ha egl-

P Az origbn atmeno egyenesre vald tukrozésearis leképe- tor sajatvektor, akkor annak minden nemnulla skalarszoros
zés, melynek matrixa, ha az egyenesdengellyely/2 sz6- is sajatvektor, ezért elég csak az Un. sajatiranyokat niégha
get zar be: rozni.

Y Egy sajatértékhez tartozd sajatvektorok a zérusvektorral

egyutt alteret alkotnak, eshjataltének nevezzik.
cosa  sina Gyakran ebfordul, hogy barA elemei valdsak, azt minE
feletti matrixot tekintjiik, és a komplex sajatértékeit ags
vektorait is vizsgaljuk.

sina —cosa

-"

A bizonyitas leolvashaté az
alabbi abrarol: D A X\ — det(A—\I) fliggvény) polinomja, amit azA matrix
(sin @, — cos @) karakterisztikus polinonanak nevezink, det(A—AI) = 0

egyenletet pedig aA karakterisztikus egyenlének.

P Az origon atmend egyenesre valé merbleges vetitésaris

lekeépezes, melynek matrixa, ha az egyenestngellyel 30 T |egyenA egyn x n-es matrix,\ egy adott szam. Ekkor a

szOget zar be: kovetkedk ekvivalensek:

cos? o sin o cos a

. P (a) X az A sajatértéke.
SN ¢ COS & S «
(b) A homogén linearigA — A\I)x = 0 egyenletnek van

A bizonyitas leolvashat6 az alabbi abrarél, hisz az ottltith nemtrivilis megoldasa.

két derékszogl haromszog befogoinak hosszay, illetve

sin av, és igy példaul aos a hosszl szakasz két tengelyvetii- (c) A megoldasa alet(A — M) = 0 karakterisztikus
lete cos? a éscos o sin o hossza. egyenletnek.
Yy

B (a) < (b): A\ az A sajatértéke<— Ax = \x€ésx # 0
— Ax-AMx=0(x#0) — az(A-NDx =0
egyenletnek nemtrivi megoldasa.

(b) < (c): az(A — AI)x = 0 homogén egyenletnek
nemtrivialis megoldasa— az egyutthatomatrix determi-
nansa 0<= az adott\-radet(A — A\I) = 0.

2

- (cos? i, sin a cos )

(sin acos a, sin? )

x T Ha A egy haromszdgmaétrix (also, félsagy diagonalis), ak-
kor sajatértékei megegyezndidtidjanak elemeivel.
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31.T Az A matrixnak a0 pontosan akkor sajatértéke, Aanem
invertalhaté.

B A 30.T tétel szerint & pontosan akkor sajatértéke-nak, ha
det(A) = 0, azaz haA nem invertalhato.

THa A, «, sajatértékeir;, Aa,..., \,, akkor det(A)
AMA2 .. A, tI‘(A) =AM+ X+ + Ay, aholtr(A) az
A matrix féatloban 166 elemeinek 6sszegét jeldli.

T Ha A négyzetes matrix) egy sajatértéke, melynek mul-
tiplicitasa k, akkor a\-hoz tartoz6 sajataltér legfeljebb
dimenzios.

P Az aldbbiA ésB matrix mindegyikének azonnal lathaté moé-
don(A —1)2(\ — 2) a karakterisztikus polinomja, igy = 1
kétszeres, és = 2 egyszeres sajatértéke, de migaesetén
a\ = 1 sajatértékhez tartozo sajataltér 2-dimenzids, addig a
B esetén ez 1-dimenziés.

2 0 0 2 0 0
A=|110/|, B=|11 0
101 111
2-1 0 0 100
A-1.I=| 1 1-1 0 |=]10 0],
1 0 1-1 100

tehat A-nak a\ = 1-hez tartoz6 sajataltere megegyezik
azzx 0 egyenletdl &ll6 egyenletrendszer megoldasai-
val, vagyis azyz-sik vektoraival (z,y,z) = t(0,1,0) +
5(0,0,1)). Ez 2-dimenzios.

2-1
1
1

0
1-1
1

0
0
1-1

B-1-I=

1 0
10
11

o O O

tehatB-nek a\ = 1-hez tartoz6 sajataltere megegyezik az
x 0, z+y 0 egyenletekBl all6 egyenletrendszer
megoldasaival, vagyis a-tengely vektoraival ((x, y, z)

t(0,0,1)). Ez 1-dimenzids.

Ortogonalis matrixok

D A négyzetesC matrixot ortogonalimak nevezzik, ha
Ccl=CT,

5. A sorvektorai ortonormalt rendszert alkotnak.

P Haf : R? — R? ortogonalis, akkoy vagy egy origé kdzepli
forgatas, vagy egy origén atméegyenesre valo tiikrozés.
matrixa tehat (ha az elforgatas szégelletve ha a tikrozés
tengelye az-tengellyela/2 szoget zar be):

] e |

Attérés masik bazisra

—sina
CcoS &

COS &
sin «

CoS « sin o

sina¢ —cos«

M Legyen azR? tér két tetshleges bazis# = {e;,es} és

F = {f},f,}. Fejezzuk ki az" bazis elemeit aZ bazisban:

[file = [Z] , [Ble= { ] :

C

d

azaz

f1 = aeq + bGQ

f2 = ce| + dGQ.

Legyen egy tetsdegesx vektor koordinatas alakja a2 ba-
zisban[x]p = il , azazx = x1f; + x2of5. Behelyettesitve
2

a fenti egyerbségeket a kovetkéket kapjuk:

a ¢

[X]E:|:b d

]FﬁE (x]r

Az F — E a matrix indexében azt jelzi, hogy a matrix Az
bazishél azE-be valé attérés matrixa. Altalaban, fa=
{e1,...,e,} ésF = {f1,...,f,} azR" két bazisa, akkor
azF — E attérés matrixa:

[ [file | [fle |- | [fe ]

T Ha C az F-bdl az E bazisba val6 attérés matrixa, akkor

invertalhatod, és az-bdl az F' bazisba val6 attérés matrixa
Cc L

T Ha E ésF egyarant ortonormalt bazisok, akkor az attérés

D Az R" egy vektorrendszerétrtonormalinak nevezziik, ha
elemei paronként méteges egységvektorok.

T LegyenA egyn x n-es matrix. Ekkor a kovetkézallitasok
ekvivalensek:
1.A~' = AT, azazA ortogonalis,

2. mindenx € R" vektorra|Ax| = |x|, azal'a tavolsag-
tarto,

3. mindenx,y € R" vektorraAx - Ay = x -y, azazl'a
skalarszorzattarto,

4. A oszlopvektorai ortonormalt rendszert alkotnak,
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T Legyen E

matrixaraC~! = C”, tehatC ortogonalis, igy sorvektorai
és oszlopvektorai is ortonormalt rendszert alkotnak.

{e1,...,e,} ésF = {f},...,f,} azR"
két bazisa, azF' — E attérés matrixat jel6ljeC. Le-
gyen A: R™ — R" egy linearis leképezés. A 29.T té-
tel szerint azA leképezés matrixa a#, illetve F bazis-
ban[A]E = [ [A(el)]E | | [A(en)]E }, illetve [A]F =

[ [A(f)]F | ... | [A(fa)]r |. Ezek kozott fennall a kovet-
kezb dsszefiiggés:

[Alr = C'[A]xC.



Hasonlésag, diagonalizalhatésag

D Azt mondjuk, hogy az azonos méretli és négyzeteés
B métrixok hasonldak, ha van olyan invertadlhatdmatrix,

hogy
B=C'AC.

P Diagonalizaljuk azA = [ 1§ '3 ] matrixot!

Az el6z6 tétel bizonyitasa egyuttal médszert is ad a diagona-
lizélasra. A sajatvektorokbdl allé matrixszal, és annak in
verzével kell szorozni az adott matrixot. E matrix sajétért
kei 1 és 2, a hozzajuk tartozd sajatvektofeld, 2), illetve
(—5,3). lgyaC = [ 3® 77 | matrixszal és annak inverzével,

T Két matrix pontosan akkor hasonlo, ha létezik két olyan ba- 5co-1 — [ 3, %] matrixszal szamolva kapjuk, hogy

zis, hogy az egyik matrix az egyik bazisban, a masik matrix
a masik bazisban ugyanannak a linearis leképezésnek a mat-

rixa.

32.T Hasonlé matrixoknak azonos a

1. deteminansuk,
2. rangjuk,
3. nyomuk,

keik is.

B El6sz6r az utolso allitast bizonyitjuk:

det(B — \I) = det(C~*AC — A\C~IC)

= det(C (A = AI)C) = det(C~ 1) det(A — AI) det(C)

= det(A — M), hiszdet(C~!) det(C) = 1. Tehat a ka-
rakterisztikus polinomok azonosak, igy a sajatértékek is.
Mivel a determinans és a nyom kifejezé et sajatértékek se-
gitségével, és hasonld matrixok sajatértékei azonosaki ez
determinansuk és nyomuk is azonos.

A rangokra vonatkozé allitas abbdl a kdnnyen bizonyithatd

tételldl kdvetkezik, hogy ha egy invertalhaté matrixot szor-
zunk egyr-ranguval, akkor a szorzatnakridesz a rangja.

P A [$2] és a[?3] matrixok biztosan nem hasonl6ak, mert
kulénbod a determinansuk.

D Azt mondjuk, hogy a négyzetes matrix diagonalizalhatg
ha létezik olyan invertalhat@ matrix, hogyC ! AC diago-
nalis.
T 1. Az A, «, matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha
vann lineérisan figgetlen sajatvektora.

2. Kulonbod sajatértékekhez tartoz6 sajatvektorok linea-
risan fliggetlenek.

3. Ha azA,, «,, matrixnakn kilonb6z valos sajatértéke
van, akkor diagonalizalhato.

B Az el allitast bizonyitjuk. HaA diagonalizalhat6, akkor lé-
tezik olyanD diagonalis é€ invertalhaté matrix, hogP =
C~'AC, azazAC = CD. LegyenC = [ci|ca] ... |c,], és
D féatl6janak elemei legyenek, d,. .., d,,. Ekkor

d 0 ... 0
0 do ... O
Alci|ca| ... |ex] =ci|ea] ... | en) : : . :
0o 0 ... dy,

Z2 3

D=C'AC
3 5) 11 15 -3 =5
| -2 -3 -6 -8 2 3

[42]

33.T Fétengelytétel és spektralfelbontasia A n x n-es szim-
4. karakterisztikus polinomjuk, igy azonosak a sajatérté-

metrikus matrix, akkor minden sajatértéke valos, és sajat-
vektoraibdl kivalaszthaté ortonormalt rendszer. Legygy e
ilyen rendszegy, ss,. .. s,. Az s; vektorhoz tartoz6 sajatér-
téket jeldlje); (i = 1,...,n). Ekkor

/\1 0 ce 0 S’,ll"
0 )\2 N 0 ST
A_ = [Sl S9 PN S’ﬂ,] . . . . 2
0O 0 ... A\, SZ

A miveleteket elvégezve:

A =X\sjo81 +Xss08y+ -+ A\,8, 08,

T T T
= A1818] + A2Sasy; + -+ ApSpS,, .

Ez utobbi felbontast nevezik ax matrix spektralfelbon-
tasanak.

P Hatarozzuk meg a& = [} 2, | matrix spektralfelbontasat!

Kénnyen kiszamolhatd, hogy a¥ matrix sajatértékel; =
—3 és)\; = 2. A hozzajuk tartozd egységnyi sajatvektorok

x1 = (1/v/5,-2//5) ésxs = (2/4/5,1//5).

SE

T T
:/\1X1X1 + )\2X2X2

——3-__12//55] 1/V5 —2/V3]
+2. f?\/g 2/V5 1/V5)
r 1r _2 4 2
L 5 5 5 5

Osszefoglalo tétel

A szorzasok elvégzése utan az oszlopvektorok 0sszeveteselLegyenA egyn x n-es matrix. Ekkor a kdvetkézallitasok

igazolja az allitast:
[ACl | AC2 | | ACn] = [d1c1 | d2C2 | |dnCn]
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ekvivalensek:

1. A elemi sorm(iveletekkel ag,-be transzformalhato,



2. A invertalhato, T Tetsdleges test feletti” vektortérre igazak az alabbi allita-
3. azAx — 0 egyenletnek csak trivialis megoldasavan, SO
4. azAx = b egyenlet mindei € R" vektorra megold- 1. Csak egyetlen zéruselem létezik.

hato, 2. Mindena € V vektornak egyetlen additiv inverze léte-

5. azAx = b egyenletnek mindeb € R" vektorra csak
egyetlen megoldasa van,

6. A sorvektorai linearisan fliggetlenek,
7. A oszlopvektorai linearisan fliggetlenek,
8. A sorvektorai kifeszitilR" -t,
9. A oszlopvektorai kifeszitilR"-t,
10. A sorvektoraR™ bazisat alkotjak,
11. A oszlopvektoraR™ bazisat alkotjak,
12.det(A) # 0,
13.rang(A) = n,
14. a0 nem sajatértékd -nak,
15.T'a kolcsondsen egyértelmd,
16. T magtere csak a-vektorbol all,
17.Ta képtere az egéR".

zik.

. Mindena € V vektorra:0a = o.

4. Mindena € R valésra.ao = o.

6.

1.

. Jeldlje a tetdlegesa € V elem additiv inverzét-a.

E jelolés mellet{—1)a = —a.
Haaa = o, akkora = 0 vagya = o.

P Néhany példa vektortérre:

azR? tér origén athaladé egy egyenesének (egy sik-
janak) pontjaiba mutaté vektorok halmaza a szokasos
vektormUveletekkel;

. az [a,b] intervallumon értelmezett folytonos fugg-

vényekCla, b] halmaza (differencialhat6 fliggvények
Dla,b] halmaza) a fuggvények kozott értelmezett
0sszeadas és valds szammal vald szorzas miiveletével;

. azm x n tipusa valés matrixok a matrixok dsszeada-

sanak és valos skalarral val6 szorzasanak szokasos mi

Vektortér veletével valésok feletti vektorteret alkot;

4. azm x n tipust komplex matrixok valés skalarral
valé szorzas esetén valds test feletti vektorteret ad, mig
komplex skalarral val6 szorzas esetén komplex test fe-
letti vektorteret;

A vektortér altalanos fogalma

34.D LegyenV egy tetsbleges nemires halmaz. Legyen defini-
alvaV-n két miivelet: az 6sszeadas, és a skalarral val6 szor-
zas, azaz barmely,b € V elemre ésv € R skalarra legyen
definialva aza + b és azaa elem. Azt mondjuk, hogy &
halmaz e két mlvelettghlos test feletti vektorteretikot, ha
barmelya, b, c € V elemre ésy, 5 € R skalarra fennéallnak
az alabbi 6sszefliggések:

5. a legfeljebb negyedfoki val6segyiitthatds polinomok
halmaza a szokasos polinomm{iveletekkel.

M A vektortér elemeinekinearis kombinaciga, linearis flg-
getlenség ugyanugy definialhatd, mint korabban.

D EgyV vektortér egyl részhalmazat¥ alterének nevezziik,
ha L vektortér aV -beli 6sszeadas és skalarral valé szorzas
mi{iveletével.

(1)a+b e V (V az 6sszeadasra nézve zart);
(2)a+ b =b + a ('+' kommutativ);
(3) (a+b)+c=a+ (b+c)(+ asszociativ);
(4) Jo € V, hogyo + a = a (létezik zéruselem);
(5) Vadb, hogya + b = o (létezik additiv inverz);
(6) ca € V (V zért a skalarral val6 szorzasra);
(7) a(a+b) = aa + ab;
(8) (o + B)a = aa + Ba;
(9) a(Ba) = (af)a;

(10) 1a = a;

T LegyenL aV vektortér egy nemires részhalmaza. Ekkor az
alabbi allitasok ekvivalensek:

1. L altereV-nek;

2. tetsBlegesa,b € L ésa € Reseténa+b € L
ésaa € L (azaz abbdl, hogy. eleget tesz-e a 34.D
definicio tiz kikotésének, elég csak az (1)-t és az (6)-t
ellendrizni);

3. tetsBlegesa,b € L ésa, 5 € R esetérma + b € L;

4. tetsdlegesL-beli ay, ..., a; vektorok 0sszes linearis
Barmik is aV halmaz elemei, & -b6l képzett vektortér ele- kombinaciéja isL-ben van.

meit a vektortérektorminak nevezzik.

M A fenti definicioban a valoR test kicserélhétbarmely mas
testre, igy példaul € testre, ekkoC test feletti vektortél
beszéliink. Ha kilén nem emlitjik, a tovabbiakban valés test
feletti vektorterekdl beszélink.
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