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. Szamitsuk ki az aldbbi 2-valtozos fiiggvények hatarértékét a megadott helyeken, vagy bi-
zonyitsuk be, hogy a hatarérték nem létezik! (Hfd), e))
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. (Hf) Hol folytonos az f(z,y) =
halmazon 1gy, hogy f a lehets legtébb helyen folytonossa valjon!

fiiggvény? Adjuk meg az értékét az R* \ D(f)

. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények gradiensét a megadott pontokban!
a‘) f(xvy) - xewy’ PO(270)

b) (50 fe.) = 0, pyom

c) (Hf) f(x,y,2) = 2> +zyz — /2?2 + 92, Py(1,0,2)

. Keressiik meg az alabbi feliiletek érintésikjat a megadott pontokban!
a) (Hf) 22 +y% + 22 =3, Py(1,1,1)

b) (Hf) 22 +y? — 22y — 2+ 3y — 2z = —4, Py(1,2,3)

¢) z=1In(z?+y?), Py(1,0,0)

. Adjuk meg az f filiggvény linearis kozelitését P, pontban! Hasznaljuk ezt a kért
fliggvényérték kozelits kiszamitasahoz!

a) f(x,y) =¢€" cosy, Py(0,0), €%?cos0,1

b) (Hf) f(z,y,2) = Va2 +y2 + 22, Po(1,2,2), /1,12 +1,82 42,12,

. Mi az aldbbi fuggvenyek adott irdnyn irdnymenti derivaltja Py-ban? Milyen iranya és
mekkora a maximaélis, illetve minimélis irdnymenti derivalt? Milyen irdnyban 07

a‘) f(x,y) = 2372 + y27 PO(_17 1)7 a= (473)

b) (Hf) f(z,y,z) = 3e” cos(yz), Py(0,0,0), a=(2,1,-2).
. Az f(z,y) fiiggvényre f,(2,1) =1 és f,(2,1) = —1, tovabba f(2,1) = 1. Szamitsuk ki az
alabbi parcialis derivaltakat a lanc-szabaly segitségével:

a) f(u+e* 1 u) derivaltja u szerint u = 1-nél;

b) (Hf) /14 f?(x, y) parcialis derivaltja z, illetve y szerint az (x,y) = (2, 1) helyen;
c) (Hf) f(u®+v,2v? + u) parcialis derivaltja az u szerint az (u,v) = (—1,1) helyen!

A hazi feladatok megoldasa

1. d) A hatéarérték nem létezik, mert pl. az y = x gijrben tartva (0,0)-hoz, a limesz

hr% 5.2 = 0, az y = 0 gbrbén tartva (0,0)-hoz pedig hm =1.
e) r? — zy + y* > zy, ugyanis 2% — xy + y? — xy = (m —y)? > 0. Igy =,y > 0-ra
1 1
0< T+Y < Ty = — + —, és a renddr-elv miatt ebbdl lim Tty =0
22 — xy + y? xy y oz 2= w2 — oy + y?

2. A fiiggvény folytonos ott, ahol értelmezve van, tehdt az x # 0 helyeken, mert
folytonos fliggvényekbdl kompozicid és alapmiveletek segitségével allitottuk el6. Masrészt
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lim sin(zy) _ lim sin(zy)
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kiterjeszteni, hogy f(0,y) = y legyen. A fiiggvény igy mindeniitt folytonos lesz, mert
(0,y0)-ban {(z,y) |x # 0}-n és {(0,y) |y € R}-en is yp-hoz tart.

—sin(z + y)(2? + y) — cos(z + y) - 2x —sin(z + y)(2? + y) — cos(z + y)

Yy = yo, tehat a fiiggvény definiciojat dgy kell

3. b) fx = (.’132+y)2 ’ fy = (x2+y)2 )
V(0,7) = (0%)
C) fw:2$+y2—x++y2, fyzwz_\/%TyQa fZ:.’L‘y, Vf(l,O,Q):(l,Z,O)

4. a) A feliilet a g(z,y, 2) = 22 +y%+2? fiiggvény szinthalmaza, igy a feliilet norméalvektora
g gradiense: Vyg(x,y,2) = (2z,2y,2z), Vg(1,1,1) = (2,2,2)||(1,1,1). Az érint6sik
T+y+z=23.

b) g = 22 + 4% — 22y — x + 3y — zre Vg(z,y,2) = (20 — 2y — 1,2y — 22 + 3, 1),

Vg(1,2,3) = (—3,5, —1), az érint8sik: —3(z—1)+5(y—2)—(2—3) =0, azaz —3z+5y—z =
4.

5. b) Vf(l',y,Z)— <\/x2—|—y2—|—227 \/x2+y2+22’ \/x2+y2+22>,
Vf(172a2):(%’%

,2), f(z,y,2) = f(Po) + VI(Po)(x — 20,y — Yo,z — 20) =
3+ %(af; -1+ %(y -2)+ %(z —2), ha (z,y, z) kozel van (1,2, 2)-hoz.

Igy 1,12+ 1,824 2,12~3+1.0,1-2.0,24+2-0,1~2,97.

6. b) Vf(x,y,2) = (36‘r cos(yz), —3ze” sin(yz), —3ye* Sin(yz)), Vf(P) = (3,0,0),
fa(Po) = (3,0,0)(3, 5, —2) = 2. Az iranymenti derivélt V f(F,) irdnyaban, azaz az (1,0,0)

irAnyban maximalis (értéke 3), az ellentétes, azaz (—1, 0, 0) irAnyban minimalis (értéke —3),
és a Vf(Pp) vektorra mergleges irdAnyokban (azaz tetszéleges (0, y, z) irAnyban) 0.

7({-9 b) 1+ f2(z,y) = g(f(z,y), ahol g(u) = V1+wu2 Mivel ¢'(u) = #,
5.9 (@ y) = g (f(x, ) - fulz,y) = ¢(f(2,1) - fu(2,1) = ¢g'(1) -1 = % és
a%“f (.9) = 9 (F@.9) - fyle.y) = ¢(FRD) - f,2.1) = ¢/(1) - (-1) = —% az

(z,y) = (2,1) helyen.
c) %f(uQ—l—v, 207 +u) = fo(u+v, 207 +u) - 2u+t fy (WP +v, 207 +u)-1 = f2(2,1)-(=2)+

fy(2,1)-1=—-3és %f(uQ—l—v,QvQ—i—u) = fo(u? +v,20% +u) - 1+ f, (v* +v,20% +u) - dv =
f2(2,1) -1+ f,(2,1)-4= -3 az (u,v) = (—1,1) helyen.



