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. Hol vannak lokalis szélsGértékei az alabbi kétvaltozos fliggvényeknek?
a) f(z,y) =’ + 3wy +y°

b) (B f(e.) =a+ L+
c) (Hf) f («ry)—wy+2m—lnmy
d) f(z,y)=a*+y* —2? — 22y — y?

. Keressiik meg a kovetkezd fiiggvények lokalis szélsGértékeit!
a) (Hf) 22 + 9% + 22 + 22+ 2y — 62
b) (Hf) yz — 2x + 3z — (22 + y? + 2?2)
z 16
c) x + +E4+—
Y
. Hatarozzuk meg az f fiiggvény abszolit maximumat és minimuméat a 7" tartomanyon, ahol
a) f(z,y) =22 +y?—-22—2y—3, T a (0,0),(9,0),(0,9) pontok altal meghatarozott
zart haromszogtartomany;

b) (Hf) f («r»y)=2$2+y2—4x—4y, T={(z,y) x>0, y<2, y> 2z}
c) (Hf) f (xy)—Gmy 43 — 322, T = {(xy)|0<m§1,0§y§1};
d) {(w W)=t 4yt bay, T={(z.y)a>+y° < 1

e)

. (Hf) Hatérozzuk meg a z = 22 +y? —4ax—4y+ 22 feliiletnek az origohoz, illetve a 2z+2z =0
stkhoz legkozelebb es6 pontjat pontjat!

Hf) f(z,y,2) =2z —2y+2z, T ={(z,y,2)|2* +y* <z <4}.

. Szamitsuk ki az alabbi kett6s- és harmasintegralokat! Abrazoljuk az integralas tar-
tomanyat! (Hf: b), c))

In3 In2 3 1 4
/ / e" T2 dy dx b) / / / y — xzdzdydx
0 2x—|—y
c) / / xy? dy da d) / / / (z =2z —y)dzdydz
0 Jax? —-1J0 T—y

. Szamitsuk ki az f fiiggvény integraljat a 7' tartoményon, ahol

a) (Hf) f(z,y) =zva? +y, T={(z,y)[0 <z <1, 0<y <3}

1+ 22’
e) f(x,y,2) =2z, T az x,y,z > 0 nyolcadtérbél a 2z + y + z = 4 sik altal kimetszett
korlatos tartomany

b) f(z,y) = %, T az y = x és y = x> gorbék altal hatarolt korlatos tartomény;
x
c) (Hf) f(r,y)=x+y, T={(x,y)|1<x<e, 0<y<Inz};
d) (Hf) f(z,y) = ahol T"a (0,0), (1,0), (0,1) csticst haromszdégtartomany;
)

A hazi feladatok megoldasa

1. b r = 1 — = = O, = — — — = (0 megoldasa: x, — 274 . Y| —
) f. > fv=3 "y 8 (z,y) = (2,4) (A
2y/x®  —1/° 1 —1/4] , - ,
'—1/x2 16)y? | s ez 2 A)ben | ) =3/16 >0, 8 fa(2,4) = 1> 0, tehat

f-nek a (2,4) pontban lokalis minimuma van.
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¢) fo=y+2-2/x=0, f,=x—1/y=0megoldésa (z,y) = (3,2). ‘;zi gz =
2/332 1 , 1 8 1] , 1 . , 1
‘ 1 /g2 | és ez (5,2)-ben 1 1/4‘ =1>0,és fr2(5,2) =8> 0, tehat f-nek lokalis

minimuma van (3, 2)-ben.

2. a) f(z,y,2) = 22 +y? + 22 + 22 + 2y — 6zre Vf = 22 +2, 2y +2, 22 — 6) = 0,
Joz  Joy  Jaz 2 00

ha (z,y,2) = (=1,—1,3). | fyz fyy fy=| =10 2 0|, amelynek a féminorjai 2 > 0,
fzx fzy fzz 0O 0 2

g g =4 > 0 és a teljes determinans 8 > 0, tehat a (—1, —1, 3) pontban az f fliiggvénynek

lok4lis minimuma van.

b) fl,9,2) = y2—2w+32— (22 -y + 22)re Vf = (~2— 2, 22y, y+3-22) =0,
fﬂcw fﬂcy fwz -2 0 0

ha (z,y,2) = (=1,1,2). | fye fyy fy-|=| 0 —2 1 |, amelynek féminorjai —2 < 0,
fz:v fzy fzz 0 1 -2

4>0és —6 <0, tehat f-nek a (—1,1,2) pontban lokilis maximuma van.

3.b) Vf(z,y) = (4dx — 4,2y —4) = 0, a P;(1,2) € T, amely csticspontja a tartomanynak.
A T tartomany hatarai z = 0, y = 2, és y = 2x. Az x = 0 hatarvonalon g(y) := y? — 4y,
J(y) =2y —4 = 0 a P,(0,2) ponton, amely a tartomanynak csicspontja. Az y = 2
hatarvonalon h(z) := 22? — 4z — 4, h/(z) = 4 — 4 = 0 az (1,2) ponton, amely mar
szerepelt. Az y = 2x hatarvonalon k(z) = f(z,2z) = 622 — 12z, k'(z) = 122 — 12 = 0,
az (1,2) ponton, ez megint nem ad 1j kritikus pontot. Igy a kritikus pontok csak a
cstucspontok: (1,2), (0,2) és (0,0), a fiiggvényérték ezeken —6, —4 és 0, tehat a minimum
—6, amelyet az (1,2) pontban, a maximum 0, amelyet a (0,0) pontban vesz fel a fiiggvény.

c) Vf(x,y) = (6y — 1222 — 62, 6z) = 0, a (0,0) pontban, amely a tartoménynak
cstcspontja. A hatarvonalak az x =0, z =1, y = 0 és y = 1 egyenesek, és ezeken a (0, y)
(0 <y <1), (1,0), (3,0) és (5,1) kritikus pontokat talaljuk (a negyedik egyenesen a
(—1,1) is kritikus pont, de az kiviil esik a tartoméanyon. A csticspontokkal egyiitt a (0, y),
(1,0), (%, 0), (%, 1), (1,1) pontokon kell 6sszehasonlitanunk a fiiggvény értékeit, és ezek az
értékek: 0, —7, —2, %, —1, tehat a minimum —7 (az (1,0) pontban), a maximum pedig Z

1

az (3,0) pontban.

B ot—

e) A fiiggvény gradiense sehol nem 0, igy a tartomany belsejében nincs kritikus pont.
A hatéarolo feliiletek a z = 2% + y? paraboloid és a z = 4 sik. Az elsére megszoritva a
fiiggvényt: g(x,y) := f(z,y, 2%+ y?) = 22 — 2y + 22 + y? gradiense (2 + 2z, —2 + 2y) =
0 a (—1,1,2) pontban, amely a feliiletdarab belsejébe esik. A masodikra megszoritva:
h(z,y) = 2x — 2y + 4 gradiense sehol nem 0, igy itt nem kapunk kritikus pontot. Végiil
a két feliilet 22 + y? = 4, 2 = 4 egyenletii hatarvonalan a k(t) = f(2cost,2sint,4) =
4cost —4sint +4 fiiggvényre k'(t) = —4sint —4cost =0, ha tgt = —1, azaz t = ?jf + km,
és ez a (—v2,v2,4) és (v/2, —v/2,4) kritikus pontokat adja. A harom kritikus ponton a
fiiggvény értéke —2, —4+/2 + 4, illetve 4y/2 4 4, tehat a minimum —2 a (—1,1,2) pontban,
a maximum pedig 4v2 + 4 a (v/2, —/2,4) pontban.
4. Az origotol vett tavolsag négyzete g(z,y) = 2® + y? + (2 + y? — 4o — 4y + )2,
ennek a fiiggvénynek az abszolit minimumat keressiik. FEz a minimum nyilvan létezik,
mert a keresést megszorithatnank egy olyan origé koriili kérlapra, amely magaban foglalja
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a feliiletnek legalabb egy pontjat. Masrészt ez az abszolit minimum sziikségképpen lokélis
minimum is, mert az egész sikra nézve minimum. A
gr =22+ 2(2% +y? —dx — 4y + )20 - 4) =0,
gy =2y+2*+y* -4z —4y+ 2)(2y—4)=0
egyenletrendszer megoldaséra teljesiil, hogy z2 + 14> — 4z — 4y + 13 SR ,
2 20 — 4 2y — 4

és az utobbi egyenléséghbdl y = = adodik (az egyenletbdl kovetkezik, hogy nem osztottunk
0-val). Ezt behelyettesitve az els§ egyenletbe azt kapjuk, hogy
223 — 1222 + 232 — 13 = 0.
Ennek lathatoan gyoke az 1, és az (x — 1)-et kiemelve lathatjuk, hogy nincs tébb valos
gyoke. Tehat az egyetlen lehetséges szélsGértékhely az (x,y) = (1,1), és igy sziikségképpen
itt veszi fol a g fiiggvény a minimumat. Ez azt jelenti, hogy a feliilet origbhoz legktzelebbi
pontja (1,1, %)

Egy (20, Yo, 20) pontnak a megadott siktol valé tavolsaga |2z0 + 20| /v/5, tehat a |2z +
2% +y* — 4o —4y+ 12| fiiggvény abszolit minimumat keressiik. 22+ +y? —dz—4y+ 12 =
(z—1)2+ (y—2)*+ 3 > 2 miatt ez a minimum 3, és az (z,y) = (1,2) pontban veszi ol
a fliggvény. Mivel ez a fiiggvény mindig pozitiv, az abszolatértékének is ez a minimuma.
Igy a feliiletnek a sikhoz legkdzelebbi pontja (1,2, —3). (Itt is megkereshetnénk a lokalis
minimumot a parcialis deriviltak vizsgilatidval, de nehezebb lenne megindokolni, hogy ez

miért abszolit minimum.)

5. b) fOS f_ll f;y —zzdzdydx = f03 f_ll [yz— %szE dydr = fOS f_ll 2y — 6bxdydx =
fOS [yQ — 6J;y}1_1 dr = f03—12:1: dr = [—61;2]3 = —bH4. Az integrilas tartomanya egy
téglatest.

2 T 2 x 2
1 1 1 1 1 128
0)/ / wy?dydw:/ [—xy?’} da::/ —g* — —z"dx [—f——xﬂ - =
o Ja2 o 1377 ], o 3 3 15 24 15

Az integralas tartomanya az y = x2 és y = x gorbék altal kozrezart tartomanynak az x = 0
és x = 2 egyenesek kozotti része, de a keresztez6dés utani integralt negativan véve.

3 1 3
1 1 1
6. a)/ / x\/xQ-l—yda:dy:/ {g(xg-l—y)?’m} dyz/ g(y+1)3/2—§y3/2dy:
o Jo 0

3
0 0

1

3
21 - 2| o 62— 18v3
15 57, 15
e prlnx e 1 Inz e 1
c) / / x4+ ydydr = / {xy-i— —yQ] dr = / rlnz + = (Inz)? de. Mindkét
1 Jo 1 27 1y 1 2

1
tag integraljat parciélis integralassal tudjuk kiszdmitani: / rlnxdr = §x2 Inz — / §x2 .

1 1 1 1 1 1 2 1
o= §x21nx - sz + C, és /E(lnx)Qd:I; = §x(lnx)2 —/§x Elnxdac = §x(ln:1:)2 -

1 1 1 (& Inz
/lnxdx: ax(lnx)Q—xlnx-l—/x-—dx: ix(lnx)Q—xlnx—i—m—i—C. Ebb(’Sl/ / x4+
x 1 Jo
1 1

1 1 1 3
ydydx = [§x2 Inx + §x(lnx)2 —xlnz — ZxQ + x} = 1624—56—1. Valamivel egyszertibb

az integral, ha megcseréljiik a sorrendet (és ehhez tartozoan atirjuk a hatarokat is!):

1 (& 1 1 € 11 1
/ / x+ydxdy:/ —2® + zy dy:/ —e’ ey — - —yeVdy =
0 Jev o L2 ev 0 2 2
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1_ 1
a;dydm:/
0 1+z 0

JotJo Levdy=[3e + hey® — §

1
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1

L dx =

1+a22

14+ 22



