12. Hazi feladat (hatarid6: 2016-05-13)

A feladatokra teljes megolddst kériink részletszamitd-
sokkal, indokldssal, az eredmény leirdsa nem elegen-
dé. Mas megoldasdt lemdsolni nem szabad!

1. Legyen V valds szamtest feletti, véges dimenzi-
0s vektortér. Egy f : V xV — R szimmet-
rikus (v. alterndlé) bilinedris fiiggvényt elfjau-
lonak neveziink, ha vannak minden vektorra f-
mer6leges nem nulla vektorok V-ben, azaz olyan
v # 0 vektorok, melyekre f(v,V) = 0. Mu-
tassuk meg, hogy f pontosan akkor elfajuld, ha
Gram-matrixa szinguldris matrix!

2. Legyen V valds szamtest feletti n dimenzids vek-
tortér, legyen f szimmetrikus vagy alternal6 bi-
lineari fiiggvény V-n.

(a) Mutassuk meg, hogy egy W < V altér ele-
meire f-mer6leges vektorok halmaza altér V-ben.
Jeloljik ezt W-el!

(b) Mutassuk meg, hogy

dim(W+) > dim(V) — dim(W).

(¢) Mutassuk meg, hogy ha f nem elfajuld és
megszoritdsa W x W-n sem elfajulé bilinedris
fiiggvény, akkor V = W @ W+,

3. Legyen V valés szamtest feletti véges dimenzi-
0s vektortér. Legyen f,g két szimmetrikus bi-
linearis fuggvény V-n, legyen f pozitiv definit
is. Mutassuk meg, hogy van olyan béazis V-ben,
melyben f matrixa egységmatrix és g matrixa
diagondlis!(Segitség: Tekintsiik (V, f) euklideszi
térben g Gram-matrixat. Mutassuk meg, hogy
van olyan f-re ortonormalt béazis V-ben, mely-
ban g métrixa diagonalis!)

4. Legyen V véges dimenziés valds vektortér. Le-
gyen (.,.) : VXV — R pozitiv definit szimmetri-
kus bilineéris fiiggvény, azaz egy skalaris szorzas
V-n. Mutassuk meg, hogy a V* dudlis tér min-
den f eleme alkalmas v vektorral megegyezik a
v-vel valé skaldris szorzassal, azaz f(x) = (v,x)!

10.

. Legyen V valos test feletti n dimenzids vektortér,

f pozitiv definit szimmetrikus bilinedaris fligg-
vény rajta. Mutassuk meg, hogy (V, f) eukli-
deszi tér és (R™,-) euklideszi tér kozott mindig
van ,skalarszorzattart6” vektortérizomorfizmus!
Mutassuk azt is meg, hogy f Gram matrixa al-
kalmas bazisban egységmatrix!

. Mutassuk meg, hogy egy A linedris transzfor-

macié A; sajatétékhez tartozd dltalanositott saj-
ataltere annyi dimenziés, mint A; multiplicitasa
A karakterisztikus polinomjdban!

. Legyen V = C[-1,1] a [-1,1] intervallumon

folytonos fliggvények euklideszi tere, ahol a ska-
laris szorzas

(f.q) = / Fa)gla)da.

és legyen W = span(1,z,2?). Gram-Schmidt-
ortogonalizacioval keressiink e térben ortonor-
mélt bazist! (Ezeket nevezik Legendre-polino-
moknak.)

. Tegyiik fel, hogy f : R® — R trilinearis fiigg-

vény, azaz rogzitett egyik vatozo mellett, a ma-
sik kettOben bilinearis. Tegyiik fel tovabba, hogy
f(x,y,2) az els6 két valtozéban szimmetrikus bi-
linearis fuggvény, a masodik két valtozéban al-
ternalé bilinearis fliggvény. Mutassuk meg, hogy
ekkor f az azonosan nulla leképezés!

. Legyen a nem 2-karakterisztikaju F test folotti

V vektortér 2-dimenzids, és legyen f nem elfa-
jul6 alterndlé bilinedris fiiggvény rajta. Mutas-
suk meg, hogy V-ben van olyan bézis, melyben
f Gram-matrixa
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Legyen V vektortér és legyen V = @, W, alte-
reinek direkt 6sszege. Mutassuk meg, hogy ez a
vektortér izomorf azzal a Wy x ... x W,, vektor-
térrel, melynek elemei

{(wy,...,wp) |w; €Wy, i=1,...,n},



komponensenkénti ¢sszeadéssal és skalarral valé
szorzassal.



