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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

J6 bazis valasztasa

P Tikrozziik a 3-dimenzids tér vektorait a tér egy megadott sikjaral
Valasszunk e linedris leképezés leirasdhoz egy megfeleld bazist, majd
irjuk fel a tiitkrozés e bazisra vonatkozé matrixat!

M A sik egy bazisa {a,b}, a rd merdleges altér egy bazisa {c}.
A T leképezés hatasa e vektorokon: Ta=a, Tb=bés Tc= —c.
Az {a,b,c} bazisban T matrixa

10 O
01 O
0 0 -1

E bazisban egy tetszéleges (x, y, z) vektor tiikorképe (x,y, —z).
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

Sajatérték, sajatvektor

D L! F test. Amh a A € F szdm az A € F™" matrix sajatértéke, ha
létezik olyan x # 0 vektor, melyre Ax = Ax.

Az ilyen x vektorokat az A méatrix A sajatértékhez tartozé
sajatvektorainak, a (A, x) parokat pedig az A sajatparjainak nevezziik.
(y # 0 bal sajatvektor, ha y"TA = \y')

P —1 egy sajatérték:

1) - [ ol

E matrix egy masik sajatértéke 2:

A e e
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

A 25000000 000%-os sajatvektor

[0 1/31/31/3 0
/30 1/31/3 0
2120 0 0
0 000OGO0ODOTOQ
0 Y40 0 0 1al/al/a
000 01301313
/6 0 /6 l/6 /e /e O /6
(0 0 0 01313130 ]|
Médositds, hogy ne ragadjunk be egy dokumentumba:

o O o
O O O
o O o

, ha megy i-bol j-be él és i ki-foka k,

[Alj =< =, hai ki-foka 0 és n a cslcsok szdma,

O 3Rk x|

egyébként.
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

Modositas, hogy ne ragadjunk be dokumentumok egy csoportjaba
(Id. {0,1,2,3}):

M = (1—d)A+d%J,

ahol J a csupa 1-esbdl all6 matrix, n e négyzetes matrixok rendje, és
d e (0,1).

Empirikus d € (0.1,0.2) a j6 vélasztés, pl. d = 0.15, igy

1 — d = 0.85. Ekkor kerekitett jegyekkel

[0.019 0.302 0.302 0.302 0.019 0.019 0.019 0.019]
0.302 0.019 0.302 0.302 0.019 0.019 0.019 0.019
0.444 0.444 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019
0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125
0.019 0.231 0.019 0.019 0.019 0.231 0.231 0.231
0.019 0.019 0.019 0.019 0.302 0.019 0.302 0.302
0.160 0.019 0.160 0.160 0.160 0.160 0.019 0.160
10.019 0.019 0.019 0.019 0.302 0.302 0.302 0.019]
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

Ha x a bolyongas kiindulépontjanak valdszintiségeloszlasat megadd
vektor, akkor az els6 lépés utan a graf i pontjaban [x' M];
valésziniiséggel lesziink, az m-edik 1épés utan [x' M™];
valészinliséggel.

lim x'TM™ =v'.
m—00

T

(A pozitiv matrixok elmélete, Markov-lancok) ~» v' az tn.

stacionarius eloszlas, melyre vi = v'M.
v = (0.151,0.157,0.137,0.137,0.106,0.100,0.112,0.100).

Tehat a dokumentumok sorrendje: 1, 0, 2 & 3, 6, 4, 5 & 7 (két
holtversennyel).
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér
Sajataltér
m Ha x sajatvektor, akkor minden cx (¢ # 0) is:
A(cx) = cAx = cAx = A(cx),

azaz A(cx) = A(cx).
A sajatvektorok alterei Ha az A matrixnak X\ egy sajatértéke, akkor a

A-hoz tartozd sajatvektorok a nullvektorral egyiitt alteret alkotnak,
mely megegyezik A — Al nullterével.

B x#0sv. <= Ax=XAx <= Ax—Ax =0 <= x megoldasa
(A — Al)x = 0 egyenletnek <= x € N(A —Al).
D A négyzetes A matrix A sajatértékhez tartozé sajatvektorai és a

nullvektor altal alkotott alteret a A sajatértékhez tartozd sajataltérnek
nevezziik.

D

3Meiull
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

Sajataltér meghatarozasa

P Adjuk meg az
36
1 8
1 6 3
matrix 2-h6z és a 10-hez, mint sajatértékhez tartozd sajatalterét.
M a 2 sajatérték <= (A — 2l)x = 0 egyenletrendszernek van
nemtrivialis megoldasa.

==

A =

1 61 1 61
A-21=|1 6 1 = 0 0O
161 000
—6s —t —6 -1
X = s =s|1|+4+t]|0
t 0 1
A sajataltér egy bazisa {(—6,1,0),(—1,0,1)}. 3MEIul

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Sajatérték, diagor 2016. aprilis 29. 10 / 63



Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

Sajataltér meghatarozasa (folyt)

A 10 is sajatérték:

-7 6 1 1 0 -1
A-101=| 1 -2 1 == 0 1 —-1f,
1 6 —7 00 O

t 1
x= |t| =t|1|. A sajatalteret az (1,1,1) vektor fesziti ki.
t 1

(-1,0,1) (1,1,1)

(—6,0,1)

e
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Karakterisztikus polinom

Hogyan talaljuk meg a sajatértékeket?

m Ax = Ax egyenletnek van a zérusvektortdl kiillonb6zé megoldasa

<= a homogén lineéris (A — Al)x = 0 egyenletrendszernek van
nemtrivialis megoldasa

<= det(A—\l)=0.
D L' AcF™" A xa(\) = det(A — Al) polinomot az A métrixhoz
tartozé karakterisztikus polinomnak nev.

A xa(A) = 0 egyenletet az A matrix karakterisztikus egyenletének
nevezziik.

m Néhol a kar. pol. det(Al — A), ami mindig 1-féegyiitthatdjd, de a
konstans tag nem mindig a determinans.
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Karakterisztikus polinom

Karakterisztikus polinom felirdsa

P Hatarozzuk meg az
b 1 a b a b c
A_td], B=1{0 1 c¢[, C=1{1 0 of.
0 01 010

matrixok karakterisztikus polinomjat!

M Minden 2 x 2-es matrixra:

det(A— A=~ P oG- = be
d— A\
=X~ (a+d)\ + (ad — bc)
= \? — trace(A)\ + det A.
nyom, determinans! IMEull
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Karakterisztikus polinom

Karakterisztikus polinom felirdsa (folyt)

1—A a b
dtB—X)=| 0 1-Xx ¢ |[=(1-)>%
0 0 1-X

a—-\X b c
det(C—Al)=| 1 -2 0
0 1 =\

=(a= AN +br+c
=Nt +brte
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Karakterisztikus polinom

Haromszogmatrixok sajatértékei

T A haromszégmatrixok és igy a diagondlis matrixok sajatértékei
megegyeznek a f0atld elemeivel.

B A haromszogmatrix ~» A — Al is ~»
det(A — )\|) = (311 — )\)(822 — )\) . (a,,,, — )\) =0,

aminek a gyokei a;; (i = 1,...,n). Igy ezek az A sajatértékei.
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Karakterisztikus polinom

Determinans, nyom és a sajatértékek

T Ha az n-edrendii A matrix sajatértékei A1,..., A,, akkor

det(A) = A1 ha... A\,
trace(A) = A1+ X+ -+ Ay

A determinans a konstans tag, a nyom a (—\)""! egyiitthatéja a
karakterisztikus polinomban.

B A karakterisztikus polinom gyoktényezés alakja:
det(A =) =M1 = A)(A2—=A)...(A\p =)
A = 0 behelyettesitése utan kapjuk, hogy
det(A) = A2 .. Ap.
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Karakterisztikus polinom

2 X 2-es matrixok sajatvektorainak szemléltetése

P Hatarozzuk meg a kovetkezd matrixok sajatértékeit és sajatvektorait.

5 3 3 5 _5 3 _3 5
4 3 4 1 4 4 4 4
M
_3_ ) 5
\D—/\||=‘ ts 31,\‘:)‘2+1
4 4
3 5 3 4. 3 4.
_ _Z_l 7 1 —§+§1 . _ g—gl
AL =1 [ _% %—i = [O 0 amibdl x; l 1
3 : 5 3 4. 3
—7 +1 2 1 —2—3Zi . =+
- _ 4 4 55 z — |5
A2 i [ _% %—&-1 — lo 0 ] amibdl x» l 1

gls —

3Meiull
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Karakterisztikus polinom

5 1 (1] 1
XA()\):)\2—§)\+1, M=2 =5, x= 1| *= __1]

3 1 [1] 1
XB(A) = )\2 - 5)\ - 13 >\1 = 2a )\2 = _57 X1 = _1_ , X2 = __1:| .

» 1] 3
XC()‘) =\ - 17 )‘1 = ]-a )‘2 = _17 X1 = 3|’ X2 = 1:|
340 [34 4

XD()\):A2—|—1, )\1:i, )\zz—i, X; = 5 151:|, Xy = |:5—’]_-5l:|.
Egységkorabrak:

3Meiull
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Karakterisztikus polinom

A 2 x 2-es szimmetrikus matrixok sajatalterei

T L! A € R?*2 szimmetrikus matrix. Ekkor
A minden sajatértéke valds,

A két sajatértéke azonos <= A = al (ekkor a sik sszes vektora
sajatvektor),

ha A-nak két kiilonb6z6 sajatértéke van, akkor sajatalterei merdlegesek
egymasra.

B A=[725] ahol a,b,d € R.
karakterisztikus egyenlete A2 — (a + d)\ + (ad — b?)
diszkrimindnsa D = (a+ d)? — 4(ad — b?) = (a— d)?> +4b> > 0
A két sajatérték megegyezik <= D=0 <= a=dé b=0.
A # pés (A u), (p,v) a két sajatpar.

Mu-v)=Au-v=u'ATv=uTAv=u-Av = p(u-v)

~u-v=_0.

3Meiull
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Karakterisztikus polinom

Sajatértékek és sajatvektorok meghatarozasa

m Tankoényvi médszer:
det(A — Al) = 0 gydkeinek meghatarozasa (sajatértékek)
vV A: N(A — \l) bazisanak meghatarozésa (a nulltér nemzérus vektorai
a sajatvektorok)

P 011
0 20
0 0 2
M fels6 hdromszégmatrix: Ay =0, Ay = A3 =2
H )\=0:
0 1 1 010 X =0 1
0 2 0] ~ |0 0 1 ~ ~ t|0
00 2 00 0 x3 =0 0

3Meiull
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Karakterisztikus polinom

A =A3 =2
-2 11 2 -1 -1
0 0 0f ~ |0 0 0] ~ 2x1—x—x3=0
0 0O 0O 0 O
(s+1t)/2 1/2 1/2
~ s =s| 1 |+¢t] 0
t 0 1

Tehat a két sajataltér span((1,0,0)) és span((1/2,1,0),(1/2,0,1)).

3Meiull
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Karakterisztikus polinom

Karakterisztikus polinom és a racionalisgyok-tétel

1
PA=|2
3

w = N
NN DN

1—A 2 2
MA-X=| 2 1-X 2 |=-\-4X—-11\-6)
3 3 2—A
racionalisgyok-tétellel: A\; = Ao = —1 és A\3 = 6.

2 2 2 111
A+1=1(2 2 2] ~ [0 0 O ~ xg+x+x3=0.
333 0 0O

—s—t -1 -1
~ s =s| 1|+t| 0],
0 1

3Meiull
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Karakterisztikus polinom

A3 =06
2
-5 2 2 1 0 —2/3 X1 —Zx3=0
A-6l=| 2 -5 2| ~ [0 1 —2/3| ~ g
3 3 -4 00 0 x — 3x3=0.
x3 = 3t paramétervalasztassal
2t 2
2t| =t|2].
3t 3
3ME(ull
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Karakterisztikus polinom

A karakterisztikus egyenlet komplex gyokei

P Hatarozzuk meg a sajatértékeit és sajatvektorait

1 _\3
A= l\% R ] e C¥3
2 2

M A karakterisztikus egyenlet

1y _\3 1 2 1 3\° 1,3
2 2 l=(2-2) e D R e
E R S <2 ) 2 T 2~
] %+§i:
_ | = Y= — 2 2 —jy —
A <2+2I>| [\? —éi ~> 0 0 ~ x—jy=0
X it i
M [ t H 3MELI
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Wettl Ferenc

Karakterisztikus polinom

3j 3 1 i .
3? %; ~ 1o ol x+ iy =0.

3Meiull
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Karakterisztikus polinom

Tobbszoros gyokok: algebrai és a geometriai multiplicitas

D Algebrai multiplicitds: a A sajatérték multiplicitdsa a karakterisztikus

polinomban.
D Geometriai multiplicitds: a A sajatértékhez tartozé sajataltér
dimenziéja.
4 10
PA=|0 4 1
0 0 4
M (4 — )3, a 4 algebrai multiplicitasa 3.
010 X t 1
A—4=1|0 0 1| ~ [y| =10l =t]|0].
0 00O z 0 0

A X = 4 sajatérték geometriai multiplicitdsa tehat 1.

3Meiull
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Karakterisztikus polinom

Tobbszoros gyokok: algebrai és a geometriai multiplicitas

1 0 0O
0100 Al 4 s
PB=1, 4 2 1 (L= X)2(2 = N\)?, gyokei 1 és 2
0 0 0 2
mEA=1
0 0 0O X s 1 0
_ oo o0 o vl t] o 1
B—)\l—B—I—OO 11l > 1S = el =5 1ol T
0 0 01 w 0 0 0
geometriai multiplicitds = algebrai multiplicitas = 2
=2
-1 0 0 O X 0 0
_ o -100 vyl o] . |o
B-AM=B-2l= o o o0 1l 1Zl =l Tty
0 0 0 O w 0 0
m geometriai multiplicitds = 1, algebrai multiplicitds = 2 3IMEuIl
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Specialis métrixok

Matrix hatvanyainak sajatértékei

T A invertadlhaté <= a 0 nem sajatértéke.

B A invertilhaté <= det(A) #0 <= det(A—01) #0 <= 0 nem
sajatértéke A-nak.

T Ha (A, x) az A sajatparja, n € Z, akkor (A", x) az A" sajatparja,
amennyiben A" és A" is értelmezve van.

B n=0: \=1és A? = | ~» minden vektor sv. v’
n > 0: (teljes indukciéval) n=1 v
n=k—-1= n=k:

Afx = A(AF1x) = AN Ix) = M1 (Ax) = A 1(x) = AFx.

A invertilhaté: Ax = Ax ~» %x = A~ 1x, azaz A 1x = A~ 1x.
n < 0: Akx = Mex ~o N kx = A—kx.
SMEIull
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Specialis métrixok

Matrix hatvanyainak hatdsa

T Ha (A\i,x;) (i=1,2,..., k) az A sajatparjai, v = Zf-‘zl cix;j, akkor
AMv = Zf;l GiATX;.
B trivi

A"v = A"(c1x1 + X2 + ...+ CkXk)
clATx1 + A% + ...+ c AT

cl)\f'xl + C2)\£nx2 + ...+ Ck/\Txk.

K Taldlunk-e mindig sajatvektorokbdl allé bazist?

3Meiull
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Specialis métrixok

Specialis valés matrixok sajatértékei

T A € R™7", X egy tetszOleges sajatértéke
A szimmetrikus = )\ valds,
A ferdén szimmetrikus = \ imaginarius,
A ortogonilis = [\ =1,
A nilpotens <= )\ = 0, azaz karakterisztikus polinomja x".
B | A x"Ax = xH\x = )\\x|2.
Vegyiik mindkét oldal adjungaltjat: x7ATx = \|x|?.
L' X=a+ib. AT=A~s A=) azaza+ib=a—ib~ I(\)=0.
AT = A~ a+ib=—a+ib, azaz R(\) =
B A ortogonalis ~ |x| = |Ax| = [Ax| = |A||x] ~ [A| =1
B AX = 0, ) sajatérték ~» A\ sajatértéke az A = O matrixnak ~»
A=0.
megforditas a Cayley—Hamilton-tételbd| kovetkezik (minden matrix
kielégiti karakterisztikus polinomjat): ha x” = 0, akkor A" = O,
vagyis A nilpotens. 3IMEuIl
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Specialis métrixok

Specialis komplex matrixok sajatértékei

T 6nadjungalt, akkor minden sajatértéke valds,
ferdén 6nadjungalt, akkor minden sajatértéke imaginarius,
unitér, akkor minden sajatértékének 1 az abszolit értéke.

3Meiull
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

Linearis transzformacidk sajatértékei

D Amh a A szdm az L lineéris transzformacié sajatértéke, ha létezik
olyan x # 0 vektor, melyre Lx = Ax.

Az ilyen x vektorokat az L lineéris transzformacié \ sajatértékhez
tartozd sajatvektorainak nevezziik.
P Sajatérték, sajatvektor, sajataltér?
a sik vektorainak tlikrozése egy egyenesre;
a sik vektorainak merdleges vetitése egy egyenesre;
a tér vektorainak elforgatasa egy egyenes koriil a m egész szami
tObbszorosétol kiillonbozo szoggel,
a tér vektorainak merdleges vetitése egy sikra;
a tér vektorainak tiikrozése egy sikra.

3Meiull
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

Hasonlé matrixok sajatértékei

T Sajatérékhez kapcsolédd invariansok Ha A ~ B, akkor xa = xB., igy
sajatértékei, azok algebrai és geometriai multiplicitasai is
megegyeznek.

B A=C!BC:
A-AN=CBC-)ClHC=C}BC-)C)=C{B-\)C
~ A — Al ~ B — Al ~~ det(A — \l) = det(B — Al)
~» megegyeznek sajatértékeik, és azok (algebrai) multiplicitasai
A— )l ~B— )\l -~ dimWN(A—=Al)) =dimWN(B—Al)) ~ a
geometriai multiplicitasok is megegyeznek.

3Meiull
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

m Polinom egyiitthatdi és gyokei kozti Osszefiiggések
(A= A2 =N)(A3 =)
= X3 (A4 A2 4 23N = (A2 4+ A2A3 + A3A)A 4+ A do)s.
m Polinom egyiitthatdi és gyokei kozti Osszefliggések ~~ a sajatértékek
elemi szimmetrikus polinomjai invariansak ~~ szimmetrikus polinomjai

invariansak!
Elemi szimmetrikus polinomok:

e1(A, A2y Ap) = Z Ai = trace(A),

1<i<n

62()\1,)\2,...,)\,,) = Z )\,‘)\j,

1<i<j<n
es(A, A2, ) = D) AN,
1<i<j<k<n
e,,(/\l, Ao, ... ,)\n) =M. A\, = det(A). 3ME(ull
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

Matrixok diagonalizalhatésaga

D Amh az n x n-es A matrix diagonalizdlhatd, ha hasonlé egy diagonalis
matrixhoz, azaz ha létezik egy olyan diagonalis A és egy invertalhaté
C matrix, hogy
A=ClAC. (1)
D A A = CAC itirhaté
A =CAC™!

alakba, amit az A matrix sajatfelbontdsanak neveziink.

3Meiull
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

Matrixok diagonalizalhatésaga

T Diagonalizalhatdsag sziikséges és elégséges feltétele Az n x n-es A
matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha A-nak van n lineérisan

fuggetlen sajatvektora.

Ekkor A az A sajatértékeibdl, C a sajatvektoraibdl all.

B A=C 1AC < CA = AC és C invertalhaté
LI C=[x1 x2 ... x,], A =diag(A1, \2,..., \p).

A 0 .00
0 X

[x1 x2 ... xp] : : _ : =Ax; x2 ...
0 0 ... X\

<— Ax; = \ix;

de C invertélhatd, igy oszlopvektorai lineérisan fliggetlenek.

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Sajatérték, diagor

xa. (2)
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

P Diagonalizalhaté-e a kovetkezé matrix?

A =

o O O
N O =

1
2
0

M A1 =0, \y = \3 =2, a sajatvektorok (1,0,0), (1/2,1,0) és
(1/2,0,1), és ezek fiiggetlenek

~ A ~ N, ahol
0 0 0] 111
A=1|0 2 0|, és C=(0 1 O
0 0 2 0 0 1
Ellenérzés: CA = AC
1 1 [ I 1
1 3 3/[0 00 011 o1 1)1 3 3
01 0/[020[=|020=1[020 10
00 1]0 0 2 00 2 002 |00 1
- - MEIull
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Bal

D

Hasonlésag, diagonalizalhatésag

sajatvektorok

Az yTA = \yT egyenlet yT # 07 feltételnek megfeleld sorvektorait az
A matrix bal sajatvektorainak nevezziik.

ezek a transzponalt sajatvektorai: ATy = \y.

det(A — Al) = det((A — A7) = det(AT — Al) ~ A és AT
karakterisztikus polinomja azonos ~~ bal és jobb sajatértékek kozt
nincs kiilénbség

A =C'AC ~» AC™! = C1A ~- sorvektorai A bal sajatvektorai,
ugyanis
M0 o0 [y! yi
0 X ... O |ys yl
T = A
0 0 ... Ao |y} y)

tehdt \iy] =y/A (i=1,2,...,n). 3IME W]
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

A sajatfelbontas diadikus alakja

m

)\1 0 0 Y1
0 X ... 0] |y
A=CAC ! = [X1 X2 ... Xp] .2 ) . 2

0 0 ... M| |y)
= A1x1y] + Aoxayg + -+ AnXny) (3)
D Ezt nevezziik a sajatfelbontas diadikus alakjanak.
3ME(ull
2016. aprilis 29. 42 / 63
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

A sajatfelbontas diadikus alakja

011
P A= |0 2 0| bal sajatvektorai, sajatfelbontasa, diadikus alakja?
0 0 2

M Bal sajatvektor: ,a transzponalt sajatvektorainak transzponaltjai”,
vagy ,a C~1 sorvektorai”. A sajatfelbontas:

1 1 r B 1 1
1 2 Ilfo o offr -1 -3
A=CAC'=|0 1 0|]|0 2 0||l0 1 O
00 1[0 0 2/[0 0 1
1 17 1
2 . 2
A=olol 1 -3 —3|+2(1|[0o 1 o[+2(0|[0 0 1
0 0] ] 1
010 001
0 2 0/+1]0 00
SMEI(ull
000 |00 2 Y
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

Kilonboz6 sajatértékek sajatalterei

T Ha A1, A2,... Ak kilonb6zé sajatértékei az A € ™™ matrixnak,
akkor a hozzajuk tartozd xi, x2,... Xx sajatvektorok linearisan
fuggetlenek.

B Indirekt: tfh e vektorok linedrisan Osszefiiggok. Legyen x; a legkisebb
indexil, mely csak kisebb indextiektdl figg: x; = cix1 +...4+ ¢_1X;_1,
de az x; vektorok j < i esetén linedrisan fliggetlenek.

Ax; = A(cixy + ...+ ci—1xj—1) = aAxy + ... + ¢i—1Ax;_1,
AiXi = ciA1X1 + ...+ Gi_1Ai—1Xi—1

Kivonva az x; \j-szeresébdl:

0=c(Ai —Ai)x1+ ...+ ci—1(Ai — Aic1)xi—1,

Az x1,..., xj—1 vektorok lin. fiiggetlenek és A1,..., A; kiillonbozbek,
ezért ¢y =+ =¢_1 =0~ x; =0xy + -+ 0x;_1 = 0,
Ellentmondas: x; sajatvektor, tehat x; #£ 0. 3MEIull
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

Ha kiilonboz6 sajatértékekhez tartozd sajatalterek mindegyikébdl
linedrisan fiiggetlen vektorokat valasztunk, akkor még ezek egyesitése
is linedrisan fuggetlen lesz.

Kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozé sajatalterek mindegyikébol egy
bazist valasztva, azok egyesitése is linearisan fiiggetlen
vektorrendszert ad.

Ha az n-edrendii A méatrixnak n darab kiilonb6zo sajatértéke van,
akkor diagonalizalhaté.

n kilonb6zo sajatértékhez n figgetlen sajatvektor tartozik ~~
diagonalizalhaté.

3Meiull
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

Algebrai és geometriai multiplicitds kapcsolata

T Egy matrix valamely sajatértékének geometriai multiplicitdsa nem
lehet nagyobb az algebrai multiplicitasanal.

B A matrix, u geometriai multiplicitidsa g = dim(N (A — ul)).
a sajataltér egy bazisa {x1,x2,...,Xg}, kiegészitjiik a Xg41,..., X
vektorokkal az egész tér bazisava.
LIC=[x1 ... Xg[Xg+1 ... Xn] = [X|Y], C 1-et elsd g sora utan
bontsuk blokkokra:
YA
c'l= [w] :

X oszlopai a p-hoz tartozé sajatvektorok: AX = pX.

500 o] =[x v

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Sajatérték, diagor 2016. aprilis 29. 46 / 63
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

Algebrai és geometriai multiplicitas kapcsolata (folyt)
~WX=0,2ZY=0,ZX =1, WY =1, ,.

a2 _ [zax zay]
¢ AC_[W AX Y] = wax way| = 0 WAY

1l ZAY]

ugyanis ZAX = ZuX = pZX = plg, és WAX = yWX = O
a karakterisztikus polinom:

plg — Alg ZAY

— _ g _
0 ° way_a,, = (1 — \)8 det(WAY — M,_,)

~» CLAC és ezzel egyiitt A karakterisztikus polinomjanak u legalabb
g-szeres algebrai multiplicitast gyoke.

3Meiull
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

Diagonalizalhatésag és a geometriai multiplicitas

T Egy n-edrendii négyzetes matrix pontosan akkor diagonalizdlhatd, ha
a sajatértékeihez tartozd geometriai multiplicitasok Osszege n.

B (=) Ha a matrix diagonalizilhatd, akkor a sajatvektoraibdl all6 bazis
elemszama épp a geometriai multiplicitdsok 6sszege, hisz egyetlen
sajatvektor sem lehet két sajataltérben.

(<) Ha a geometriai multiplicitdsok sszege n, akkor minden
sajataltérbdl kivalasztva egy bazist, és véve ezek egyesitését, egy n
sajatvektorbdl all6 fliggetlen vektorrendszert kapunk.

T Ha az A € F"*" minden sajatértéke F-beli (pl. mert F algebrailag
zart test), akkor A pontosan akkor diagonalizilhaté, ha minden
sajatértékének algebrai és geometriai multiplicitdsa megegyezik.

3Meiull
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa

D A spektruma: az A sajatértékeinek halmaza (néhol csaladja), jele
o(A).
m bontsuk fel a C és C~! matrixot is blokkokra a kovetkezSk szerint:

MO ...0O \4
0O Nl ... O L |Ys
= . . . . ,C:|:X1 X2 Xk:|a c = .
0 0 ... M Yi
M0 L. 0]Y]
) O Xl ... 0]]|Y]
A=CACTi =[x X . x| T T
O O ... M||Y]
= M X1Y] + XY + -+ N X Y]
= MP1 4+ XoPo+ -+ APy, 3MEIull
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

T Minden {\1, A2, ..., A} spektrum( diagonalizdlhaté A matrix
felirhato
A= \P1+ XoPo+ -+ APy

alakban, ahol
Pi+Px+---+ P, =1,
P;P; =0, hai#},
P; az N(A — \1) sajataltérre valé O(A — \il) altér menti vetités.

CCl=1é&P, =XY ~ P +Py+ - +P =1
CIC=1wYIX;=1,YIX; =0 (i #£j) ~
PP, = X;YTX;YT = 0.
P2 = X;(YTX/)YT = X;YT = P; ~ P; vetités!
m Mivel barmely két X, Y matrixra O(XY) C O(X)

O(P;) = O(XiY]) C O(X;) = O(X;Y{X;) = O(PiX;) C O(P)).

~ O(P;) = O(X;) = N(A — \1), hiszen O(X;) a \i-hez tartozé
sajataltér. 3MEIul]
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

m Megmutatjuk, N (P;) = O(A — \l).

o

~ O(A = \il1) CN(P;)).

N(A =)\ ) O(P;), igy a dimenziététel miatt
dim O(A — \; ) = d m N (P;), ami bizonyitja, hogy
N(P;) = O(A = Ail).

k

k
AP =AY PJ-) => (A= A\)P;P;=0.
j=1

-
||M»
n

j=1

3Meiull
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

Spektralfelbontas

P Hatarozzuk meg az A matrix spektralfelbontasat.

A =

o O O

1
2
0

N O -

M A sajatértékekbdl és a jobb és bal sajatvektorokbdl:

1 1 17 1 -1 1 o 11
2 2 0 1 0 2 2 2 2
A= H[l -3 —3]+2]1 0 { }:0[0 0 0+20101
0 0 1
0 0 1] 0 0 O 001
m ahol . . -
1 =3 —3 0 3 3
P, = |0 0 0f, P,=|(0 1 0
o o o0 00 1
m Ellendrizhetjik: Py + Py =1, P1P> = O, vetité matrixok, mert
P2 = Py, P% = P,, és a sajatalterekre vetitenek. SMEIu
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

Alterek direkt osszege

D L!V véges dimenzids vt., V1, Vo,....Vx < V. Amh a V tér a V1,
Vo,..., Vi alterek direkt 6sszege — jelolésben V =V Vo B ... B Vi
—, ha V minden vektora egyértelmiien felbomlik egy Vi-, egy Vo-. ..
és egy Vi-beli vektor Gsszegére.
T Legyenek Vi, Vs,..., Vi az n-dimenziés V vektortér alterei. Az alabbi
allitasok ekvivalensek:
V=V1®&VoD...D Vk,
V1, Va,. .., Vi alterek egy-egy bazisanak egyesitése a V bazisat adja,
Mindegyik altér metszete a tobbi Osszegével csak a nullvektorbdl all, és
az alterek Osszege az egész tér, azaz

1 Vin (Zﬁﬁ.vj) — {0}, és
2. V=Vi+WVo+ ...+ V.
m E-ban nem elég kikétni, hogy V; N'V; = {0} barmely i # j esetén!
L! a,b € R? fggtln, V1 = span(a), V2 = span(b), V3 = span(a + b)
V;ﬂVjZ{O}, deRz#Vl@Vz@]&
(0+0+(a+b)=a+b+0). 3IMEI
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Hasonlésag, diagonalizalhatésag

Sajatalterek direkt 6sszege

T Az A € F™" matrix pontosan akkor diagonalizalhaté, ha F" eldall az
A sajataltereinek direkt 0sszegeként.

B Ha A diagonalizalhatd, akkor létezik sajatvektoraibdl allé bazis, mely
a sajatalterek bazisainak egyesitése, tehat B szerint A el6all
sajataltereinek direkt 6sszegeként.

4

Ha [F" el6all A sajataltereinek direkt osszegeként, akkor a sajatalterek
dimenzidinak Osszege n, azaz a geometriai multiplicitasok osszege n,
igy az A matrix diagonalizalhaté.

T Az L:F" — F" lineéaris leképezés pontosan akkor diagonalizdlhaté, ha
F" felbomlik L sajataltereinek direkt Osszegére.

3Meiull
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

Karakterisztikus polinom

Specidlis matrixok

Hasonlésag, diagonalizalhatésag

A sajatérték kiszamitasa

@A Kérdések, feladatok, egyszerii allitasok

3Meiull
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A sajatérték kiszamitasa

Gersgorin-korok

D Gersgorin-kordk: Az n x n-es valés vagy komplex A matrix
Gersgorin-kérein az a;; kozepli, és r?°" sugard G, illetve rP>* sugard

GP** koroket értjik (i =1,2,...,n), ahol

n n
= lagl PP =)lal. (4)
=1 =1

j#i J#i
4 —4 0
P AzA= |2 0 0| matrix Gersgorin korei:
0 1 8 )
_')SA
/ ({150 0SZ
SO 4
53 Y, \ ~sor /N G
NV
NN\
L y4
N o 3Melull
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A sajatérték kiszamitasa

T A valés vagy komplex n x n-es matrix.
= o(A) C U, G,
= o(A) C U, G,
m o(A) € (U; 6" nU; 67%),
m Ha a G kordk egy k-elemii részhalmaza diszjunkt a maradék n — k
kor mindegyikétdl, akkor unidjuk multiplicitassal szamolva pontosan k
sajatértéket tartalmaz.
B (), x) sajatpar, max; x; = 1, tehat |x;| <1 (j=1,2,...,n).
A= Ax; = [)\X],’ = [AX],’ = Zj ajjX;, igy A — ajj = Zj?é" ajjX;, tehat

n n n
doapxgl < layllxl <) layl = .
j=1 j=1 j=1
J#i J#i J#i
B(r) = rA+ (1 —r)diag(ai1,- .-, ann), igy B(0) = diag(ai1,-. .-, ann),
B(1) = A. Viltozzék r folyamatosan 0-tél 1-ig.
K Barmely soronként dominans f6atléji valés vagy komplex matrix

invertalhat6é. Hasonlé igaz az oszloponként dominans f6atléja
matrixokra is. (Hisz Gersgorin-korei nem tartalmazzak az origét Bmeiull

A — aii| =

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Sajatérték, diagor 2016. aprilis 29. 58 / 63



A sajatérték kiszamitasa

Hatvanymaddszer

D Egy sajatérték szigorian dominans, ha egyszeres multiplicitdsd, és
abszolit értékben nagyobb az dsszes tébbinél. (szigorian dominans
sajatvektor, sajataltér, sajatpar)

M A € R™" \; szigorGan dominans sajatérték, (A, v;) sajatpar,

IA1] > [Xa| = -+ = |Am|, (A1 valés, egyébként A is sajatérték lenne).
Legyen x = c1v1 + GVo + - -+ + CmVm, k > 0 egész:

Akx = clAkvl + C2AkV2 + e+ cmAkvm
= C1/\/1(V1 + CQ)\12<V2 —+ -+ CmA;Vm.
Ekkor Af-val valé osztas utdn k — oo esetén
1 A\ Am\ ¢
—kAkx =qvi+ o <2> Vo4 4 Cpy <m) Vg, — C1V1,
Tehét ha ¢; # 0, akkor A¥x irdnya tart a dominéns sajatvektor
irdnyahoz. 3IMEuIl
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A sajatérték kiszamitasa

T Hatvanymédszer: Ha \; az A € R™*" matrix szigordan dominans
sajatértéke, akkor létezik olyan xq vektor, hogy az x, = Akxq
vektorok altal kifeszftett alterek sorozata a dominans sajataltérhez

konvergal, mig 2%

“ — X (Gn. Rayleigh hanyadosok).

1.7 09
P Legyen A = lo'g _0'7] .
k 0 1 2 3 4 5 6 7
Aky 0 0.9 0.9 2.7 4.5 9.9 18.9 38.7
1 —0.7 1.3 -0.1 2.5 2.3 7.3 11.9
X0 xp
X4
Xk
X3
X1
3Melull
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Kérdések, feladatok, egyszerii allitasok

@ Kérdések, feladatok, egyszerti allitasok

3Meiull
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b~

b~ T ~ 1N~

Kérdések, feladatok, egyszerii allitasok

Ha az A € R"™" métrixot C folSttinek tekintjilk, és A sajatérték,
akkor A is.

A és AT sajatértékei azonosak, azonos algebrai multiplicitassal.
Ha A minden sor- vagy oszloposszege c, akkor c az A egy sajatértéke.

Ha (A, x) az A egy sajatparja és p egy polinom, akkor (p()), x)
sajatparja a p(A) matrixnak.

A Ha A /B € F"*" és legalabb egyikik invertalhatd, akkor AB ~ BA

™ >

(tehat sajatértékei azonosak).
Ha A € F™*" B € F"™™ és m > n, akkor xag(x) = x™ "xga(x).
0m Om><n Im —A

B BA | |Opxm |y

AB O,n] [ 1m A
B On N OI‘IXITI In

3Meiull
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> D>

D

W >

Kérdések, feladatok, egyszerii allitasok

Ha A invertalhat6 és diagonalizalhaté, akkor A~1 is diagonalizalhaté.
Ha A a zérusmatrixtdl kilonbo6zé nilpotens matrix, akkor nem
diagonalizalhaté.

Ha P vetité matrix (idempotens, azaz P2 = P), akkor P
diagonalizalhaté, és minden sajatértéke 0 vagy 1.

Az A € C™" sajatértékek folytonos fliggvényei a matrix elemeinek.
A karakterisztikus polinomot definialé determinanst a kigydk
Osszegére bontva lathatd, hogy xa minden egyiitthatéja A elemeibdl
képzett szorzatok Osszege, tehat azok folytonos fliggvénye.

Egy komplex polinom gydkei az egylitthatok folytonos fliiggvényei.
Legyen A € C™™ B e C™", X e C™", x az A egy sajatvektora,
y" a B egy bal sajatvektora.

(a) lgazoljuk, hogy az

L:C™"— C™" X+ AXB

linearis leképezés, melynek xy" egy sajatvektoral

(b) trace(L) = trace(A)trace(B) 3MEIul
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