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Hogyan valasszunk bazist, ha a matrix téglalap alak(? Mit tehetiink
még, ha a matrix nem diagonalizalhaté?

AV — V lineéris transzformacidk ortogonalis diagonalizalasat fogjuk
altalanositani V1 — Vs lineéris leképezésekre.

Az A € R™*" matrixhoz olyan {vi,va...,v,} CR" és
{ug,uz,...,un} C R™ ONB-okat keresiink, melyekben A matrixa
diagonalis.
Av; = oju;, ahol 1 < i < min(m, n)
Ha az R"-beli x L y vektorok legalabb egyike az ATA sajatvektora,
akkor Ax L Ay
x-y=0, ATAy = \y ~~
Ax-Ay = (Ax)TAy = xTATAy = x- (\y) = A(x-y) =0
Komplexben AHA-vall
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Szingularis érték, szingularis vektor

B A: x +— Ax leképezés kolcsondsen egyértelmii a sortér és az oszloptér
kozott (komplex fiiggvény esetén O(AM) és O(A) kozétt).

m ATA szimmetrikus és pozitiv szemidefinit ~» ortogonalisan
diagonalizalhaté és a sajatértékei nem negativak

m sajatvektorokbdl ONB, a pozitiv sajatértékekhez tartozok kifeszitik a

sorteret (V(ATA) = N(A) merdlegesét)

{v1,...,v,} a sortér bazisa ~~ Av; OB az oszloptérben

|AV;|2 = v]ATAv; = \;|v;|> = )\

L! g; = \/)T,', u, = AV,‘/O’,‘ ~ {Ul, .. .,u,} ONB

Az r rangi A € R™" matrix szingularis értékeinek nevezziik az ATA

pozitiv sajatértékeinek négyzetgyokeit (o1 = 02 > ... > o, > 0).

Az ATA matrix valamely o2 sajatértékéhez tartozé egységnyi v

sajatvektorat az A jobb szingularis vektoranak, az u = %Av

egységvektort pedig a v-hez tartozé bal szingularis vektoranak

nevezziik. 3MEiull
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\u,-| =1 (I: 1,2,...,[‘) ~ |AV,'| = 0j

m Ugy is definidlhatd, hogy ha k = min(m, n), akkor a szingularis értékek
szama k, és értékiik nem negativ, igy 0,41 =042 =+ =0, =0.
Ha o t-szeres multiplicitasi szingularis értéke A-nak, akkor o az

AT A-nak t-szeres algebrai (és t-szeres geometriai) multiplicitast
sajatértéke, igy a o-hoz tartozé jobb szingularis vektorok a sortérben,
a hozza tartozé bal szingularis vektorok pedig az oszloptérben
t-dimenzids alteret feszitenek ki.

Ha Av = ou, akkor ATu = 1ATAv = 152y = gv, tehét az
Av=ou, ATu=ov (1)

Osszefliggések parba allitjak a jobb és bal szingularis vektorokat.
Ha A € C"™", akkor a sortér helyett a sortér konjugéltjaval, azaz az
O(AM) altérrel, transzponalas helyett adjungalassal, tehat ATA
helyett az AHA matrixszal igazak maradnak a fentiek.
3Melull
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P Hatarozzuk meg

A [—4/13 61

11/13 —4
szingularis értékeit, és keressiink megfelel6 ONB-t a sor és

oszloptérben.

73 —36
—-36 52
Ay =25 ~ o1 =10, 0o = 5.

ATA sajatparjai: (100, (4/5, —3/5)), (25, (3/5,4/5)).
jobb szingularis vektorok: vi = (4/5, —3/5), vo = (3/5,4/5)

A B R
111/13 4 _3/5 - 12/13 ’ 111/13 —4 4/5 - 5/13 ’

~ up = (—5/13,12/13) és up = (12/13,5/13) a hozzajuk tartozé bal
szingularis vektorok.

M ATA = , ~ X(x) = x? — 125x + 2500 ~ A\; = 100,

3Meiull
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Redukalt szingularis felbontas és annak diadikus alakja

] Zl = diag(al,...,ar) U1 = {ul,...,u,}, V1 = {vl,...,v,}
Av; = ou; ~ AV] = U1X, azaz

o1 0 0
A{vl Vo o oL v,}:[ul u ... u,} 0 0:2 0
0 0 oy

~ A =U1X;V] (mert V; oszlopvektorai S(A) ONB-a, igy AVVT = A)

D Redukélt szingularis felbontds: A = U;X;V] (A = U;X;1VY), ahol
V1, U; szemiortogonalis (,,szemiunitér”), X; négyzetes diagonalis
pozitiv foatléval

D Szingularis felbontas diadikus alakja:

A= alule + UgUgv; + -+ U,urvf
3MEull
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Szingularis felbontas, SVD

o ¢ ¢

Egészitsiik ki Vi-et ortogondlis V matrixsza: n > r esetén

Vo= [Vt ..o va|, V= [Vi] Vo]

V, oszlopvektorai kifeszitik a nullteret ~~ r < i < n esetén Av; =0
~ AV = [U1|0]

Egészitsiik ki Uj-et ortogonélis U méatrixsza: m > r esetén

Us= U1 oo up|, V= [Us]U)]
Egészitsiik ki X1-et m X n-es matrixsza:
AV = UZX, ugyanis AV = A[V;|V,] = [UlyO] = [U1|U2][ 5 §] = UZ
A=UxV'

Szingularis felbontas: A = UXVT (komplexben A = UXVH), ahol V

és U ortogonalis (unitér), X valds diagonalis (monoton csokkend
nemnegativ diagonélis elemekkel)

[210

3Meiull
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L étezés és egyértelmiiség

T

$ ¢ m3 3

m ¢

Minden A € R™*" ('€ C™*") matrixnak létezik szingularis és
redukalt szingularis felbontasa, melyben a szingularis értékek monoton
csOkkend sorozata egyértelmii.
Maga a felbontas nem egyértelmi!
A matrixok méreteit is kiirva Apxp = UmesznVIxn
ATA € R™" szimmetrikus (A"A 6nadjungélt), pozitiv szemidefinit
ortogonalisan (unitéren) diag-haté és a diag. elemek nemneg. valésok
sajatvektorokbdl — ONB — V ortogonalis (unitér).
(AV nemnulla oszlopvektorai) U (NV(AT) egy ONB-a) — U
FJA=UXVT (A=UXVH), X-ben a sajitértékek négyzetgyokei.
ha A = UXVT egy felbontas, akkor

ATA = (UzvHTuzVv' =vzTUTUZV = v(ZTD)VT,
2 elemei a sajatértékeinek gyokei, ugyanis
THY = 7Y = diag(0?,03,...,02,0,...,0) és a sajatértékek

egyértelmiiek, igy a szingularis értékek is.
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SVD kiszamitasa

P Szamitsuk ki az

0o -2 2
A=|-2 3 -2
4 -2 0
matrix szingularis értékeit, és irjuk fel szingularis felbontasat!
20 —14 4
MATA=|-14 17 -10
4 -10 8
x(x) = x3 — 45x2 4 324x, gyokei 36, 9 és 0 ~ a szingulris értékek 6
és 3
m ATA egységnyi sajatvektorai:
A1 =36 V1 = (2/3’ *2/3) 1/3)
A= 9 vo = (2/3,1/3,—2/3)
A3= 0 vz = (1/3,2/3,2/3). 3Melull
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B

AV,':U,'U,' ~ U/:AV,'/O',' ~oup = =

Av,  (2,-4,4) (1 22)

o1 6 3733
LA (-212) (_2 1 2)
27 %oy 3 U333

u3 igy nem szdmolhaté (Avs = 0), igy az {uj, uz} rendszert nekiink
kell kiegésziteniink R3 bazisava.
O(A)*+ ONB-at keressiik:

1 -2 21 [10—2
%

2
_1
2 12 01—21_“‘3_3f

span(uy, up)*: [

0 -2 4 2
oA |2 3 -2 [(1) (lJ :g] — uz=112
2 =2 0 1
uz = u; X Uy = (—2/3, —2/3, —1/3).
/3 —2/3 2/3 2/3  2/3 13
U=|-2/3 13 2/31 V=|=-2/3 13 23
s 23 13 3 —=2/3 23 3IME Il
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m Szinguléaris felbontas:

0o -2 2 /3 =2/3 2/31 16 0 0| |2/3 —2/3 1/3
-2 3 =2|=|-2/3 13 2/31 |10 3 0| |23 13 =2/3
4 -2 0 2/3 2/3 13110 0 O] Y3 2/3 2/3

m Redukalt szingularis felbontas:

0 2 2 s l6 0] [2/3 ~2/s 1/3]

R R |
m Szingularis felbontas diadikus alakja:
0o -2 2 % _%
2 3 2| =s|-3| [t -3 3]+3| [ 4 3]
4 -2 0 5 o

4/3 _4/3 2/3 _4/3 _2/3 4/3
= —8/3 8/3 _4/3 + 2/3 1/3 _2/3
83 —8/3 43 Y3 —3|amewn
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01

Szamitsuk ki az A = |1 1| szingularis érték szerinti felbontasat!
10
ATA = [21], karakterisztikus polinomja A2 — 4\ +3 = (A —3)(\ — 1)

A szingularis értékei v/3 és 1. A hozzajuk tartozd egységnyi hosszii
sajatvektorok vi = (1/v2,1/v2), vo = (=1/v2,1/v2). Igy

Vzll/ﬁ _1/\/517 > _ V3 0

0 1
1 1
V2 Yv2 0 0
Az u; = Av;/oj: uy = %(1,2, 1), up = %(1,0, —1).

(u3 = u; x uy is megy) AT nullterének bazisat keressiik:
ATx =[913]x = 0 megoldsa: uz = %(1, -1,1)
Tehat a szingularis felbontas

Uve  Yvz  Yvi| [V3 0 Vs 1/vs
2/\V6 0 -Yv3| |0 1 [1/\@ 1/\@] .
Yve —1vz2 13 |0 0 SIME ]
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ATA és AAT

m A szdmolas kezdhetd U meghatarozasaval is. ATA és AAT nem zérus
sajatértékei megegyeznek,

AAT =uxzVvT(UzZV")T =uzv'vz'uT =Uuzz U’

T ATU,'
A'u; =ojv;, azaz v; = )
gj
m érdemes AAT-t hasznalni, ha m < n, mert ekkor csak m-dimenziés
vektorokkal kell szdmolni.

3Meiull
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Szingularis felbontas geometriai interpretacidja

m LI A=UXVT 2 x 2-es 2-rangii

U oiug
—>

p
—_— € S
02€2
g2
V2
1 g1€ei
Vi

m Ll A=UXVT 2 x 3-as 2-rangl
VT o1uq

0262

V3
V2 e o 161
es3
Vi

o2u2

3Meiull
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Egységgomb képe

T A c R™" rrangli, az x — Ax leképezés az e'e = 1 egyenletet
kielégité pontokat az R™ egy r-dimenziés altere

egy ellipszoidjanak feliiletére képzi, ha r = n, és
egy ellipszoidja altal hatérolt tartoméanyara képzi, ha r < n.

B A szingularis felbontas diadikus alakja:

A= alule + JQU2V;— + -+ J,urvrT.

le| =1~ [VTe|2=(v{e)?>+---+ (vle)? =1, hisz V ortogonilis

Ae = Jlulv}—e + azuzv-zre + 4 o,urv-rre
= (o1v] e)uy + (oovie)uz + - - - + (o,v]e)u,
= X1up + Xou2 + -+ + XeUp,

ahol x; = ovle (i=1,2,...,r).

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Szingularis érték, 2016. aprilis 29.
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mL!x=(x,x,...,x,0,...,0) ~ Ae = Ux ~ |Ae| = |Ux| = |x|

x ) x\? X\ T )2 T \2 T \2
() +(2) s (2) =l + (Jep+-+ o)
o1 o2

< (vie)? +(vie)’ + -+ (vye)? =1
Eszerint az egyenlet

2 2 2
<X1> +<X2> _|__|_(Xr> :17 har:n'
o1 02 Or
2 2 2
<X1> +<)(2> +...+<Xr> <1, har<n.
o1 (op)) Or

3Meiull
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Polarfelbontas

m re'¥: egy nemnegativ nyljtasi tényezd (r) és egy egységnyi abszolit
értékii komplex szam (e'?, ami a komplex sikon ¢-vel valé forgatas)
szorzata.

D Polarfelbontason egy négyzetes matrixnak egy pozitiv szemidefinit és
egy ortogonalis matrix szorzatara valé felbontasat értjik.

T Barmely komplex (valds) négyzetes A matrix el6all
A=PQ

alakban, ahol P pozitiv szemidefinit énadjungalt (szimmetrikus)
matrix, Q pedig unitér (ortogonalis). Ha A invertalhatd, akkor P
pozitiv definit, és a felbontas egyértelmd.

3Meiull
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B A =UxV" = uxzuHuvt = (UZU")(UV"), ahonnan P = UXU",
Q = uvH.
P 6nadjungélt, hisz (UXU")" = uxHuH = uzut.
A P pozitiv szemidefinit, hisz hasonlé a pozitiv szemidefinit X
matrixhoz (ha A invertdlhatd, akkor X pozitiv definit)
Q unitér (ortogonalis), hisz két unitér (ortogonalis) matrix szorzata.

A P egyértelmii (nem csak akkor, ha pozitiv definit), ugyanis
AAY = PQQ"P" = PPH = P?,

azaz P = VAAH, és pozitiv szemidefinit énadjungalt matrix
négyzetgyoke egyértelmii az 6nadjungalt pozitiv szemidefinit matrixok
korében.

Ha P pozitiv definit, akkor invertalhaté, igy Q = P1A is egyértelmii.

3Meiull
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m analégia a determindnson is: detP = r, det Q = e'¥ (hisz Q unitér),
det A = re'¥.

m Forditott sorrend: azonos unitér (ortogonalis) matrixszal:
A =uxVvH = uvivzvH = (uvt)(vzVvH) = QP,

m Valés polarfelbontas geometriai jelentése: minden matrixleképezés két
olyan leképezés kompozicidja, amelyekbdl az egyik forgatja vagy
forgatva tiikrozi a teret (Q), a méasik pedig egy ortonormilt bazis
tengelyei mentén nydjtja/6sszenyomja a teret minden tengelyirdnyban
egy-egy nemnegativ tényezével.

3Meiull
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P Polarfelbontasait szamitsuk ki

0 —2 2
A=|-2 3 -2
4 -2 0
BP=UXUT, Q=UVT, p=vzVH
[ 2 —2 0] [-4p
=PQ=|-2 3 —2||-4o
0 -2 4| 7
[—4/9 —8/9  1/9 4
=QP=|—-4%9 o —8fg||-2
| 7)o Ao 4o 0
—2 0|fo 0o 1 001
3 —2/{010/=]010
—2 4||l1 0 0 100
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Pszeudoinverz

T A valds métrix és A = U3 X,V = UXVT. Ekkor
AT =v;z U] =vZtul

B Az A = U;(X;V/) felbontasban U; teljes oszloprangi, X1V teljes
sorrangu:

-1 -1
At = (ZVD)T (TVI(E VD)) (Ufu) Ul = viEE U]

=V, tul.
Ebbdl kovetkezik a masik egyenl6ség is, mivel
b oo||uf -
vztyT = [vl v2} [ o 01 [Uﬂ =V, x;tu].

m Komplex: A = UXVH = U;Z;VH s At = vETUM = vz 1UM.
3ME(ull
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P Szamitsuk ki a pszeudoinverzét!

0o -2 2
A=|-2 3 -2
4 -2 0

M Az A matrix redukalt szingularis felbontasa

Al _; _i [6 011[2 -2 1]
35 o l03/3]2 1 -2

amibdl a pszeudoinverzet megadé At = Vl}:l_lUI képlettel

2 2ln; -1 o 2
A+:1—2 1 6?1 1_22:_3 1 %
317 o0 3)3[-2 12 9 ¥
6 9 9

3IMEw
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Frobenius-norma

D Az A € C™*™ matrix Frobenius-norméaja

T Frobenius-norma ekvivalens alakjai

|A|| g = y/trace(AHA) =

B AMA itl¢janak j-edik eleme éppen |A,;|2
nyom = sajatértékek Osszege,

az AHA sajatértékei = A szingularis értékeinek négyzetei
3Melull

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Szingularis érték, 2016. aprilis 29. 23 /27



Kis rangl approximacio tétele — Eckart—Young-tétel

T L' A r-rangl Ay = E,"‘:l ojuv]. Ekkor Ay az A métrix legjobb
legfoljebb k-rangi kozelitése, azaz

min [|[A—-B|l-=|A-A = o2,
B A =Bl = 1A= Adls = 3 o

B A=UXVT az SVD, és legyen C = VBUT, azaz B = UCVT,

|A- B[} = |uzvT - UCVTHi = |uz - C)VTHi

= trace (U(Z — C)VT)T(U(Z - C)VT))

= trace (V(E — €)T(Z ~ C)VT) = trace (£ - €)(T - C))
=|Z-C|f= Z loi — il + Y Ieil?

i#j 3Meiull
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1,2 3, 4,8, 12, 40, 97, 194.

11 o p—
2;-5 e m s m=|~=
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Méogattes tartalom analizise

A latent semantic indexing (LSI) vagy latent semantic analysis (LSA)
O Az egy dokumentumban szerepld szavakat 6sszekapcsolja a
dokumentum tartalma, e kapcsolatokat — a szavak mogott [évo
tartalmat — az SVD kiemeli, mint lényeges informaciét.
A sorai a szavakat, oszlopai a dokumentumokat reprezentaljak.
tij az i-edik sz6 gyakorisdga a j-edik dokumentumban és T; a teljes
szbveggylijteményben

n 7k lk
a,J—(l—i—Z L )Iog(l—i—tu)

az elso tényezo egy csak az i-edik szénak az egész gylijteményhez

valé kapcsolatatdl fliggd globalis stly, a masodik csak a lokalis érték
fuggvénye.

A = UXVT &s kozelitése Ag = UZ V]

Uy, illetve Vi oszlopainak vektorterében a szavak, illetve
dokumentumok kapcsolatat a hozzajuk tartozd vektorok helyzete
jellemzi 3MEIull
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