NEV NEPTUNKOD
Bevezetés az algebraba 2 2. vizsga — elmélet 2016-06-15

Az irasbeli dolgozat elsd felében tesztkérdésekre kell vdlaszolni, melyekre dsszesen 20 pont kaphaté. A mdsodik
részében definiciok és tételek preciz megfogalmazdsdt kérjik. A matematikailag korrekt vdlaszra adunk maximdlis
pontszamot. Az utolsé részben bizonyitdsokat, vagy azok egyes részeit kell tomaoren, de vildgosan leirni. A vdla-
szokat irjuk a kérdéshez tartozo tires dobozba! Kidolgozdsi idd 60 perc. Semmilyen segédeszkioz nem haszndlhato!

1. Mindegyik &llit4srol allapitsuk meg, hogy igaz vagy hamis (I|H)! (6 pont)

a) Ha egy V vektortérnek B egy bazisa, és W a V egy altere, akkor a B bazisnak van olyan részhalmaza, mely

a YV bézisa.

b) Egy Jordan-blokk minimdalpolinomja megegyezik a karakterisztikus polinomjaval.

¢) Ha egy n x n-es komplex métrix unitér, akkor normadlis is.

d) A sajatértékek geometriai multiplicitdsainak osszege megadja a matrix Jordan-blokkjainak szamat.
e) Minden valés matrix hasonld egy valés fels6hdromszog-matrixhoz.

f) Minden nilpotens métrix diagonalizalhato.

NN

2. Melyik altér az alabbiak koéziil az R feletti valés szamsoro-
zatok vektorterében? (a)konvergens valés sorozatok, (b)a di-
vergens valds sorozatok, (c) zérussorozatok, (d) 1-hez konver-
gald sorozatok, (e) Z-beli elemekbdl 4116 sorozatok. (2 pont)

3. Legyen V vektortér és legyen benne W altér. Mik lesznek
a V/W faktortér elemei és hogy vannak értelmezve rajtuk a
miiveletek? (2 pont)

4. Egy valés ortogondalis matrix valoés blokkdiagonalis alakja-
ban milyen 2 x 2-es és 1 x 1-es blokkok vannak? (2 pont)

5. Legyen ej,...,e; egy V valés euklideszi tér egy W alte-
rében ONB. Hogyan szamithaté ki egy v € V vektor W+
altérre valé merdleges vetiilete e bézis segitségével. (A ska-
laris szorzat legyen az f(.,.) vagy a (.,.) bilinearis figgvény.)

(2 pont)

6. Legyen U = VD W, és legyen {uy, us,...,u,} az U bazisa
ugy, hogy V bézisa {uj,...,ux}, W bézisa {ugs1,...,un}.
Irjuk fel a W mentén V-re valé vetités egy sajatvektorokbol
allé bazisira vonatkozé matrixdt. (2 pont)

7. Tekintsiik valds matrixokon az aldbbi métrixtulajdonsdgokat: (A) szimmetrikus, (B) ferdén szimmetrikus,
(C) normélis, (D) ortogondlis, tovdbbé a kovetkezdket: (a) ortogonalisan diagonalizdlhatd, (b) unitéren diago-
nalizalhato. (2 pont)

Mindegyik nagybetiis tulajdonsagot allitsuk parba valamelyik
kisbetissel, és jelezziik a koztiik 1év6 implikacié irdnyat (azaz
X &z, X =z, X < z alaki kapcesolatok listdjat kérjik).

8. Az aldbbi tablazat bal felében egy nem nulla A € R?*? egyiitthatématrixi x' = Ax diffegyenlet-rendszer
x = 0 megoldasanak tulajdonsidgai sorszamozott listajat, jobb felében sajatértékeikre vonatkozo feltételek be-
tlikkel jelolt listajat taldljuk. Adjuk meg, hogy melyik tulajdonsag mely sajatérték feltételek esetén teljesiilhet.

(2 pont)

tulajdonséig A1, Ag
Re()\l) > O7 RG(AQ) >0
e()\l) <0, RG(AQ) <0
e()\l) =0, Re()\g) <0

1: aszimptotikusan stabil A:
stabil B:
3:  instabil C:
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9. Mit értiink azon, hogy egy V vektortér a W; (i = 1...k) altereinek direkt Osszege? (definicid) (2 pont)

10. Definidljuk egy bilinedris fiiggvény Gram-méatrixdnak a fogalmat! (2 pont)
11. Fogalmazzuk meg a Gersgorin-korokrol szolo tételt! (8 pont)
12. Mondjuk ki a Fisher-egyenl6tlenségrol szolé tételt! (3 pont)

13. Mondjuk ki és bizonyitsuk be a linearis egyenletrendszerek optimalis megoldasanak QR-felbontdssal vald
elBallitdasarol szol6 tételt! (5 pont)

14. Mondjuk ki és bizonyitsuk be a tehetetlenségi tételt! (5 pont)




