Tartalomjegyzék

Kodelmélet és kriptografia

Wettl Ferenc
2010-02-08 v0.01

I1. Zajmentes csatorna, forraskod|

|L.1. Entropia = informécié = bizonytalansag| . . .

|1.2. Feltételes entropial .

I1.3. Egvértelmd dekddolhatosdgl . . . . . . . . ..

I1.4. Zajmentes kodolasi tétell . . . . . .. ... ..

2. Zajos csatorna, hibajavitas|

2.1. Peldakl. . ... ...

B Lincans kod
3.1. Alapfogalmak] . . . .

13.5. Dekodolas, szindréoma)

13.6. Kod konstrukcioja kodbol| . . . .. ..o

4. Hamming kod|

4.1. A Hamming kéd tulajdonsagail . . . . .. ..

4.2, A szimplex kod tulajdonsagail . . . . . . . ..

4.3. Boévitett binaris Hamming-kod| . . . . . . ..

4.4, Flsérendd binars Reed—Muller-kod . . . . . .
1.5, Hadamard dekédolas| . . . .. ... ... ...
B CiEkus kod

|A. Fuggelék: Véges testek]

10

10
10
11
12

12

13
13
14
15
15

16

Jelolések

GF(q), F, ¢ elemi véges test

F,[x] I, feletti polinomok gytirtje

Fqlz]n n-nél kisebb foku F, feletti polinomok
da Hamming-tavolsag

wt Hamming-suly (a 0-sz6t6l valé tavolsag)
Sr.q r paraméterd F, feletti szimplex kod
H, 4 r paraméterd I, feletti Hamming-kod
EH, 4 kiegészitett Hamming-kod

RS+ Reed—Solomon-kod

RMq- Reed—Miiller-kod



1. Zajmentes csatorna, forraskod

1.1. Entrépia = informacié mennyisége —
bizonytalansag mértéke

Legyen az X valoszintiségi valtozo eloszlasa {p1, pa,...,Dn},

ahol p; = p(z;) := P(X = x;). Az z; bizonytalansagat meg-

ado fiiggvény nd, ha p; csokken, és ez a bizonytalansag csak

p;-t6l fiigg, jelolje ezt H(p;). Pl. H(1) = 0, hisz az 1 valoszi-

niiség kimenetel bizonytalansidga 0, H(0) = oo, és legyen
1

H(3) =1, azaz az 1/2 valoszintiségli esemény bizonytalan-

sagat valasszuk egységnek (1 bit vagy 1 Shannon). Legyen

1
H(p) = log]; = —logp.
Egy valoszintségi valtozd entrépiajan bizonytalansaganak
varhato értékét értjikk. Ezt H(X) vagy H(pi,po,--.,Dn)
jeloli, azaz
H(X) =

E(—log(p

n
sz log — == pilogp;.

i=1

(1)
A bizonytalansag nagysagat méri az az informacié, mely
az eloszlatdsdhoz sziikséges. A bizonytalansag, és igy az
informécio leggyakrabban hasznalt mértékegysége a bit (=
Shannon).
A fenti képlet gy értendd, hogy 0log0 = 0 (miért?).

1.1. feladat. Konkrét példikon gondoljuk végig, hogy az
alabbi tulajdonsagok joggal elvarhatok egy bizonytalansé-
got kifejezé fliggvénytdl.

1. Az X valoszintségi valtozo ,bizonytalansdga” nem fiigg
mastol, mint az X valdszintiségeloszlasatol, és nem fiigg
a p; értékek sorrendjétdl sem, azaz H szimmetrikus;

2. H(p1,p2,.-.,pn) > 0, és pontosan akkor 0, ha valamely
i-re p; = 1;

3. H folytonos;

4. (p17p27"‘7pn7 ) (p17p27"‘7pn);

5. H(p p27>pn)§H(ﬁ7E7ﬂ%)a

1 1 1.

6. H(;E... ) (m7m)...7m),

TOHGL. L Ay gL Ly g1y

8. Hap=pi+--+pn,¢=q+ +gn éspt+q =1, akkor
H(p1,- P @1y -+ Gm) = H(p,q) + H(p1,...,pn) +
H(q1,...,qm)-

Konnyen belathatd a kovetkezd tétel:

1.2. tétel. Hap, >0 (i=1,...,n), és >, p;i =1, akkor
a fenti 8 feltételt kielégitd fiiggvény alakja
H(p1,pa,....pn) = —c Y _ pilogpi,

ahol ¢ egy tetszdleges pozitiv konstans.

1.3. hazi feladat. Az entropia tulajdonsagai. Mutas-
suk meg, hogy

1. ha az X valoszintiségi valtozo értékkészlete n elemti,
akkor 0 < H(X) < logn, és a bal oldalon egyenlGség
akkor és csak akkor all fenn, ha az X valvaltozo 1 valo-
szintiséggel konstans, mig a jobb oldalon akkor és csak
akkor all egyenl@ség, ha X egyenletes eloszlasi.

2. HX,)Y)< H(X)+ H(Y), és egyenlsség akkor és csak
akkor all fenn, ha X és Y fiiggetlenek.

1.4. példa. Adva van n érme, melyek koziil lehet, hogy
az egyik hamis, és akkor a sulya kiilonbozik a tobbiétsl
(kénnyebb vagy nehezebb). Van egy kétkari mérlegiink,
mellyel k mérést végziink, hogy megtalaljuk a hamis érmét,
és hogy megmondjuk azt is, hogy kénnyebb vagy nehezebb a
tobbinél, vagy hogy bizonyitsuk, nincs az érmék kozt hamis.
A mérésekkel szerezhets informacio felhasznalasaval adjunk
n-re felsé becslést. (1d. még a példat)

Megoldds. 2n+1 lehet6ség van: az n érme valamelyike nehe-
zebb a tobbinél, az n érme valamelyike kénnyebb a tébbinél,
vagy mind egyforma nehéz. A feladat alapjan minden ese-
tet egyforman valoszintinek kell tekinteniink, mivel semmi
informacionk az eloszlasra, azaz az entropia log(2n+1). Az
egy méréssel megszerezhetd informacioé legfoljebb log 3, hisz
minden mérésnek 3 eredménye lehet, a mérleg balra billen,
jobbra billen, egyenstlyban marad. Igy k, a mérések szama
minimum log(2n + 1)/log 3. Innen n < (3F —1)/2.

FElemi okoskodassal is megkaphat6 ez az eredmény: min-
den mérésnek 3 eredménye lehet, igy k méréssel 3% kiilon-
boz6 ,allapot” kiilénboztethets meg, igy 2n + 1 < 3%, ami
ugyancsak a fenti eredményt adja. O

1.2. Feltételes entropia

Egy kommunikacids csatorna mindkét végén megjelenik egy
valvaltozé: a bemenetit jelolje X, a kimenetit Y. Kett&jiik
viszonyat fejezik ki a kovetkezd fogalmak. Az X, ill. YV
értelmezési tartoméanyat jelolje X, illetve V.

Az (Y|X = x) feltételes valoszintiségi valtozo eloszlasa

p(x,y)
py)

P(Y = y[X = 2) = p(ylz) = yey

z (Y|X = z) entropiaja

HY|X =2)=-)_ plylz)log p(y|z).
yeY

A H(Y|X) feltételes entropia definicidja:

H(Y|X) = Y pl@)H(Y|X = 2)
TeX
== p) Y plylr)logp(ylz)
rzeX yey
==Y "> plz,y)logp(ylr)
rzeX yey



1.5. hazi feladat. Mutassuk meg, hogy
1. HX,)Y)=H(X)+ HY|X)=H(Y)+ H(X|Y).

2. 0 < H(X|Y) < H(X), és a bal oldalon egyenldség csak
akkor all fenn, ha 1 valoszintiséggel fiiggvénye X az Y-
nak, mig a jobb oldalon csak akkor &ll egyenlGség, ha
X és Y fiiggetlenek.

Az X és Y valvaltozok kolcsonos informaciojan az
mennyiséget értjik.

1.6. hazi feladat. A ko6lcs6n6s informacié tulajdon-
sagai. Mutassuk meg, hogy

L I(X,Y) =Y, p(z,y)log 254

2. I(X,Y) >0,

3. I(X,Y) = HX)-H(X|Y) = H(Y)—H(Y|X), azaz X
bizonytalansidga I(X,Y )-nal csokken, ha ismerjiik Y-t,

4. I(X,Y) < H(X), I(X,Y) < H(Y).

1.3. Egyértelmi dekdédolhatosag

A kovetkezdkben a forrasabécé legyen a véges X', a kddabécé
a véges ) halmaz. A koédszavak az V* elemei, azaz az )
elemeibdl all6 véges hosszi sorozatok.

Egy f: & — Y* fliggvényt kdédnak neveziink, az X*
elemeit lizeneteknek. Az f : X — Y* kod egyértel-
mien dekodolhato, ha barmely két u # v lizenet esetén

flun) f(u2)... f(ug) # f(v1)f(v2) ... f(vm). Az f kod pre-
fix, ha egyik kodszo sem folytatasa egy masiknak. Egy pre-
fix kod egyértelmien dekodolhato. Az f(x) kodszo hosszat

|f(x)] jeloli.

1.7. tétel (McMillan). Minden egyértelmien dekddolhato
f:X = Y* kadra

n
3 sl <1,
i=1

ahol n = |X| és s =)

Bizonyitds. Mivel

n N n n
(Z S—If(w)l) - Z Z s~ (@) ++F(ziy))
i=1

=1  in=1

=1

ahol L = maxi<;<n |f(x;)|, és A; az Osszes olyan [-hosszl
kédbettisorozatok szama, melyek N kddszo egymés utan ira-
saval keletkeztek. Az Osszes ilyen sorozat kiilonbozs az egy-
értelmii dekodolhatosag miatt, ezért A; < s'. Igy

n N
<Z Slf(a:i)|> < NL,
i=1

azaz
n
ZS—IJ"(%)\ < ¥YNL -1,
i=1
ami bizonyitja az allitast. O

1.8. tétel (Kraft). Ha azly, lo,...

n
Zs*l"' <1,
i=1

akkor létezik olyan f prefix kod, hogy |f(x;)| = l;, ahol i =
1,...,n.

, I pozitiv egészekre

1.4. Zajmentes kodolasi tétel

1.9. tétel (Zajmentes kodolasi tétel). Legyen X diszkrét
valdszinidségi vdltozo. Ekkor létezik olyan E : X — {0,1}*
és D : {0,1}* — X figgvény, hogy minden x € X elemre
D(E(x)) = x, tovdbbd

E (@) € [HX), HX) +1].

2. Zajos csatorna, hibajavitas

2.1. Példak

2.1. példa (Alappéldak). Az alabbi 6t példara tobbszor
fogunk hivatkozni.

(a) Ismétls kod.

a € X +— aa...a € X". Legfoljebb n — 1 hibat jelez, és
| 251 ] hibat javit (hogyan?).

(b) Paritasellenérzdé kod, nullésszegii kod.
(bl,...,bnfl) € F371 — (bl,...,bnfl,bl + - 4 by1) €
F5. A kod utolsé bitjét szokas paritasbitnek nevezni. Hi-
bat javitani e kod nem tud, de egy hibat jelez (valoja-
ban paratlan sokat). Altalanositdsa a nulldsszegt kodolas:
(a1,...,an-1) € F71 = (a1,...,an-1,— St € Fy.
E kédolasoknal pontosan azok a kddszavak, melyek koordi-
natainak Osszege 0.

(c) Binaris [7,4,3]; Hamming-kod.

F% — Fg : (bg, b5, be, b7) — (bl, ceey b7), ahol by = bg+b5+b7,
by = bg + bg + b7, by = bs + bg + b;. A biteket Venn-
diagramban abrazolhatjuk. Legyen B, By, B4 harom hal-
maz. Byr pontosan akkor tartalmazza a b; bitet, ha 4 bi-
néris alakjaban a k-adik bit 1 (1d. a abrat). Innen
konnyen lathato, hogy egy (by, ..., br) bitsorozat pontosan



Bl B2

1. 4bra. Hamming-koéd konstrukcioja

akkor kodszo, ha a B; (j = 1,2,4) halmazok mindegyiké-
ben paros sok bit egyes. Ami még érdekesebb, az is igaz,
hogy barmely Fi-beli vektor vagy kodszo, vagy egyértelmii-
en kodszova valtoztathato egyetlen bit megvaltoztatasaval,
azaz e kod képes egy bithibat javitani. Pl. ha a By halmaz-
ban paratlan sok bit egyes, akkor a By N By N By = by bitet
kell megvaltoztatni, ha a By és a B4 halmazokban is parat-
lan sok bit egyes, akkor a B; N By N By = bg bitet. Ebbsl
az is adodik, hogy barmely két kodszo6 Hamming-tavolsidga
legalabb 3, igy e kod képes legfoljebb 2 hiba jelzésére is!
Innen kitalalhato, hogy mit jelentenek a szamok a [7,4, 3]
jelolésben. Allitsuk els e kod osszes kodszavat!

(d) Kiegészitett binaris [8,4,4], Hamming-kod.
F3 — F§ : (bs,bs,bs,b7) — (bo,...,br), ahol a Hamming-
kodbeli by, bs, by bitek mellett még egy by paritasellenérzé
bitet is csatolunk, azaz by = ), b; = bg + b5 + bg. A kiegé-
szitett Hamming-kod is abrazolhatdé Venn-diagrammal: az
U univerzumben van még egy bit, by, amely a B; halmazo-
kon kiviil van, és egy vektor pontosan akkor kddszo, ha U,
B;, Bs és B4 mindegyikében paros sok bit egyes. Igazoljuk,

U

bo

2. dbra. Kiegészitett Hamming-kod konstrukcidja

hogy itt barmely két k6dsz6 Hamming-tavolsaga legalabb 4,
igy e kod képes legftljebb 3 hiba jelzésére! Vagy képes egy
hibat javitani és két hibat jelezni.

(e) Ternér Hy 3 Hamming-kod.
F2 — T4 : (a,b) — (a,b,a+b,a+2b). Irjuk fel a kod Gsszes
kodszavat, és adjunk meg egy 1 hibat kijavito eljarast! Iga-
zoljuk, hogy barmely két kédsz6 Hamming-tavolsaga leg-
alabb 3.

2.2. feladat. A magyar személyi szam 11-jegyii szam. Els§
jegye s1 a tulajdonos nemét adja meg. Ezutan kovetkezik
a sziiletési datuma (sq ... s7), majd az egy napon sziiletet-
tek megkiilonboztetését szolgald véletlenszertien generalt 3-
jegyd szam (sgsgs10), végll egy ellendrzs szam (s11). Ennek
képzési szabalya:

10

S11 = Zisi mod 11.
i=1

Az sgsgs1o kodot gy valasztjak ki, hogy s11 ne lehessen 10,
igy az is egyjegyld. Mutassuk meg, hogy e kod jelzi, ha a
személyi szamban egy jegy hibas (1-hibajelzd), és jelzi két
szomszédos szam folcserélését is. (Hasonlo volt az ISBN régi
10-jegyd kodja is, ahol a 10-es maradékot X-szel, a réomai
tizessel jelolték).

2.3. feladat. 7 halalraitélt korben iil, mindegyikiik fején
egy véletleniil kivalasztott piros vagy fekete sapka. Min-
denki latja a tobbiek sapkajat, de senki se latja a sajatjat.
Semmi moédon nem kommunikélhatnak egymassal. Egy id6
utan egyszerre mindegyikiiknek tippelnie kell a sajat sap-
kaja szinére. Harom valasz lehetséges: ,nem tudom”, ,fe-
kete”, ,piros”. Ha senki nem talalja el, vagy csak egy is
akad, aki téved, mind meghalnak, egyébként mind megme-
nekiilnek. Tudunk-e szamukra olyan eljarast javasolni, ami
1/2-nél nagyobb valoszintiséggel megmenekiti Sket. Mi a
legjobb valdészintiség, amit el tudunk érni?

2.2. Blokk-kédok

2.4. definicié. Legyen ) egy véges halmaz, n egy pozitiv
egész. A C C Y™ halmazt Y {6lotti (n, M)-kodnak, vagy
blokk-kédnak nevezziik, ahol M = |C|. Egy kolcséndsen
egyértelmi X — C leképezést kodolasnak neveziink. Elne-
vezések: ) a kodabécé, ¢ = |Y| a kodabécé mérete, n a
kédhossz, M = |C| a kédméret, k = logy, M = log, M a
dimenzié vagy az tizenet hossza, R = k/n a kodsebesség
(information rate, coding rate), r = n — k a redundancia.

Ha a k lizenethossz egész szam, a C kodra az (n, M) jelolés
helyett az (n,k) jelolés is hasznalatos, illetve a kodabécé
méretét is megadva (n, k),.

Y gyakran a g-clemii véges test, azaz ) = F, = GF(q).

2.5. definicio. Legyen z,y € Y™ két kdodszo. Hamming-
tavolsaguk

Koénnyen igazolhato, hogy dm valoban tavolsag, azaz met-
rika:



(1) dH(x’y) > O,

(2) du(z,y) =0 < z=y,

(3) du(x,y) = du(y,z) (szimmetria),

(4) dy(z,y) + du(y,2) > du(z,z) (haromszog-egyenlst-
lenség).

Példaul ¢y (1022011,1012012) = 2.

2.6. definici6 (Kodtavolsag, minimalis tavolsag).

d = ming yecdu(z,y). A d kodtavolsaga (n, M)-, illet-
ve (n, k)-kodot (n, M, d)-kodnak, illetve (n, k, d)-kodnak is
mondjuk.

e Ha egy kod e hibat tud jelezni, akkor d = e + 1.

e Ha egy kod t hibat tud javitani, akkor d = 2t + 1 vagy
d=2t+2.

e Forditva, a d kodtavolsagi kod ¢ = |93 hibat tud
javitani és e = d — 1 hibéat jelezni.

2.7. példa (Kodok paraméterei).

Ismétls kod: k=1, R=1/n,d=n.

Paritaskod, nullosszegti kod: k=n—1, R=1—1/n,d = 2.
Binéris [7,4, 3] Hamming-kod: k=4, R=4/7, d = 3.
Binéris kiegészitett [8,4, 4] Hamming-kod: k =4, R =1/2,
d=4.

Ternér [4,2,3] Hamming-kod: k=2, R=1/2,d = 3.

2.3. Csatornamodellek

Diszkrét memoriamentes csatorna (DMC: discrete memori-
less channel)

1. binéris szimmetrikus csatorna (BSC: binary symmetric
channel)

2. binaris torléses csatorna (binary erasure channel)

3. z-csatorna.

2.4. Dekodolas, hibajavitas

A dekodolasnak kiemeljik azt a részét, amelyben a zajos
csatornan atjutott ¢ kodszoé megvaltozik, helyette egy x szot
kapunk, melyb&l megprobaljuk c-t kitalalni.

A maximum likelihood vagy ML-dontés az, amikor x-
hez tgy valasztunk c-t, hogy a

P(kimenet = x | bemenet = ¢)

maximaélis legyen.

2.8. allitas (ML dekodolas BSC-re). Mivel

]P’(zC)—ﬁ{l_p’ — (1—p)" <1§p>d(“)

Mo heaite
ami anndl nagyobb, minél kisebb d(x,c), tehdt az x-hez leg-
kozelebbi kddszo keresendd.

ha x; = ¢;,

A MAP-dekodolas vagy MAP-dontés (maximum a pos-
teriori) az, amikor z-hez ugy valasztunk c-t, hogy a

P(bemenet = ¢ | kimenet = x)

maximaélis legyen. Ekkor legkisebb a hiba val6szintisége.
Ha minden kodsz6 egyformén valoszind, akkor igy ugyanazt
kapjuk, mint ML-dontés esetén, mert

P(z | c)P(c)

P(c|x) = ()

2.5. Zajos csatornakodolasi tétel

Egy DMC kapacitasa

C=supl(X,Y).
X

Ez az X bizonytalansaganak maximaélis csokkenése, amit
Y ismerete okoz, ha az X Osszes lehetséges valoszintiség-
eloszlasaira nézziik. C csak a csatornastatisztikatol fiigg,
amelynek matrixa P = [p;;], ahol p;; = P(y; | z;). Ez
sorsztochasztikus métrix, mert

Jj=1

2.9. példa (Zajtalan binaris DMC kapacitasa). A csator-
nastatisztika P = [} (], kapacitasa C' = 1.

Megoldds. P(0]0)=P(1|1)=1 O

2.10.
++++

tétel (Shannon zajoscsatorna-kodolasi tétele).

2.6. Korlatok kéd méretére

2.11. tétel (Singleton-korlat). Ha C egy (n, k,d)-kdd, akkor
M < q"_d+1.

Ha M = ¢*, akkor a korldt alakja d < n —Fk+ 1.

Bizonyitds. ..... O

Azokat a kodokat, amelyekre a Singleton-korlatban
egyenlSség all MDS-kédoknak nevezziik (maximum dis-
tance separable). A ternér [4,2, 3] Hamming-kod MDS-kod.
Lasd még a Reed-Solomon-kbédokat.

2.12. tétel (Hamming-korlat). A d tdvolsdgyi C C Y™
(1| = q) kodra

n

Ty Aol Valim) = Zo (Y-,

K2

| <

ést =941

Bizonyitds. ..... O



Azokat a kddokat, amelyekben itt egyenlség all perfekt
kodoknak nevezziik. A binaris [7,4, 3] Hamming-kod per-
fekt kod. Minden F, feletti perfekt kod (n, k, d) paraméter-
harmasa megegyezik az alabbiak valamelyikével:

-1
(q ) qn_r7 3) 9
q—1 q
ezek az 1-hibajavito kodok, kozéjiik tartoznak a Hamming-
kodok,

(23,12,7)2, (11,6,5)s,

ez utobbiak neve binaris, illetve ternér Golay-kod. A ternért
val6jaban Golay el6tt 2 évvel, 1947-ben Virtakallio publikal-
ta a Veikaaja cimi focitjsagban.

3. Linearis kod

3.1. Alapfogalmak

3.1. definici6. Az [, test folott értelmezett C C IFZL ko-
dot linearis (n, k)-kodnak nevezziik, ha C az Fy vektortér
egy k-dimenzios altere. A lineéris kodra (n, k), helyett az
[n, k]q, illetve az [n, k,d], jelolés is hasznalatos. Az X — C
koédolasban altalaban X = IF’; .

A definiciobol kovetkezGen a zérus kodszé minden linearis
kédnak eleme, és kodszavak minden linearis kombinécidja is
kodszo.

A 2] példa kodjainak mindegyike linearis.

3.2. feladat. Mutassuk meg a[2.1] példa kodjairol, hogy az
ismétls kod [n, 1, n]-kod, a paritasellensrzs kod [n, n—1, 2]5-
kod, a nullésszegii kod [n, n—1,2],-koéd, a binaris Hamming-
kod [7,4,3]2-kod, a binaris kiegészitett Hamming-kod
[8,4,4]2-kod, a ternér Hamming-kod [4, 2, 3]3-kod.

Egy ¢ € C kodszo Hamming stilyan (weight) a nem-
nulla komponenseinek wt(c) szamat értjiik, azaz wt(c) =
Hi:e; 20, i =1,...,n}. A C koéd minimalis salya
a legkisebb Hamming salyt nemnulla kodsz6 w silya, azaz
w = mincec ex£0 WH(c).

3.3. tétel. Egy linedris C kod kodtdvolsdga megegyezik mi-
nimalis sulydval, azaz d = w.

Bizonyitds. Mivel C linearis, ezért kodszavainak barmely
linearis kombinacidja is kodszo, igy, ha z,y € C, akkor
r—y € C. A tavolsag kiszamitasa igy a 0-t6l vald tavol-
sag szamitasava valtoztathato:

d=  min z,Y) =  min T —Y,y—
z,y€C, z#y J(Lil( y) z,y€eC, T;ﬁyg( vy y)
= min wt(c) = w. O
ceC, c#£0

3.4. tétel (sulyeloszlas = tavolsageloszlas). Bdrmely line-
aris kodban a szavak siulyeloszldsa megegyezik a tdvolsdgok
eloszldsaval.

Bizonyitds. Legyen a C kodban a w stlyu kddszavak széma
A,. Ha c € C egy tetszéleges kodszo, akkor az M? szamu
rendezett (¢, ¢") kodszo-par kozott pontosan M olyan van,
ahol ¢ — ¢’ = ¢. Igy a w tavolsagu szoparok szama M A,,.

O

3.2. Generatormatrix

Az, hogy C linearis altér, egy egyszerd ]FZ — [y kodolasi
eljarast tesz lehetévé. Legyen g1, g2,..., gr a C egy bézisa.
Egy tetszbleges x € IE"; vektor (iizenet) ¢ € C kodja legyen
c=2x101 + Tags + - -+ + Tngn. Ez egy egyszerti matrixszor-
zassal is elGallithato:
c=zG,

ahol a k X n-es G méatrix — az ugynevezett generatormat-
rix — sorvektorai C béazisanak elemei. (A kodelméletben a
kodszavakat inkabb sorvektorokkal szokas reprezentalni.)

3.5. példa. Irjuk fel a példa koédjainak generatormat-
rixait!

(a) Ismétls kod.
Természetesen feltessziik, hogy Y = F,. Ekkor C az
(1,1,...,1) kodszo altal general egydimenzios altér Fy'-ben.
leyG=1[11...1].

(b) Paritasellenérzdé kod, nullésszegii kod.
Az (al, ceey an,l) € F:}il = (al, vy Qp—1, Z?;ll ai) € Fg
leképezés matrixa

1 0 0 -1

0 1 0 -1
G:

o0 ... 1 -1

(c) Binaris [7,4,3]; Hamming-kod.
Az F% — Fg : (b37b5,b6,b7) — (bl, .. .,b7), ahol by = b3 +
bs + b7, by = b3+ bg+ by, by = bs + bg + b7 leképezés méatrixa

1110 0 00
1001 1 00

G= 0101010 2)
1101 0 01

Példaul az = (0, 1,1, 0) iizenet kodja

1110000
1001100
c=2G=00 110y 1 g1 g1 g
1101001

=[1 100 1 1 0

(d) Kiegészitett binaris [8,4, 4], Hamming-kod.
Az el6z6 generatormétrixot itt csak egy nulladik oszloppal
kell kiegésziteni a by = b3 + bs + bg Osszefiiggésnek megfele-

16en:

0 0

O R ==
_ O = =
_ = O
o O O
— = =

SO RO
o OO

0
0
1



(e) Ternér [4,2,3]; Hamming-kod.
A F%2 —F3: (a,b) — (a,b,a+b,2a + b) leképezés métrixa

101 2
G_{0111]

Vilagos, hogy a generatorméatrix nem egyértelmi, hisz a
kodban maga a C altér fontos, az F’;—nak erre valé bijektiv
leképezése nem. Az altérnek tobb bézisa van, és egy béazis
is tobbféleképp sorolhato fel. Tudjuk, hogy G elemi sormii-
veletekkel redukalt 1épcsds alakra hozhato, ami egyértelmd,
és hogy ennek sorvektorai ugyanazt a teret generaljak, mint
az eredeti matrix. A vezetd egyesek oszlopait kiemelve egy
egységmatrixot kapunk, igy ezeken a helyeken megjelenik
az lizenetvektor.

Azt mondjuk, hogy az IF’; — C kodolas szisztematikus
az i1,..., ix helyeken, ha az lizenet k jegye megjelenik a
kodsz6 i1-edik,. . ., ix-adik helyein. Példaul a 2.1} példaban
megadott Hamming-kédolés szisztematikus a 3-, 5-, 6-, 7-
dik helyeken.

3.6. feladat. A C kodnak pontosan akkor van ]F’; — C szisz-
tematikus kodolésa az i1,..., i helyeken, ha a G métrix
i1-edik,. .., ix-adik oszlopai linearisan fiiggetlenek. Ekkor
elemi sormiiveletekkel G mindig atalakithaté olyan G’ méat-
rixsza, mely ugyancsak C generatormatrixa, és a vele valo
kodolas szisztematikus az i1,. .., ix helyeken.

Ha azt mondjuk, hogy egy kodolas szisztematikus, de nem
adjuk meg hogy mely helyeken, akkor az azt jelenti, hogy
az elsG k helyen. Ilyenkor a generatormatrix alakja

G = [ Ik ‘ Akxn—k ]

Ezt nevezziik a generatormatrix standard alakjanak. Ek-
kor barmely z iizenethez tartoz6 ¢ = zG kodszd ¢ =
[z Akxn—rk] alaka.

Azokat a koordinatakat, ahol a kodolas szisztematikus
tizenetszegmensnek (information set), a maradék n — k
koordinatabol allo részt ellendrzd szegmensnek (vagy pa-
ritasszegmensnek) nevezziik, hisz ezek valoban az iizenet-
szegmens koordinatainak bizonyos ,ellen6rzé linearis kom-
binacioi”.

3.3. Kodok ekvivalenciaja

Elemi sormiiveletekkel nem mindig érhet6 el, hogy egy kodo-
las az els6 k helyen szisztematikus legyen, de a koordinatak
permutaciéjaval igen. Két linearis kodot permutacidéekvi-
valensnek vagy egyszertien ekvivalensnek neveziink, ha
a koordindtaknak egy adott permutécioja erejéig megegyez-
nek, azaz C pontosan akkor ekvivalens C’-vel ha létezik egy
P permutéaciomatrix, hogy c€ C <= c¢P €(C'. HaG aC
generatorméatrixa, akkor G’ = GP a C'-¢é.

Példaul a2.1] példaban megadott Hamming-kodolas és ki-
egészitett Hamming-kodolas egy vele permutacioekvivalens

szisztematikus valtozatanak generdtormatrixa:

10 0 0 0 1 1 100 001 11
01 00101 01 001011
0010110 (00101101
0 001111 0 0011110
A permutaciok: (1745263), illetve (184)(2763)(5), a permu-
taciomatrixok:
0 0 0 0 0 0 1 000 0 0001
000 0O0O0OT1TO0
000 O0O0T1P0
01 000O0O0TO
100 0000
. /100 00 0 0O
0000 1 0 Of és
00001000
01 000O0O0TO
0 01 00 O0O00O0
0 01 0 00O
000100 0 0000 0 1O0O0
- - 000100 0 O]

A C és C' kodok diagonalisan ekvivalensek, ha létezik egy
olyan D diagonalis méatrix, hogy ¢ € C <= ¢D € ('. E
két ekvivalencia egyesitése a monomialis ekvivalencia, ahol
c e C <= cM e (', és M monomialis matrix, azaz
minden sordban és oszlopadban egyetlen nemnulla elem &ll.
Itt is fennall a G’ = GD, illetve a G/ = GM 0sszefiiggés.

3.4. EllenOrzd matrix

3.7. definici6é. A C kod dualisan a
Ct={ve [y :v-c= 0 minden c € C kodszora }

kodot értjitk, mely egy linearis kod. A Ct kod H gene-
ratormatrixat a C kod ellenSrzé matrixanak nevezziik.
(Hasznalatos még a paritasmatrix vagy a paritasellenérzé
matrix elnevezés is, bar paritasrol csak a ¢ = 2 esetben van
sz0.)

Azonnal latszik, hogy az ismétls kod és a nullésszegii kod
egymas duélisa, valamint hogy az ismétlé kod generator-
matrixa a nullosszegt kod ellendrzé matrixa és forditva.

3.8. tétel. Ha C egy linedris [n, k]-kod, akkor

(1) Ct={velF:vG" =0},

(2) C* egy [n,n — k]-kdd,

(3) C++ = (CH)*+ =C,

(4) C:{CEFZICHTiO},

(5) GHT = kan—k; HGT == On—k,Xk;

(6) ha G = [I;|A] a C kdd standard alakid generdtormdtriza,
akkor ellendrzé mdtriza H = [—AT|I,,_].

Bizonyitds. (1) vilagos a dualis kod definiciojabol. Més-
ként fogalmazva a C+ kod megegyezik G7 bal magterével.
Mivel a magtér dimenzidjanak és a matrix rangjanak Sssze-
ge megegyezik a sorok szaméaval, ezért dim(C+)+k = n, azaz
dim(C1) = n— k, ami bizonyitja (2)-t. Ezt az érvelést meg-
ismételve C++-re kapjuk, hogy C*+ egy [n, k]-kod. E kod
tartalmazza C-t, és dimenzidjuk megegyezik, igy C++ = C,



azaz fennall (%) is. Ezutén (1) bizonyitja (4)-et. Mivel min-
den x € F% vektorra zG € C, azaz GH” = 0, ezért GH”
csak a zérusleképezés lehet, ami bizonyitja (5)-6t. A (6)-
ban megadott G és H métrixokra a blokkmatrixok szorzasi
szabalya szerint GHT = O, igy barmely ¢ = G kodszora
cHT = xGH”T = 20 = 0, tehat (4) szerint H valoban ellen-
6rzd matrix, feltéve, hogy sorai linearisan fiiggetlenek, ami
meg nyilvanvalo. O

3.9. tétel (C kodtavolsaga — H oszlopai). Legyen H a C li-
nedris kod egy tetszdleges ellendrzd mdtriza, és s > 0 egész.
A C kod kodtavolsdaga pontosan akkor nagyobb s-nél, ha H
bdrmely s kiilonbozd oszlopa linedrisan figgetlen. Kovet-
kezésképp a C kod d minimdlis tdvolsdga megegyezik a H
mdatriz linedrisan 0sszefliggd oszlopai minimdalis szamdval.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a H matrix s kiilénb6z8
(i1-edik,. . . is-edik) oszlopa pontosan akkor linearisan Gssze-
fliggd, ha van olyan nem nulla ¢ kodszo, melyben a nem nulla
koordinatak indexei az {iy,...,is} halmazba esnek.

A ¢ € C kodszé stlya legyen s. Mivel He? = 07, ezért
H-nak van s oszlopa, melyek linearisan osszefliggék. For-
ditva, ha H-nak van s linearisan &sszefiiggd oszlopa, akkor
az ezek kozti ¢;, hy, + -+ 4+ ¢, hi, = 0 linearis Osszefliggést
maétrixalakba irva egy olyan nem nulla, és legfeljebb s sulyu
¢ vektorhoz jutunk, melyre Hc? = 07, azaz amely benne
van C-ben. Tehéat pontosan akkor van C-ben legfeljebb s
stlyt kodszo, ha H-ban van s linedrisan Gsszefiiggd oszlop.
Ez azt jelenti, hogy ha C kodtavolsaga d, akkor H-nak min-
den d — 1 oszlopa linearisan fiiggetlen, de van d linearisan
Osszefiiggd oszlopa. O

Ezzel — kihasznalva, hogy H rangja n—k — a linearis kodok
esetére egy 1j bizonyitast adtunk a Singleton-korlatra.

3.10. tétel (Singleton-korlat linearis kodra). Tetszdleges C
linedris [n, k,d) kddra

d<n-—k-+1.

A tétel atfogalmazhatoé a H matrix nélkiil is a C+
koédra valo hivatkozassal.

3.11. lemma. A k-dimenzids C < ]Fg altér generdtormdt-
rizdnak valamely t oszlopa pontosan akkor linedrisan fiig-
getlen, ha e koordindtapozicickon C-ben minden lehetséges
t-hosszi vektor ugyanannyiszor, nevezetesen ¢°~t-szer for-
dul eld.

Bizonyitds. Nyilvanvalo, hisz ha az adott ¢ oszlop linearisan
Osszefiiggs, akkor nem &allhat el minden vektor e koordina-
tapozicidkon, ha pedig e t oszlop fiiggetlen, talalhato C-nek
olyan béazisa, mely e poziciokban standard, igy minden t-es
épp ¢Ft-szer all el§. O

Egy C kod szilardsagan (strength) azt a legnagyobb ¢
szamot értjiik, amelyre igaz, hogy barmely ¢ pozicion min-
den t-es ugyanannyiszor fordul el6. Az ilyen kod szavaibol,

mint sorvektorokbdl képzett matrixot t-szilardsaga orto-
gonalis témbnek (orthogonal array) nevezziik. Szokasos
jelolése OA\(t,n,q), ha minden t-es A-szor fordul elg.

3.12. tétel (Dualitas elve). Bdrmely C linedris kddra
d(C) =t(Ct) + 1.
Egy kédnak és dualisanak szisztematikussaga Osszefligg.

3.13. tétel. A C kddnak pontosan akkor van szisztematikus
kddoldsa adott k helyen, ha a Ct kédnak van a maradék
n — k helyen.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy C-nek az elsé k helyen van szisz-
tematikus kodolasa. Legyen C ellen6rzé méatrixa H. Meg
kell mutatni, hogy H utols6 n — k oszlopa lineéarisan fiigget-
len. Indirekt modon tegyiik fel, hogy linearisan 6sszefiiggdk,
azaz van olyan 0 # y = (0,...,0,Yk+1,-- -, Yn) vektor, hogy
yHT = 0. Ekkor y € C, ami ellentmondasra vezet, hisz C-
nek van G = [I|A] alakia generatorméatrixa, igy y = [z]...]
alaki, ahol z = 0, igy y = G = 0G = 0, ami ellentmond az
y # 0 kikotésnek. Megmutattuk tehat, hogy ha C-nek van
szisztematikus kodolasa valamely k helyen, akkor CT-nek
van a tobbi n — k helyen. Ezt a duéalis kodra is alkalmazva
kapjuk a tétel allitasat. O

3.14. példa. Irjuk fel a példabeli generatormatrixok-
hoz tartozé ellenérzé méatrixokat egy esetleges koordinata-
permutécié utan a tételbeli H = [—AT|I,,_;] képlettel.

(a) Ismétls kod. A generatormatrix [1]1...1] alaky,
18y

-1 1 0 ... 0

-1 01 ... 0
H =

-1 0 0 ... 1

(b) Paritasellenérzs kod, nulldsszegii kod. Itt H =
[1...1], ahol az utolso 1-es egy 1 x 1-es egységmatrix.

(c) Binaris [7,4, 3] Hamming-kod. A generator-
matrix a (34) permutacioval [A|I] alakot 6lt, amelyhez az
[I] — AT] ellen6rz6 matrix tartozik. Ezen a (34) permutacio
inverze — ami énmaga — a kovetkez6 matrixot adja:

1. (3)
1

(d) Kiegészitett binaris [8,4, 4], Hamming-kod.
Az el6z6h6z hasonléan:

1001 01 10
H:01010101
00110011
00001111

(e) Ternér [4,2,3]; Hamming-kod. —1=2¢é —-2=1
felhasznalasaval

2 2 10
HLQOJ



Egy C linearis kod énortogonalis, ha C+ > C, és 6ndu-
alis, ha Ct = C.

3.15. feladat. A binaris ismétls kod és a [7,4] Hamming-
kod onortogonalis, mig a kiegészitett [8,4]> és a [4,2]3
Hamming-k6dok 6nduélisak is.

3.16. feladat. Mutassuk meg, hogy egy 6nduélis binéris
kod minden kodszava paros sulyt, egy onduélis ternér kod
minden kédszavanak 3-mal oszthato a silya. Mutassuk meg
tovabbé, hogy ha egy 6ndualis binaris kédnak van olyan ba-
zisa, amelyben minden kodszo6 silya oszthaté 4-gyel, akkor
minden k6dszo6 silya oszthato 4-gyel.

3.17. feladat. A SET®) nevi jaték 81 olyan kartyabol all,
melyek rajzolatan négy kiilonbo6zs tulajdonsag 3-3 valtoza-
ta kiillonboztethetd meg. A négy tulajdonsag: az dbra szine
(piros, zold, lila), a figurdk szama (1, 2, 3), alakja (karo,
kor, pikk), és a szinezés telitettsége (lires, csikos, teli). A
négy tulajdonsagot egy vektor 4 koordinatajanak gondolva,
a kirtydk mindegyikének megfelel F5 egy eleme. A jaték
célja kartyak egy halmazabél minél tébb an. SET-et kiva-
lasztani. A SET héarom olyan kartya, melyek minden tu-
lajdonséag szerint vagy azonosak, vagy kiilonbozsk. Példaul
az alabbi 6t kartya kozott két SET is talalhato. A kartyak
alatt az F3-be valo kodolasukat is megadjuk:

A B C D E
piros piros z06ld lila lila
1 3 1 1 2
karo kor kor pikk kor
iires csikos teli csikos iires
0000 0211 1012 2021 2110

SET-et alkotnak az ACD és a BCE kartyaharmasok. Pél-
déul az ACD kartyak kiilonb6z6 szintiek, azonos figurasza-
muak, kiilonb6z6 figurak vannak rajtuk, és kiilonbozé a te-
litettségiik is.

Megmutathatd, hogy ki lehet valasztani a 81-b6l 20 kar-
tyat ugy, hogy ne legyen koztiikk SET, de 21-et mar nem.
Példaul az alabbi matrix 20 oszlopa 20 ilyen kartya kodja:

00000000011111111122
00011122200011122211
00111200101100201101
02102102110202110211

M =

Konstrualjunk e tablazat felhasznalasaval egy [20, 15, 4]3 ko-
dot!

Megoldds. Harom Fi-beli vektor pontosan akkor alkot SET-
et, ha Gsszegiik a nullvektor, ugyanis 0+1+2=0,a+a+
a=0 (a=0,1,2), és mas szamharmas Osszege nem 0. Az
M matrixnak tehat nincs harom oszlopa, melynek Osszege
0 lenne. Ez még nem jelenti, hogy barmely harom oszlop
fliggetlen, de ha kiegészitjiik M-et egy csupa-1-sorral, akkor
semmilyen 3 oszlopvektor linearis kombinaciéja nem lesz a
0-vektor, igy az ezzel az 5 x 20-as métrixszal, mint ellen6rzé
matrixszal képzett linearis kod [20, 15, 4]3 kod lesz. O

3.5. Deko6dolas, szindréoma

Tegyiik fel, hogy egy ¢ € C kodsz6 helyett egy v = ¢+ e
érkezik, ahol e az n. hibavektor. Mivel cH” = 0, ezért

vHT = (c+e)HT = cH" + eH" = eHT,

vagyis vHT csak a hibavektortol fiigg, igy e vektor jelzi a
hibat, orvosi hasonlattal élve olyan, mint a szindréma, mely
jelzi a betegséget. Az

s=vHT

vektort szindréoméanak nevezziikk. A szindroma arra is le-
hetGséget ad, hogy segitségével megbecsiiljiik a hibavektort,
és igy tippeljiink az {izenetre. A ML becslésnél a minima-
lis tavolsagu kodszora tippeliink. Ha tobb kodszo is azonos
tavolsagra van, véletleniil valasztunk koziliik. A dekodo-
las modjat egy téblazatba is foglalhatjuk, amit standard
elrendezési tablazatnak neveziink. Ennek els6 soraba a
C koédszavai vannak irva, és minden soraba C egy mellék-
osztalya, azaz valamely e vektorral valo eltoltja. Arra kell
csak ligyelni, hogy minden sorban a legkisebb sulytu vekto-
rok valamelyikét valasszuk e-nek. Vilagos, hogy egy mel-
lékosztalyhoz egyetlen szindroma tartozik, hisz barmely két
c1,co € C kodszora (c; +e)HT = (e +e)HT = eHT = s.
Igy a tablazatnak ¢" % sora van, vagyis ennyi hibamintéat
tudunk javitani.

szindréma hiba

so=20 ep=cp=0 ¢ . Cgk_1
S1 e c1+ e R S
Sgn—k_1 €qn—k_1 Cl+€gn-k_q1 ... Cgh_1 + €gn-k_1

3.18. példa (Tablazatos dekodolas). Tekintsiik azt a ko-
dot, melynek ellenérzé méatrixa

1 0 0 11
01 010
0 01 11

Adjuk meg egy standard elrendezési tablazatat. Hany ilyen

kiilonbo6zé tablazat létezik, azaz hany kiillonbo6z6 dekddolas?

(1) Irjuk fel a tablazat els sordba C C FI kodszavait, elss-
nek a 0-szot.

(2) Valasszunk ki az Fy megmaradt szavai koziil a legki-
sebb silyu e szot, és irjuk a hibaoszlopba. Adjuk ezt
hozza mindegyik kédszohoz, és a ¢ + e Osszeget irjuk c
oszlopaba.

(3) Ismételjiik meg az el6z6 lépést, amig Iy vektorai el nem
fogynak.

(4) Irjuk minden sor fejlécébe a sorhoz tartozo szindromat.



szindroma hiba

000 00000 11110 10101 01011
100 10000 01110 00101 11011
010 01000 10110 11101 00011
001 00100 11010 10001 01111
111 00010 11100 10111 01001
101 00001 11111 10100 01010
110 11000 00110 01101 10011
011 01100 10010 11001 00111

A tablazatban félkovéren szedtiik azokat a vektorokat, me-
lyeket egy adott 1épésben hibavektornak valaszthatunk. Igy
e kédnak 4 kiilonb6z6 ML-dekodolasa lehetséges.

A standard elrendezési tablazat tulajdonségai tehat a ko-
vetkezdk:
1. A téblazat az Fy vektortér ¢" elemét tartalmazza, ezek
q"* oszlopba és ¢"* sorba vannak rendezve. Minden sor
fejlécébe az adott sorhoz tartozéd szindroma keriil.
A tablazat minden sora a C egy mellékosztélya, igy az
egy sorban lévs két vektor kiilonbsége mindig kodvek-
tor. Kiilénb6z6 sorok kiilonb6zé mellékosztalyok, amik
igy diszjunktak, de egy sorban sem lehet két azonos vek-
tor, hisz ¢; + e; = ¢j + ¢; esetén ¢; = c; lenne, ami ¢ # j
miatt nem lehetséges.
Minden sorban az els6 elem a legkisebb lehetséges sily,
igy e sorba azok a vektorok keriiltek, amelyeket ezzel a
vektorral, mint hibavektorral javitunk.

A tablazattal valoé dekodolashoz valdjaban elég a fenti
hibaoszlopa és a szindromak oszlopa, ezt nevezziik szindro-
matablazatnak. Ekkor ugyanis egy tetszéleges v vektorra a
tablazatbol kikeressiik az s = vH' szindrémahoz tartozo e
hibavektort, és a ¢ = v — e kddszora tippeliink.

Példaul a fenti kod szindromatablazata szindroma szerint
rendezve:

szindréma hiba

000 00000
001 00100
010 01000
011 01100
100 10000
101 00001
110 11000
111 00010

3.19. feladat. Hatarozzuk meg a példabeli [4,2,3]3
paraméteri Hamming-kod szindromatablazatat! Dekodol-
juk a 2112 és az 1101 vektorokat!
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3.6. Kod konstrukcidéja kédbol
4. Hamming koéd

4.1. A Hamming koéd tulajdonsagai

4.1. példa. Keressiink olyan 1-hibajavit6 lineéris I, feletti
koédot, melyre k a lehetd legnagyobb, ha a javitasra hasznal-
hato jegyek r = n — k szdma, azaz a redundancia rogzitve
van! Mutassuk meg, hogy e kod perfekt!

Megoldds. E kod H ellenérzé méatrixa r x n-es, a H' mat-
rix i-edik sorvektorat jelolje h;. Legfeljebb 1 hiba esetén az
e hibavektor Hamming-stlya legfoljebb 1, igy az s = eH”
szindréma vagy a O-vektor, vagy e;h; valamely i-re, ahol e;
az e vektor egyetlen nem-0 koordinataja. Mivel e kod mini-
malis tavolsaga 3, ezért a[3.9] tétel szerint H-nak barmely
1 és barmely 2 oszlopa linearisan fiiggetlen (azaz nincs koz-
titk a O-vektor, és egyik sem konstansszorosa a méasiknak).
Rogzitett r = n— k mellett £ maximélis, ha n maximaélis, és
n maximaélis értéke (¢" — 1)/(¢ — 1). Fogalmazhatunk agy
is, hogy e feltételeknek megfelel6 H matrixot tgy kapunk,
ha az I, feletti r — 1-dimenziés projektiv tér pontjainak
koordinatas alakjat irjuk H oszlopaiba. Ha h; els6 nem-0
koordinataja mindig 1, akkor az s = e;h; szindréoma els6
nem-0 koordinataja épp e;, vagyis a szindromabol az e hi-
bavektor azonnal leolvashaté.

E kod perfekt, mert n = (¢"—1)/(¢—1), azaz 14n(g—1) =
q" %, tehat a Hamming-korlatban egyenldség all. O

4.2. definicié. Vegyiink egy olyan H maétrixot, melynek
oszlopai kozott Fy minden nemnulla vektoranak pontosan
egy nem nulla konstansszorosa szerepel. (Példaul ilyen az
a maétrix, mely az Osszes olyan nemnulla oszlopvektorbol
all, melynek utols6 nemnulla koordinataja 1.) Azt a kodot,
melynek a H métrix az ellenérz6 matrixa, r paramétert
F, feletti H, , Hamming-kédnak, dualisat S, ; szimplex
koédnak nevezziik. (Rogzitett r és g esetén minden H,. , kod
monomidlisan ekvivalens, hasonloképp a szimplex kodok.)

4.3. tétel. A H, , Hamming-kod

¢ -1 ¢ -1
qg—1"¢q¢-1

-3

q

paraméterd perfekt kéd, a Ha ¢ kod q > 2 esetén [n,n—2, 3|,
paraméterd MDS-kdd.

Bizonyitds. A Hamming-koéd paraméterei a definiciobol
adodnak, d = 3, mert H-ban barmely két oszlop fiigget-
len, de van harom Osszefiiggs. A kod perfektségét belattuk
a[f.1] példaban. Az r = 2 esetben a Singleton-korlat szerint
d <n—k+1=3, masrészt d = 3, igy itt egyenlSség all. O

4.4. példa. Irjuk fel a Hy 3 és Hy 4 kodok ellendrzs és ge-
neratormatrixat!



Megoldds. A q = 3 esetben (felhasznalva, hogy —1 = 2 és

e p el

A g = 4 esetben legyenek a test elemei 0, 1, a, o + 1, ahol
az Fy £616tt irreducibilis o + o + 1 polinommal végezziik a
testb&vitést.

1 0
0 1

2 2

11
2 1

1 0
1 2

0 1

1 0 01 1
ST
0 0 1|1 a+1

O

4.5. feladat. Dekodoljuk a fogadott 1212121212121 szot,
ha a kod ellen6rzé méatrixa

1
0
0

o = O
O~ =
[anll S V)
_— o O
_ o
— O N

0
1
1

— =
— =N

0 1
2 2
1 1

NN

4.6. példa. Az[T.4] példaban n érme koziil k méréssel keres-
tliink egy hamisat. Mi lenne a mérések sorozata az n = 12,
k = 3 esetben?

Megoldds. Irjuk fel a szamokat —12-t6l 12-ig a 3-as szam-
rendszerben a {—1,0,1} jegyeket hasznalva. Irjuk e szamo-
kat egy tablazatba:

1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12|%
31 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1-1 0]0O
3%/o 1.1 1 -1-1-1 00 0 1 1|2
32/0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1|8

E tabldzat a Hs s ternér Hamming-kod ellenérzé matrixa-

nak elsé 12 oszlopa (egy jegycsere utén). Sordsszegei nem
nullak, de példaul a 8-, 9-, 10-, 12-dik oszlopok elgjelét el-
lenkezGjére valtoztatva ez is elérhetd:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12|X%
/1 -1 01 -1 0 1 1 0-1-1 0[]0
30 11 1 -1-1-1 0 0 0 1-1]0
3/0 000 1 1 1-1-1-1 1-1]0

Ezutdn megsorszamozzuk az érméket, és az i-edik mérés
soran a j-edik érmét aszerint kezeljiik, hogy mi all a tablazat
i-edik soranak j-edik oszlopaban. Ha ott

e 1 4all, a jobb serpeny&be,

e —1 all, a bal serpenyGbe,

e 0 all, félre
tessziik. Ha nincs az érmék kézt hamis, mindhdrom meérés
egyensilyt mutat. Ha pl. az 5. érme nehezebb a t6bbinél, az
1. és 2. mérésnél balra, a harmadiknal jobbra billen a mérleg,
azaz egy (—1,—1,1) vektort kapunk, ami épp a tablazat
5. oszlopa. Ha a harom eredmény: balra—egyenstly—jobbra,
azaz a mérés eredménye (—1,0,1), akkor a 8. érme hamis,
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és konnyebb a tobbinél, mert a 8. oszlopban e vektor —1-
szerese szerepel.

Az példabeli n < (3% — 1)/2 becslésbél k = 3 esetén
n < 13 jon ki. Vajon 13 érmébdl is ki tudjuk valasztani
a hamisat? Igen, ha mindazt a lehet&séget kihasznaljuk,
amit a bizonyitas nem zart ki, példaul hogy egy érmét ketté
vagjunk, vagy felhasznaljunk egy tovabbi szabalyos érmét.
Keressiink ilyen megoldast! Viszont nem a vélasz, ha a
fentihez hasonlé megoldést keresiink. O

4.2. A szimplex koéd tulajdonsagai

A szimplex koéd elnevezés onnan szarmazik, hogy — mint
a szimplex csiicsi — a kodszavak egyenld tavolsédgra vannak
egymastol. Ez a tavolsag ¢"~'. A tétel szerint ezzel
ekvivalens, hogy barmely nem nulla sz6 stlya ¢" 1.

4.7. tétel (A szimplex kod egyenls silyt). Egy C € S,
szimplex kéd minden nemnulla kddszavdnak ¢" ' a silya.

Bizonyitds. Legyen G a C € S, 4 egy generatormatrixa. Te-
gyiik fel, hogy van olyan sz6, amelynek silya > ¢"~!. Va-
lasszunk olyan G-t a kédhoz, melynek els§ soraba ezt a
koédszot irjuk, majd G minden oszlopét osszuk el az oszlop
legfolsG elemével, ha az nem 0 vagy 1. Igy egy ekvivalens
kédot kapunk, melyben a skatulyaelv miatt van két azonos
oszlop, hisz, © — 1 sorba legfeljebb ¢" ! kiilénb6z6 vektor ir-
hato. Ez ellentmond annak, hogy e matrixnak barmely két
oszlopa lineéarisan fiiggetlen, hisz a Hamming-k6d minimalis
tavolsaga 3.

Tegyiik fel, hogy van olyan sz6, amelynek silya < ¢
Az el6z6ekhez hasonldéan egy generatormatrix elsé soraba
ezt e vektort irva, majd minden 0-kezdetd oszlopot leosztva
az els6 nem nulla koordinataval, (¢" —1)/(q—1) —¢" ' =
q" 24 - -+q¢+1 darabnal tobb 0-kezdetii vektort kapunk, igy
ismét a skatulyaelv miatt van olyan ¢ szam, hogy a pontosan
i darab 0-val kezd6d6 vektorbol ¢"~1~%-nél tobb van, vagyis
van koztiik két azonos. O

r—1

4.8. kévetkezmény. S, , paraméterei

e,

4.9. feladat (Binaris Hamming kod dekodolasa). A bina-
ris Hamming-kdéd H ellendrzé maéatrixat lexikografikusnak
nevezziik, ha i-edik oszlopaban az i szadm binaris alakja sze-
repel (a legkisebb helyiérték bittel az elsg sorban). Példaul
Hs o lexikografikus ellenérzé métrixa . Hogyan egyszerti-
s6dik a szindroma dekodolés?

q —1
7767
q—1

4.10. feladat (Kodtomorités). Tegyiik fel, hogy egy 40 jeles
szavakbol 4ll6 ternér kodot hasznalunk, melyben mind a 34°
sz6 el6fordulhat tizenetként, és ha az iizenet tovabbitasaban
egy jelhiba torténik, azt a szovegkornyezetet felhasznalva
még ki tudjuk javitani. Hogyan tudnank ezt felhasznalva
informécioveszteség nélkill témoriteni az tizenetet?



4.3. Bévitett binaris Hamming-koéd

A Hamming-koédbol egy ellenérzé Osszeg hozzaadéaséaval
konstrualt kodot bévitett Hamming-kédnak vagy kiegé-
szitett Hamming-kédnak nevezziik. Jele EH, ,. A binaris
eset kiilonosen érdekes.

4.11. tétel. Az EH, 5 kdd paraméterei [27,2" —r — 1,4].
Ha egy bindris Hamming-kdd ellendrzé mdtriza H, akkor
az ellendrzd dsszeq elsd helyre irdsdval kapott bévitett kod
eqyik ellendrzd mdtriza

Bizonyitds. A bévités eggyel noveli n értékét, k pedig nem
valtozik. A d érték is ng, mivel a minimalis 3-stulya szavak
mindegyikébdl 4-silyt lesz. Igy e kod paraméterei

(27,27 —r —1,4].

Legyen H egy binaris Hamming-kod egy tetszéleges el-
len6rz6 matrixa Mivel H r X n-es, ezért a paraméterek-
bdl kovetkezGen egy (r 4+ 1) x n-es matrix lesz a bdvitett
kod ellendrzé matrixa. Elég tehat megmutatnunk, hogy H
sorai linearisan fliggetlenek (ez nyilvanvald), masrészt ha
c¢=(c1,...,¢,) egy Hamming kodszo, azaz cH = 0, akkor
ac= (Y1 cici,...,cy) szora ¢H = 0. Ez is nyilvanvalo,
a ¢-nek a H sorvektoraival valo szorzatéira vagy a cH = 0
oOsszefiiggeés vagy a » ., ¢; +c1 + - + ¢, = 0 Osszefiiggés
hasznalhatoé. O

Példaul EH; 5, EHs 2, EHs 2, EHy o egy-egy ellenérzo
maétrixa a Hamming-kod lexikografikus ellenérzé métrixbol
konstrualva:

O O ==

O O =
O =
— O~
i
O O Ol =
O = O
O~ =
_— O O
—= O ==

e L e e

1
0
1
1
1
0
1
1
1

S O OOl
O OO =
OO = Ol
OO R R
O = O Ol
O = O =
O = = O
O = = =
— o O ol
_ O O |
N ]
— O~ |
_= = O Ol
—_ = O e

4.4. Els6rendii binaris Reed—Muller-kod

A bévitett binaris EH,, » Hamming-kéd duéalisat elsérendd
Reed—Muller-koédnak nevezziik, jeldlése RM; ,,,. (Mivel
itt az m paraméter mar nem a redundanciat jelenti, nem az r
betiit hasznéljuk.) Kis m-ek esetei: RM; ; = F3, RM; 2 =a
4-hosszu paritasellenérzé kod, RM; 3 = EH3 o, mert éndué-
lis. Az RM; 5 koéd érdekessége, hogy 1969-ben ezt hasznélta
a Mariner 6 és 7 a Marsrol késziilt képek tovabbitasanal.
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A (4) matrixai tehat generatormétrixai e kodoknak. Ezek
rekurziv tulajdonsaga leolvashaté e matrixokrol, ha masként
blokkositjuk:

1 11 1)1 111
11(1)}(1)1 010 10101
o) g5ty ¢/ |00 1 1o 011

0000l 1 1 1
11111111|11111111]
01010101/010101°0°1
00110011/001100T1°1
00001111[000011T11
00000000O0[1 111111 1}

A rekurziv 6sszefliggés tehéat:

_ 7Hm—1Hm—1
Ho =1, Hm_{oo...o 11...1}

4.12. tétel. Az RMy,, kéd bindris [2™,m+ 1,2~ y-kdd.

Bizonyitds. Azn = 2™, k = m+1 vilagos a definiciobol. Az
RM; , kod generatormatrixanak konstrukciojabol kévetke-
zik, hogy az S,, 2 kod kodszavai egy vezetd O-val, valamint
ezek komplementerei (az 111...1 vektorral valo Gsszeg mi-
att) mind kodszavak, ezzel viszont meg is kaptuk mind a
2m+1 kodszot. E szavak stlya a 000...0 és az 111...1 kod-
szavakat kivéve 21, O

Az RMy ,, kod is ekvidisztéans, hisz — a komplementer
vektorparokat kivéve — barmely két sz tavolsdga 2m 1.
4.5. Hadamard deko6dolas

Végezziik el az RM; ,, kod szavain az alabbi o — R jelcse-
rét: 0 1, 1+— —1. A ¢ kodszo képét jeldlje ¢t € {1, -1},
az igy kapott kodot RMfm.

4.13. lemma. RMfm kodszavaira igazak az aldbbiak:
1. Ha ¢t € RME, , akkor —c* € RMT, , igy a kod 2!

1,m 1,m>’
szava indexelhetd gy, hogy cii = —c;.t, ha j =1+ 2™.
+ + +
2. Ha c;,c; € RMy,,, akkor
2m ha cii = c;-t
c; ~c]i =4¢ -2 ha cii = —C;E
0 ha ¢t # :I:cj[.

Bizonyitds. A csupa-1 kédszora (1 + ¢)* = —c*

zolja az elsd allitast.

Ha 2%,y € {1,—1}" két tetszSleges +1-vektor, akkor
.yt =n— 24y (2*, yT), ugyanis a skalaris szorzat meg-
egyezik azon koordindtik szama, ahol a két kod megegyezik
(n—dg(z*,y*)), minusz azon koordinaték szama, ahol kii-

16nbéznek (dg (z*,yT)). Az 2T = cli, yt = cji, c;*L = cji7

, ami iga-

= —C;-t esetben dg(z*,y*) = n/2, ami bizonyitja a ma-
sodik 4llitést. O



-

-

| |
i,
3. abra. A [4.14] feladatban konstrualt Hadamard méatrixok
abrazolasa az 1 — fehér, —1 — fekete megfeleletéssel.

A lemma szerinti indexeléssel készitsiink egy M maétrixot
az RM7,, kod els6 2" szavabol. Példaul az RMy, kodnal
az -beli generatormatrixabol kiindulva, és az 1-vektor he-

lyett a O-vektort hasznélva:

111 1 0000
G=|01 0 1|l=10 1 0 1| =
00 1 1 00 1 1
000 0 1 1 1 1
010 1 1 -1 1 -1
0011 =M=|1 1 1 1
011 0 1 -1 -1 1

Mivel igy egyik kodszé ellentettje sem szerepel e méatrix
soraiban, ezért fennall az MM7T = nl Ssszefiiggés.

Azokat az n x n-es £1-matrixokat, melyek eleget tesznek
az

MM” =nI, (6)

Osszefiiggésnek, n-edrendii Hadamard-matrixoknak ne-
vezzik.

4.14. feladat. Ha M,, egy n-edrendd Hadamard matrixot
jelol, akkor
l.n=1,n=2vagy n =0 (mod 4).
2. M, ® M,, egy nm-rendi Hadamard-matrix (® a
Kronecker-szorzatot jeloli).
Ha M, = [1 1], akkor a rekurziv Mon = My @ Mon—1
osszefiiggés Hadamard-matrixokat ad (1d. a[3] abrat).

Az mindmaéig nyitott kérdés, hogy milyen n-ekre létezik
n-edrendd Hadamard-matrix. Sejtés, hogy minden 4-gyel
oszthatd értékre létezik. 1000 alatti eldontetlen értékek:
668, 716, 892.

Mivel 2% - y* = n — 24y (z*, yT), ezért a ML-dekodolas
azzal ekvivalens, hogy egy fogadott x sz6 ahhoz az ¢ kod-
sz6hoz van legkdzelebb, mellyel vett skalaris szorzata maxi-
maélis abszolut értékd. A Hadamard-dekodolas az az eljaras,
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melyben a fogadott x szohoz az M métrixnak azt a sorat
valasztjuk, amellyel vet skalaris szorzata maximaélis abszo-
lat értékd, azaz amely az Mz T legnagyobb abszolut értékd
koordinatajahoz tartozik.

Példaul  legyen a  fogadott  vektor =z
(-1,-1,-1,1,1,1,-1,-1). Ekkor az MgxzT legna-
gyobb abszolut értékd koordinataja a 7-dik, és negativ
elGjelii:

1 1 1 1 1 1 1 1] 1 2]

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 2

1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 -2

1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 -1  |-2

1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 2

1 -1 1 -1 -1 1 -1 1] -1 2

1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 6
-1 -1 1 -1 1 1 =1] | 1] | —2]

Ezért az M 7-dik sorvektoranak —1-szerese lesz =«

Hadamard-dekodoltja, azaz a
crys =c15=(—1,-1,1,1,1,1, -1, -1)

koédszo. E modszer lagy dekodolasnal is ugyanigy hasz-
nalhato (azaz amikor nem a dekoder altal meghataro-
zott jelet, hanem a demodulator altal nyujtott, bizony-
talanabb értéket kapjuk vissza). Példaul ha az y
(-1.3,0.1,0,0.6,1.6,—1.1,0.2,0.1) vektort mérjiik a csator-
nan, az My = (0.2,0.8,—1.6,1.8,—1.4,—4.8, —2.0, —3.4)
alapjan a 6-dik sor ellentettje a legvaloszintbb tizenet.

4.15. feladat. Az r-edrendd RM,. ,,, Reed-Muller-kod

5. Ciklikus kod

5.1. Alapfogalmak

5.1. definicié. A C linearis kod ciklikus, ha barmely ¢ =
(coy.-.yen—1) € Cesetén €= (¢p—1,C0y---,¢Cn—2) € C.

Konnyen ellenérizhetd, hogy az ismétls kod és a nullossze-
gii kod ciklikus, és hogy a H3 » Hamming kod megfelel§ ko-
ordinatacserével ciklikussa tehetd.

A ciklikussag és a linearitas fliggetlen egymastol. Pél-
daul a {000,110,101,011,111} kédban minden szo6 ciklikus
eltoltja is kodszo, de e kod nem lineéris.

Hasznaljuk a kolcstnosen egyértelmii

a=(ag,...,ap_1) € IFZ — a(x) = ap+-- ta,_ 12" e F,lz]n

megfeleltetést. Az a(x) az a vektorhoz (szohoz) rendelt po-
linom, a az a(z) polinomhoz rendelt sz6. A ¢ < ¢(x) hozza-
rendeléssel azonositjuk a kodszavak e két megadasat, amit
a c(x) € C jelolessel is kifejeziink.

Ha ¢ = (¢p—1,¢0,--.,Cn2), akkor a hozzarendelt polinom
dx)=cp1+cor+-+cp o™t =xc(x) —cp1(z™ —1)
azaz

éx) = ze(z) mod (2™ — 1).



Ennek alapjan tetszoleges f(z) € F,[z] polinomra f(x) € C
(mod z™ — 1) azt jeloli, hogy f(x) mod (z™ — 1) hozza-
rendelt koédszava C-ben van. Elegansabb, ha ugy tekin-
tiink a kodra, hogy C C F4[z]/(z™ — 1). Példaul a binaris
¢ = {000,110,101,011,111} kodra 1 +2% € C (mod z® — 1),
mert 1+x% = 142 mod (23 —1), amihez az 110 sz6 tartozik.

5.2. tétel. Legyen C # {0} egy F, folotti n-hosszi ciklikus
kad.
1. Egyetlen minimadlis foki g(z) € C fépolinom létezik, és
erre
C={f(x)g(x): f(z) € Fy[z]n—r},
ahol r = deg g(x).
2. k=n—r.
3. g(x) | 2" —1 azFy[z]-ben, azaz van olyan h(z) € Fy[x],,
hogy g(x)h(z) = 2™ — 1.

Bizonyitds. Elszor belatjuk, hogy mod (z™—1) polinomok
idedlt alkotnak: C ciklikus ~ z’c(z) € C (mod z" — 1), C
linearis ~ Y a;z'c(z) € C (mod 2" — 1), ~ Va(z) € Fy[z] :
a(xz)c(x) € C (mod 2™ — 1).

Mivel C # {0}, van (legalabb) egy minimalis foka 1-
féegytitthatoju kodpolinom, legyen egy ilyen g(x), foka le-
gyen 1. Az el6z6ek szerint minden f(z) € Fy[x],—, poli-
nomra f(z)g(x) € C. Megmutatjuk egyrészt, hogy g egy-
értelm, masrészt, hogy minden ¢(x) € C polinomhoz van
olyan f(z) € Fy[x]n—r, hogy f(z)g(z) = c(x).

g(x) egyértelmd, hisz ha létezne egy ¢'(x) # g(z) f6po-
linom is, akkor g(x) — ¢'(z) # 0 kisebb foka lenne, ami
ellentmondas. (Tudjuk, az F[x] polinomgytrd f6idealgy-
ri.)

Legyen c(z) € C. Ekkor létezik olyan f(z) és s(x) poli-
nom, hogy c(z) = f(x)g(z) + s(z), és deg s(z) < degg(x) =
r. Mivel s(x) = ¢(x) — f(z)g(x) és a jobb oldal C-beli,
ezért s(x) is, ami csak akkor lehet, ha s(z) = 0 és ¢(x) =
F(@)9().

A C ideal altér is, melynek dimenzioja a konstrukciobol
leolvashato: n — 7.

A fentihez hasonl6 érveléssel: egyértelmten létezik olyan
h(z) és s(x) polinom, hogy deg s(z) < degg(x), és 2" —1 =
h(z)g(x) + s(z). Ekkor s(x) = (—h(z))g(x) (mod z™ — 1),
azaz s(x) € C, ami a fokszama miatt csak s(x) = 0 esetén
lehetséges. O

A tételbeli g(x) polinomot a C linearis ciklikus kod ge-
neratorpolinomjanak, a h(z) polinomot ellenérzsé poli-
nomjanak nevezziik.

A fenti tétel kiterjeszthetd a nullvektorbol allo ¢ = {0}
kodra is azzal a megallapodéssal, hogy ekkor ™ — 1 a gene-
ratorpolinom.

5.3. tétel. ..........

5.4. példa. Soroljuk fel az Osszes 4- és 7-hosszu binaris,
ciklikus kodot!

Megoldds. A 4-hosszi kdédok generatorpolinomjai osztoi az
2t —1=2%+1= (x + 1)* polinomnak.

g(z) IC|  kod
1 16 F}
r+1 8 {1100%,1010*,0000,1111}

2 +1 4 {1010*,0000, 1111}
»+22+z+1 2 {1111,0000}
zt+1 1 {0000}

A 7-hosszii kodok generatorpolinomjai osztéi az z7 — 1 =
27+ 1= (x4 1)(2® + 2+ 1)(2® + 22 + 1) polinomnak.

g(x) €| kod

1 128 ]

z+1 64 paritasellenérzé kod
B 4z+1 16 [7,4] Hamming-kod
>+ a?+1 16  [7,4] Hamming-kod
zt 423+t +1 8 [7,3] sziplex kod

424+l

8 [7,3] sziplex kod
b+ttt 4241 2
1

ismétls kod

7 +1 {0000000}
O
5.5. tétel. Ha C egy ciklikus n-hosszu kod, akkor
C ={c(z) € Fylz]y : c(x)h(z) =0 (mod z™ —1)
Bizonyitds. C: c(z) € C < 3f(z) : c(z) = f(x)g(z) ~
c(x)h(z) = f(x)g(x)h(z) = f(x)(z" —1) =0 (mod 2™ —1).

5.2. Generatormatrixok

Vilagos, hogy a g(x) = go + -+ + g.a" generatorpolinomu
kod generatormétrixa

g G gr—1 9 O . 0

0 g0 @0 gr—1  9r 0 0
S . ' - oM
0 e 0 9o g1 .. Gr—1 9r 0

0 N e 0 go g1 9r—1  Gr

ugyanis e matrix valoban n — k ranga, hisz g, = 1, (n —
k) x m-es, és sorvektorai kodszavak. Ezt nevezik ciklikus
generatormatrixnak. Sorlépcsds alaka, mivel g(z)h(z) =
2™ — 1 miatt gohg = g(0)h(0) = 0" — 1 = —1, igy go # 0.

Példaul az 2% + 22 + 1 generatorpolinomi [7,4]-kod és az
2%+ 22 + x + 1 generatorpolinomi [7, 3]-kod generdtormat-
rixai:

1011000 1 4107100
0101100

o111 0 1 0 (8
00101 10 0 o1 110 1
0001011



A ciklikus kédok masik szép tulajdonséga, hogy a ciklikus
maétrix sorlépcsSs alakd, igy els6 k oszlopa lineéarisan fiig-
getlen, azaz a koédhoz van szisztematikus kodolas, és igy
standard alakt generatormaétrix is.

5.6. tétel. Egy C ciklikus linedris kod

m = (mo,...,mMg—1) = (Mo, ..., Mk_1,—80,...,—Sr_1)
standard kdédoldsdnak maradék r koordindtdja az x"m(x) po-
linom g(x)-szel valé maradékos osztdsdbol kapott s(x)

Z:;& siz’ maradék egytitthatdibol dll.

Bizonyitds. A maradékos osztas legyen a"m(x)
f(z)g(x) + s(z), ahol deg s(x) < r. Ebbdl

f(x)g(x) = 2" m(z)—s(z) < (—so,... CyMp—1

y —Sr—1,M0, - -
ami C-beli, és ennek k-szoros ciklikus eltoltja, ami ugyan-
csak C-beli, épp az m iizenet keresett szisztematikus kodo-
lasa. O

5.7. példa. Hatarozzuk meg az >+ 12+ 1 generatorpolino-
mi [7,4]-kod és az 2+ 22 +2+1 = (z+1) (23 +22+1) gene-
ratorpolinomu [7, 3]-kéd standard generatormatrixat, majd
bizonyitsuk, hogy a kodok egymas dualisai.

1. megoldds. A generatormétrixaibol elemi sormitvele-
tekkel megkaphato a standard generatormatrix:

SO o=
oo~ O
o= OO
_ o oo
O R = =
— ==
O = =
= = O

Ha a masodik kédot az utols6 harom oszlopra szisztemati-
zaljuk, akkor a

1110100
0111010
1101 0 01

maétrixot kapjuk, ami bizonyitja, hogy az 23 + 22 + 1 gene-
ratorpolinomi és az v+ 22 +x+1 = (z+1) (2> +22+1) ge-
neratorpolinoma kodok dudlisai egymasnak. (Ez meglepd,
mert talan azt varnank, hogy ha g(x)h(x) = 2™ — 1, akkor
a g(xz) és h(x) generatorpolinomt kodok legyenek egymaés
duélisai, de ez a sejtés nem teljesiil.)

2. megoldds. A standard generatormatrix sorai megkapha-
tok a standard bazis kodolasaval. Ezt az[B5.6l tétel szerint az
2"z (i =0, ..., k—1) polinomok g(z)-szel val6 osztasi mara-
dékabol kapjuk. Példaul az 23+ 2241 generatormatrixanak
harmadik soraban a 0010 iizenet, azaz az 2 iizenetpolinom
kodja szerepel. Az 322 = (2® + 22 +1)(2? +2+1)+(z+1)
maradékos osztas maradéka x + 1, azaz a maradék koordi-
natak 110, igy a méatrix harmadik sora 0010110.

)

L delt polinomok c(x)
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5.3. Forditott kod

Ciklikus koéddal ekvivalens kdd nem sziikségképp ciklikus.
Pl. a 70 darab [7,4] Hamming-kodbol csak kettd ciklikus, és
ezek a kodszavak megforditasaval kaphatok meg egymasbol.
A C kodbol a koordinatak sorrendjének megforditésaval
kapott C~ koédot forditott koédnak nevezziik. Ez olyan
koordinatapermutacio, amely ciklikus kodot ciklikusba visz.
Egy tetsz6leges m-edfoki a(z) polinom forditottjan az

m
a (x) = Zam_ixz =2ma(z™!)
i=0

.y Cn—1) € C szbhoz
7CQ) e C™

polinomot értjiikk. Igy ha a ¢ = (co,..
rendelt polinom c¢(x), akkor a ¢~ = (¢cp—1,...
forditott szohoz rendelt polinom

n—1
¢ (z) = Z Cn1_ixt = 2" te(zh).
=0
5.8. allitas. Ha a ciklikus C kdd egy generdtorpolinomja

g(x), akkor a gy g~ (x) polinom a C~ kddot generdlja.

Bizonyitds. A ciklikus generatormatrixbol a sorok nem-
nulla részének megforditasaval kapott alabbi matrix a C~
generatormatrixa:

g,,. g,,._1 e 91 go O e 0
) 0 g9 gr—1 91 go O 0
% |- K :
0 0 9r  Gr—1 91 g0 O
0 0 g9 g g1 9o

Mivel g, = 1, ezért e méatrix sorai fliggetlenek, mindegyikiik
a C~ kodbol valo, és a sorok szama a kdd dimenzidjaval
megegyezik, igy e matrix valoban a g; 19~ (z) f6polinomhoz
tartozo generdtormétrix. O

5.4. Ciklikus kod dualisa

Jellemezziik ciklikus kod duéalisat. Ehhez a forditott kodot
hasznéljuk.

5.9. tétel. Ciklikus kdd dudlisa ciklikus. Ha az n-hosszi
C ciklikus kod ellendrz6 mdtriva h(z), akkor Ct generdtor-
mdtriza hy *h~(z).

Bizonyitds. A dualis kod ciklikussaga trivialis. Legyen g(x)
és h(z) a C kod generator- és ellenérzé matrixa (tehat
g(x)h(xz) = z™ — 1), és legyen a h(x) altal generalt kod
D. Igy

C ={a(z)g(x) : a(x) € Fy[z]pn—r},
D = {b(x)h(z) : b(zx) € Fylz],}.

Legyen ¢ € C, d € D két kodszd, és a hozzajuk ren-
a(z)g(z), d(z) = b(x)h(z). Ekkor



c(x)d(z) = a(z)g(x)b(z)h(x) = a(x)b(z)(z™ — 1). Mivel

dega(z) <n—r—1ésdegb(x) < r—1, ezért deg(a(z)b(x)) <
n—r—1+r—1=n-2, igy c(z)d(z)-ben 2"~ ! egyiitthatoja
0, azaz

n—1

0= Zcidn—l—i =(co,---rn-1) (dn-1,...,do) = c-d~
i=0

Eszerint C minden koédszava meréleges D~ minden kddsza-
vara, tehat D~ C Ct. Masrészt dimC+ = r = degh™ (z) =
dim D, tehat Ct =D~ O

Az 5.7 példa dualis kodjainak generatorpolinomjai a
g(z) = *+ 2% +a+1 = (v+1)(234+22+1) és h(z) = 2> +a+1
jelolésekkel g(x) és h™(z) = 23h(z~) = 23 (z 3+~ 1 +1 =
1+ 2%+ 23

A. Fuggelék: Véges testek

Véges test Ha egy F testnek véges sok eleme van, véges
testnek nevezziik. Ekkor létezik egy legkisebb pozitiv p
egész, hogy p darab 1-es Osszege 0, ezt a p szdmot nevezziik
a test karakterisztikajanak. Véges test karakterisztikaja
primszam. A test p kiillonb6z6 eleme el6all az 1 ismételt
Osszeadésaval: 0,1,2=1+1,...p—1=1+---+1. Ezek
az elemek az F test egy résztestét alkotjak, mely izomorf a
modulo p maradékosztalytesttel, és amelyet a test primtes-
tének neveziink, és F,-vel jeloliink. F egytttal egy IF), folotti
végesdimenzios vektortér is, igy elemeinek szama ¢ = p” va-
lamilyen pozitiv egész r-re. ¢ elemii test izomorfia erejéig
csak egy van, ezt Iy jeloli.

Véges test additiv és multiplikativ csoportja F, ad-
ditiv csoportja az el6bbiek szerint p-csoport (minden elem
additiv rendje p), a test multiplikativ [y, csoportja ¢ — 1-
edrend( ciklikus. Az [F} csoport generatorelemeit, azaz g—1-
edrendt elemeit a test primitiv elemeinek nevezziik. Ha
g egy primitiv elem, akkor

Fq = {Oa ]- = 90797927 e 7gq_2}'

Egy e € F, elemet n-edik egységgydknek neveziink, ha
e =1 és primitiv n-edik egységgydknek, ha ™ # 1
semmilyen m < n esetén. F,-ban pontosan akkor van primi-
tiv n-edik egységgydk, ha n | ¢ — 1. Egyik ilyen egységgyok
g4=D/" ahol g primitiv elem.

Egy a € F, elem rendje az a legkisebb pozitiv n egész,
melyre o = 1. Jele ord(«).

Az F, test barmely o elemére ord(ar) | ¢ — 1, és ha va-
lamely m > 0 egészre o™ = 1, akkor ord(«) | m. Példaul

ha g jeloli F1g egy primitiv elemét, akkor a = g°® rendje 5,
2

mert o? = g'2, o® = ¢%3 = g3, ot = ¢?* = ¢7, és végiil
a® = g3 = 1. E testben mésodrendii elem nincs, mert
24 15.

Ha m | ¢ — 1, akkor az m-edrendd elemek szama F,-ban
©(m), specilisan a primitiv elemek szama (g — 1).
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Az F,[z] polinomgyiird Az F,[z] polinomgytird eukli-
deszi gytrd, mert 1étezik rajta egy euklideszi norma, azaz
egy olyan ¢ fliggvény, hogy barmely két a(z),b(z) € Fylx]
polinomhoz van olyan ¢(z) és r(z) polinom, hogy a(z) =
b(z)g(z) + r(x), ahol p(r(z)) < @(b(z)). Itt ¢ a poli-
nom foka. Az f(zx) € Fy[x] polinomot irreducibilisnek
nevezzik, ha nincs nemtrivialis F,[z]-beli tényezkre bon-
tasa, azaz nem konstans, és nem bomlik fel alacsonyabb
foku polinomok szorzatara. Minden euklideszi gytir, f6ide-
algytrd, ezért Fy[x] is, tehat minden ideélt egyetlen polinom
general. Az f(z) polinom altal generalt idealt (f(z)) jelo-
li. Féidedlgytirtkben igaz a szamelmélet alaptétele, tehat
F,[x] minden polinomja skalarszorzotol és sorrendtdl elte-
kintve egyértelmtien elall irreducibilis polinomok szorzata-
ként. Polinom irreducibilitdsanak eldontésére vannak haté-
kony algoritmusok. Az els6foku polinom mindig irreduci-
bilis, a mésod- és harmadfokt pontosan akkor irreducibilis,
ha nincs gydke.

Euklideszi algoritmus Az F [x] gytrtiben barmely két
a(x), b(z) polinomnak egyértelmden létezik az (a(zx),b(x))
kitiintetett kozos osztdja, mely az a fGpolinom, amely kdzos
0szt0, és minden kozos osztonak tObbszorose. A legnagyobb
ko6z0s o0sztd elnevezés is hasznélatos, mivel nincs ennél na-
gyobb foku k6zos osztd. A kitiintetett kozos oszté meghata-
rozasara az euklideszi algoritmust hasznalhato, mellyel azok
az s(x), t(x) polinomok is meghatarozhatok, melyre

a(x)s(x) + b(x)t(z) = (a(z), b(z)).

Véges test konstrukcioja F, a modulo p maradékosz-
talytest. Legyen

a(r) = 2" + ap_12"?

+ - 4 aix+ap € Fplz].

Az F,lz]/(a(x)) faktorgytird (maradékosztaly-gytird) pon-
tosan akkor test, ha a(z) irreducibilis polinom, és ekkor
megegyezik az Fy testtel, ahol ¢ = p”. Jelolje v az z+ (a(x))
maradékosztalyt. Erre a(a) = 0 az Fplz]/(a(z)) mara-
dékosztalytestben. Igy a test elemeit az r-nél kisebb foku
br_10" " 4 -4+b a+by alakt polinomok reprezentaljik. Az
Osszeadas koztiik a szokasos, a szorzas a polinomszorzat mo-
dulo a(a), amit a gyakorlatban az a” = —a,_1a" "t —
a1 — ag helyettesitéssel érhetiink el. Az elemek egy maésik

kezeljiik, melynek bazisa {a"~1,... a,1}, és amelyben a
by_1a" 14+ +bia+by polinomot a b,_1 ...b1by vektorral
reprezentaljuk. Test konstrukcidéjahoz gyakran valasztunk
primitiv polinomot, amelynél a fenti o elem rendje ¢ — 1,
tehat o hatvanyai kiadjék a test nemnulla elemeit. Példaul
2% + x + 1 € Fy[x] primitiv polinom, a vele megkonstruélt
Fg elemei harom reprezentacioban:



0 o0 000
a® 1 001
a « 010
o? a? 100
o a+1 011
ot P ta 110
a® o?4+a+1 111
ab a?+1 101

A fenti konstrukcié tetszéleges F, testbdl kiindulva is elvé-
gezhetd, példaul Fig megkaphaté az Fo[z]/(x* +2 +1) vagy
az Fy[z]/(2? + x + B) faktorstrukttrabol is, ahol Fy pedig
az Falz]/ (22 + z + 1) test.

Fola]/(z* + x4+ 1) Fylz]/(=* + 2+ B)

a' Fa(a) F3  F2(f) Fala) Fj
0 0 0000 0 0 00
a® 1 0001 1 1 01
a a 0010 « 10
a? o 0100 a+p 13
o o? 1000 Ba+ B3
ot a+1 0011 a+1 11
a® a’+a 0110 I] 3 03
ab P +a? 1100 Ba (0
a” P ta+l 1011 Ba + 3 BB
o o241 0101 a+f 18
o P ta 1010 Ba+ 66
al® a?+a+1 0111 B+1 S 05
all ad+a’+a 1110 Bo 30
a? P +a’+a+1 1111 Ba+1 A1
a® o +a?+1 1101 Ba+1 61
ot aP 41 1001 Ba+ B3

1. tablazat. F14 elemeinek kiilonb6z6 reprezentacioi, ahol «
a test egy primitiv elemét jeldli.

Résztestek Ha K és L két test, K < L és ay,..
L, akkor K(ayq,...,ax) azt a legsziikebb testet jeloli, mely
K-t és az aq,..., oy elemeket is tartalmazza. Ha pedig
egy f(z) € Klx] polinom 0sszes gyoke L-beli, azaz f(z) =
el —a1)...(x — ay), ahol a; € L, akkor K(aq,...,qr) az
f(z) polinom felbontasi teste.

O €

Mivel a test barmely nemnulla a elemére a?~! = 1, ezért
F, elemei mind gytkei az 29 — x € Fp[z]| polinomnak. Az
Fq (¢ =p") test az 27 — x € F,[x] polinom felbontési teste.
Ha m pozitiv egész, akkor F,--nek pontosan akkor létezik
p™-elemt részteste, ha m | r. Ez a K résztest egyértelm,
és F, azon elemeibdl all, melyek gyokei az z?" — z poli-
nomnak, azaz K = {3 | g*" — 3 = 0}. Ha F,r-nek a egy
primitiv eleme, akkor a K test multiplikativ csoportjanak
ol egy generatora lesz, ahol t = (p" — 1)/(p™ — 1). Igy
K ={0,1,a%,02,...,aP"—2)t],

Testautomorfizmusok p-karakterisztikaji test barmely
két 8, v elemére (B+7)P = P +~P, ami a binomialis tétellel
konnyen igazolhatd. Mivel (8)P = PP is fennall, ezért az
¢p 1 x — xP leképezés a test egy automorfizmusa. Ezt
nevezziik Frobenius (vagy Galois) automorfizmusnak.
Az Fpr test Gal(F,r) teljes automorfizmuscsoportja r-elemd
ciklikus csoport, melyet ¢, generdl. Ebbsl adodik, hogy
barmely p-karakterisztikaju testben barmely m > 0 egészre
(B4 =B 47"

Ha m | r, és K < F,r egy p™-elemd résztest, akkor K
a ¢ leképezés fix elemeibdl all. A K-t fixen hagy6 auto-
morfizmusok egy r/m-edrendi ciklikus csoportot alkotnak,
melyet ¢)* general. E csoportot Gal(F,- : K) jeldli.

Konjugalt elemek Mivel

k

k q
f(z)? = (Z fZUCZ) — Zfiqxz‘q,
i=0

=0

ezért ha f(zx) € Fylz], akkor f%(z) = f(x9). Eszerint
ha v az f(z) egy gyoke Fy egy testbGvitésében, akkor 9,

7‘127 7‘13,. .., is, azaz minden n > 0 esetén 794 is. Ez ve-
zet a kovetkez§ definicibhoz: ha v € Fym, akkor az 7,
v, 'yq2, 7‘13,... elemeket az v elem F, szerinti konju-

galtjainak nevezziik (ezek kozt nyilvan csak véges sok kii-
16nb6z6 van). Az ~ elemmel konjugalt elemek halmazat
az 7 elemhez tartozd, vagy az Aaltala generdlt F, szerin-
ti konjugaltosztalynak nevezziik. Példaul az Fi4 test
Fo szerinti konjugéltosztélyai (o« az Fig test tablazat
szerinti primitiv elemét jeldli): {0}, {1}, {a,a?, a?, ad},
{a3,a8,a'?, 0%}, {a®,a!%}, {7, ot at? atl). Az Fy sze-
rinti mellékosztalyok pedig {0}, {1}, {a®}, {a!}, {a,a*},
{a?,0%}, {08,012}, {a,0%}, {a7,a1%}, {all,alt}.

Azt a legkisebb pozitiv d egész szamot, melyre n | ¢% — 1,
a ¢ multiplikativ rendjének nevezziik modulo n. Példaul
a ,,2 multiplikativ rendje modulo 5" értéke az 5 t 2 — 1,
5422 —1,5+12%—1,5]|2% — 1 oszthatosdgok miatt 4-nek
adodik, mig a 4 multiplikativ rendje modulo 5” az 514 —1,
5| 4% — 1 oszthatésagok miatt 2.

Ha v € Fym és < rendje n, valamint d a ¢ multiplikativ
rendje modulo n, akkor fyqd =7, ésay, 79, 7‘12,. . .fyqd Sz4-
mok mind kiilénbozéek. A 7 elemet tartalmazo konjugal-
tosztaly mérete tehat ¢ multiplikativ rendje modulo ord (7).
Példaul Fig-ban az a® elem rendje 5, igy az 6t tartalma-
76 Fy szerinti konjugaltosztaly mérete 4, mig az F, szerinti
mérete 2.

Minimalpolinom A « € Fym elem F, szerinti minimal-
polinomja az a legkisebb fokt nemnulla m(x) € F,[z] £6-
polinom, melynek v gyoke, azaz melyre m(vy) = 0. Ilyen
polinom mindig 1étezik, hisz a «-ban eltin6 nemnulla poli-
nomok halmaza nem iires (pl. 7" —z benne van). A y-ban
eltting polinomok idealt alkotnak F,[x]-ben, amely f&ideal,
igy egyetlen polinom generalja, a minimélpolinom, mely igy

17



egyértelmt. A minimalpolinom legfontosabb tulajdonsagai:
(1) egyértelmd, (2) minden y-ban elting polinomnak osz-
toja, (3) irreducibilis, (4) osztoja az x4 — x polinomnak,
(5) foka osztoja m-nek, (6) m(x) = H;i;ol(a: —~9"), vagyis
m(x) gyokei pontosan v konjugaltjai, ahol d a ¢ multiplika-
tiv rendje modulo ord(y). Tehat minden minimalpolinom-
nak egy konjugéltosztaly elemei a gyokei. A [2] tablazat két
kis testre megadja a konjugaltosztalyokat és a minimalpoli-
nomokat.

test  konjugaltosztaly minimalpolinom (m(z))
FS {0} T
{1} x+1
{a, a2, %} o+l
{a3,a5% a5} P+ a?+1
Fi6 {0} x
{1} x+1
{a, 02,0, a®} t+z+1
{a3,a% a'? o} a2+ +1
{af, a0} ?+ar+1

{a7,a14,a13,a11} $4+l‘3+1

2. tablazat. Fg és Fig minimalpolinomjai a Hf;ol (x — oﬂi)
képlettel a konjugaltosztalyokbdl kiszdmolva.

Az 27" ~1—1 polinom gydkei az Fym elemei, igy e polinom
felbomlik a minimalpolinomok szorzatara. Példaul Fj4-ra

P —1=(z+ D'+ + D@t + 2> 2 o+ 1)x
(2 +z+1)(zt + 23 +1)
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