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Jelolések

GF(q), F, ¢ elemi véges test

F,[x] I, feletti polinomok gytrtje

Fqlz]n n-nél kisebb foku F, feletti polinomok
dy Hamming-tavolsag

wt Hamming-sily (a 0-sz6tol valo tavolség)
Sr.q r paraméterd I, feletti szimplex kod
H, 4 r paramétert I, feletti Hamming-kod
EH, 4 kiegészitett Hamming-kod

RS+ Reed—Solomon-kod

RMq- Reed—Miiller-kod



1. Zajmentes csatorna, forraskod

1.1. Entropia = informéacié mennyisége =
bizonytalansag mértéke

Legyen az X valoszintiségi valtozo eloszlasa {p1, pa, ..., Dn},
ahol p; = p(z;) == P(X = z;). Az x; informéciotartalméat
vagy bizonytalansagit megado fliggvény nd, ha p; csokken,
és ez a bizonytalansig csak p;-t6l fiigg, jelolje ezt I(p;).
Pl. I(1) = 0, hisz az 1 valoszintiségi kimenetel bizonytalan-
saga 0, 1(0) = oo, és legyen I(3) = 1, azaz az 1/2 valészini-
ségli esemény bizonytalansagat valasszuk egységnek (1 bit
vagy 1 Shannon). Legyen

1
I(p) = log = —logp.

varhato értéket értjik. Ezt H(X) vagy H(pi,pe,.--
jeloli, azaz

,Pn)

H(X) = H(p1,p2;.--,pn) = E(I(X)) = E(=log(p(X))

S AT g
i=1 i=1

A bizonytalansag nagysagit méri az az informécié, mely
az eloszlatdsahoz sziikséges. A bizonytalansig, és igy az
informéaci6 leggyakrabban hasznalt mértékegysége a bit (=
Shannon).

A fenti képlet ugy értendd, hogy 0log 0 = 0 (miért?).

A H(p,1—p) fliggvényre hasznélatos a H(p) vagy a Ha(p)
jelolés is. Abrazoljuk a H(p) fiiggvényt!

1.1. feladat. Konkrét példédkon gondoljuk végig, hogy az
alabbi tulajdonsagok joggal elvarhaték egy bizonytalansa-
got kifejezd fliggvénytol.

1. Az X valosziniiségi valtozo ,bizonytalansidga” nem fiigg
mastoél, mint az X valdszintdségeloszlasatol, és nem fligg
a p; értékek sorrendjétél sem, azaz H szimmetrikus;

2. H(pl,p27. ..
1-re p; = 1;

,Dn) > 0, és pontosan akkor 0, ha valamely

3. H folytonos;

4. H(p17p27"'7pn70> :H(pl7p27"'>pn);

5' H(p17p27"'7pn) SH(%7%75%);

6 H(%7%7 7%)SH(%+1aﬁv a%ﬂ)a

7HGE Ly =H(L L)+ H(E L),

8 Hap = pr+ - +pny ¢ = @1+ + Gm
és p + q = 17 akkor H(pla"'apnaql7"'7Q1n) =
H(p,q) + pH(p1/p,---.pn/p) + aH(a1/q,. .-, am/q)
(additivitas).

Belathato a kovetkez§ tétel:

1.2. tétel. Hap; >0 (i=1,...,n), és >, p; =1, akkor
a fenti 8 feltételt kielégitd fiiggvény alakja

n
H(plaan cee 7p’n) = _Czp’b Ingia
i=1

ahol ¢ egy tetszdleges pozitiv konstans.

1.3. hazi feladat. Az entrépia tulajdonsagai. Mutas-
suk meg, hogy

1. ha az X valoszintiségi valtozo értékkészlete n elemd,
akkor 0 < H(X) < logn, és a bal oldalon egyenlGség
akkor és csak akkor all fenn, ha az X valvaltozo 1 valo-
szintiséggel konstans, mig a jobb oldalon akkor és csak
akkor &ll egyenléség, ha X egyenletes eloszlast.

2. HX,Y)< H(X)+ H(Y), és egyenlGség akkor és csak
akkor all fenn, ha X és Y fiiggetlenek.

1.4. példa. Adva van n érme, melyek koziil lehet, hogy
az egyik hamis, és akkor a silya kiilonbozik a tobbiétél
(kbnnyebb vagy nehezebb). Van egy kétkara meérlegiink,
mellyel k mérést végziink, hogy megtalaljuk a hamis érmét,
és hogy megmondjuk azt is, hogy konnyebb vagy nehezebb a
tobbinél, vagy hogy bizonyitsuk, nincs az érmék kdzt hamis.
A mérésekkel szerezhetd informacio felhasznalasaval adjunk
n-re felsé becslést. (1d. még a példat)

Megoldds. 2n+1 lehetGség van: az n érme valamelyike nehe-
zebb a tobbinél, az n érme valamelyike kdnnyebb a tobbinél,
vagy mind egyforma nehéz. A feladat alapjan minden ese-
tet egyforman valosziniinek kell tekinteniink, mivel semmi
informéciénk az eloszlasra, azaz az entropia log(2n+1). Az
egy méréssel megszerezhetd informacioé legfoljebb log 3, hisz
minden mérésnek 3 eredménye lehet, a mérleg balra billen,
jobbra billen, egyenstilyban marad. Igy k, a mérések szama
minimum log(2n + 1)/log3. Innen n < (3F —1)/2.

Elemi okoskodassal is megkaphat6 ez az eredmény: min-
den mérésnek 3 eredménye lehet, igy k méréssel 3% kiilon-
boz6 Lallapot” kiilonboztethets meg, igy 2n + 1 < 3%, ami
ugyancsak a fenti eredményt adja. O

1.2. Feltételes entrépia

Egy kommunikaciés csatorna mindkét végén megjelenik egy
valvaltozé: a bemenetit jelolje X, a kimenetit Y. Kett6jiik
viszonyat fejezik ki a kovetkezd fogalmak. Az X, ill. YV
értelmezési tartomanyét jelolje X, illetve ).

Az (Y|X = x) feltételes valoszintségi valtozo eloszlasa

p(z,y) yey

P(Y =y|X =z) =p(ylz) = o)

Az (Y|X = x) entropiaja

H(Y|X =x) = - p(ylz)logp(y|z).
yey



A H(Y|X) feltételes entropia definicioja:

HY|X) =) pl)H(Y|X = z)

reEX

== px) > plylz)logp(ylr)

TEX yey

_ Z Zp(gc,y) log p(y|)

reX yey
1.5. hazi feladat. Mutassuk meg, hogy
1. HX,) Y)=HX)+ HY|X)=H(Y) + HX|Y).

2. 0 < H(X|Y) < H(X), és a bal oldalon egyenldség csak
akkor &ll fenn, ha 1 valoszintiséggel fliggvénye X az Y-
nak, mig a jobb oldalon csak akkor &ll egyenlGség, ha
X és Y fiiggetlenek.

Az X és Y valvaltozok kolesonos informacidjan az
I(X.Y) = H(X) + HY) ~ H(X.Y)
mennyiséget értjik.

1.6. hazi feladat. A kolcs6nés informacié tulajdon-
sagai. Mutassuk meg, hogy

L I(X,Y)=>,,p(z,y)log p’(’f)”;{,),)
2. I(X,Y) >0,

3. I(X)Y)=HX)-HX|Y)=H(Y)-H(Y|X), azaz X
bizonytalansaga I(X,Y )-nal csokken, ha ismerjiik Y-t,

4. I(X,Y) < H(X), I(X,Y) < H(Y).

1.3. Egyértelmi dekédolhatdsag

A kovetkezdkben a forrasabécé legyen a véges X', a kodabécé
a véges ) halmaz. A kodszavak az )* elemei, azaz az )
elemeibdl all6 véges hosszu sorozatok.

Egy f : X — Y* fliggvényt kédnak neveziink, az X*
elemeit tizeneteknek. Az f : X — Y* kod egyértel-
mtien dekédolhaté, ha barmely két u # v {izenet esetén
Flun)f(uz) .. f(ug) # F(01)f(v2) . f(vm). Az f kod pre-
fix, ha egyik kodsz6 sem folytatdsa egy masiknak. Egy pre-
fix kod egyértelmien dekodolhato. Az f(x) kodszo hosszat

()] jeloli.

1.7. tétel (McMillan). Minden egyértelmien dekddolhato
f:X = YV kadra

n 3
3 s el <1,
i=1

aholn =|X| és s =1))|.

Bizonyitds. Mivel

n N
(Z S—If(m)l) _
=1 i

ahol L = maxi<;<y |f(x;)|, és A; az Osszes olyan [-hosszi
kédbettisorozatok szdma, melyek N kédszo egymés utan ira-
séval keletkeztek. Az Gsszes ilyen sorozat kiilonbozé az egy-
értelmii dekodolhatosag miatt, ezért A; < s'. Igy

n N
(ZS—IJ’(%H) < NL,
i=1

I\gE

n
e 3 s |l Gy
1 in=1

-l
AlS )

I
[z

N
Il
-

azaz N
Zsflf(zi)\ < ¥NL -1,
i=1

ami bizonyitja az allitést. O

1.8. tétel (Kraft). Ha azly, lo,...

n
> s,
=1

akkor létezik olyan f prefix kod, hogy |f(x;)| = l;, ahol i =
1,...,n.

, ln pozitiv egészekre

1.4. Zajmentes kédolasi tétel

1.9. tétel (Zajmentes kodolasi tétel). Legyen X diszkrét
valdszintségi vdltozo. Ekkor létezik olyan E : X — {0,1}*
és D : {0,1}* — X fiiggvény, hogy minden x € X elemre
D(E(x)) = x, tovdbbd

E (IE(2)]) € [H(X), H(X) +1].

reX

2. Zajos csatorna, hibajavitas

2.1. Példak

2.1. példa (Alappéldék). Az alabbi 6t példara tobbszor
fogunk hivatkozni.

(a) Ismétls kod.

a € X — aa...a € X". Legfoljebb n — 1 hibat jelez, és
| 251 ] hibat javit (hogyan?).

(b) Paritasellenérzé kod, nullésszegi kod.
(biy.osbp1) € B3 s (byyo o bp1,by + -+ bpq) €
FD. A kod utolso bitjét szokés paritasbitnek nevezni. Hi-
bat javitani e kod nem tud, de egy hibat jelez (valoja-
ban pératlan sokat). Altalanositdsa a nulldsszegt kodolas:
(al, ceey (Lnfl) S ]ngl — ((11, ey Qp—1, — Z?;ll ai) € Fg
E kodolasoknél pontosan azok a kédszavak, melyek koordi-
nétainak osszege 0.



(¢) Binaris [7,4,3]; Hamming-kod.
F% — F; : (bg, bs, bg, b7) — (bl, ceey b7), ahol b; = bs+b5+b7,
bo = b3 + bg + b7, by = bs + bg + by. A biteket Venn-
diagramban abrazolhatjuk. Legyen B;, By, B4 harom hal-
maz. Bsyr pontosan akkor tartalmazza a b; bitet, ha i bi-
naris alakjdban a k-adik bit 1 (Id. a abrat). Innen

By

Bl B2

1. dbra. Hamming-kéd konstrukcidja

konnyen lathato, hogy egy (b1, ..., by) bitsorozat pontosan
akkor kodszo, ha a B; (j = 1,2,4) halmazok mindegyiké-
ben péros sok bit egyes. Ami még érdekesebb, az is igaz,
hogy barmely Fi-beli vektor vagy kodszo, vagy egyértelmii-
en kodszova valtoztathato egyetlen bit megvaltoztatasaval,
azaz e kod képes egy bithibat javitani. Pl. ha a By halmaz-
ban péaratlan sok bit egyes, akkor a B; N By N By = by bitet
kell megvéltoztatni, ha a B, és a B4 halmazokban is parat-
lan sok bit egyes, akkor a B, N By N By = bg bitet. Ebbél
az is adodik, hogy barmely két kodszo6 Hamming-tévolsaga
legaldbb 3, igy e kod képes legfoljebb 2 hiba jelzésére is!
Innen kitaldlhato, hogy mit jelentenek a szamok a [7,4, 3]
jelolésben. Allitsuk els e kod sszes kodszavat!

(d) Kiegészitett binaris [8,4, 4], Hamming-kéd.
F3 — F5 : (bs,bs,bg, b7) — (bo,...,br), ahol a Hamming-
koédbeli by, b, by bitek mellett még egy by paritasellenérzé
bitet is csatolunk, azaz by = >, b; = bg + b5 + bs. A kiegé-
szitett Hamming-kod is dbrazolhaté Venn-diagrammal: az
U univerzumben van még egy bit, by, amely a B; halmazo-
kon kiviil van, és egy vektor pontosan akkor kédszo, ha U,
B,, Bs és B4 mindegyikében paros sok bit egyes. Igazoljuk,
hogy itt barmely két kodsz6 Hamming-tavolsaga legaldbb 4,
igy e kod képes legfoljebb 3 hiba jelzésére! Vagy képes egy
hibat javitani és két hibat jelezni.

(e) Ternér Hy 3 Hamming-kod.

F2 — F4: (a,b) = (a,b,a+b,a+2b). Trjuk fel a kod dsszes
kodszavat, és adjunk meg egy 1 hibat kijavito eljarast! Iga-
zoljuk, hogy barmely két kodsz6 Hamming-tavolsaga leg-
alabb 3.

2.2. feladat. A magyar személyi szam 11-jegyd szdm. Els6
jegye s a tulajdonos nemét adja meg. Ezutan kiévetkezik
a sziiletési datuma (sz ... s7), majd az egy napon sziiletet-
tek megkiilonboztetését szolgald véletlenszertien generalt 3-
jegyl szam (sgsgs10), végll egy ellendrz szém (s11). Ennek

bo

Bl BQ

2. abra. Kiegészitett Hamming-kod konstrukcidja

képzési szabalya:

10
11 = Zisi mod 11.

i=1

Az sgsgs1g kodot ugy valasztjak ki, hogy s11 ne lehessen 10,
igy az is egyjegyld. Mutassuk meg, hogy e kod jelzi, ha a
személyi szadmban egy jegy hibas (1-hibajelzs), és jelzi két
szomszédos szam folcserélését is. (Hasonlo volt az ISBN régi
10-jegyt kodja is, ahol a 10-es maradékot X-szel, a réomai
tizessel jelolték).

2.3. feladat. 7 halalraitélt korben il, mindegyikiik fején
egy véletleniil kivalasztott piros vagy fekete sapka. Min-
denki latja a tobbiek sapkajat, de senki se latja a sajatjat.
Semmi médon nem kommunikalhatnak egymassal. Egy id6
utan egyszerre mindegyikiiknek tippelnie kell a sajat sapka-
ja szinére. Harom vélasz lehetséges: ,nem tudom”, ,fekete”,
»piros”. Ha senki nem talalja el, vagy csak egy is akad, aki
téved, mind meghalnak, egyébként mind megmenekiilnek.
Tudunk-e szadmukra olyan eljarast javasolni, ami 1/2-nél na-
gyobb valészintséggel megmenekiti 6ket. Mi a legnagyobb
valosziniiség, amit el tudunk érni?

2.2. Csatornamodellek

Diszkrét memoriamentes csatorna (DMC: discrete memori-
less channel)

1. binaris szimmetrikus csatorna (BSC: binary symmetric
channel)




2. binaris torléses csatorna (binary erasure channel)
p
(=@

2.3. Blokk-kédok

2.4. definicié. Legyen ) egy véges halmaz, n egy pozitiv
egész. A C C Y™ halmazt Y f6lotti (n, M)-kodnak, vagy
blokk-kodnak nevezziik, ahol M = |C|. Egy kolcsondsen
egyértelmd X — C leképezést kddolasnak neveziink. Elne-
vezések: ) a kodabécé, g = |Y| a kodabécé mérete, n a
kédhossz, M = |C| a kédmeéret, k = logy, M = log, M a
dimenzié vagy az iizenet hossza, R = k/n a k6dsebesség
(information rate, coding rate), r = n — k a redundancia.

Ha a k {izenethossz egész szam, a C kodra az (n, M) jelolés
helyett az (n,k) jelolés is hasznalatos, illetve a kodabécé
méretét is megadva (n, k),.

3. z-csatorna.

0 1

Y gyakran a g-elemd véges test, azaz Y =F, = GF(q).

2.5. definicié. Legyen z,y € V" két kodsz6. Hamming-
tavolsaguk

d({,&y) =

Konnyen igazolhat6, hogy dy valéban tavolsag, azaz met-
rika:

Hito #yi, 1 <i<n}

(1) de(z,y) =0,

(2) du(z,y) =0 <= o=y,

(3) du(z,y) =du(y,z) (szimmetria),

(4) du(z,y) + du(y,2) > du(z,z) (haromszog-egyenlst-
lenség).

Példaul dy(1022011,1012012) = 2.

2.6. definicié (Kodtavolsag, minimalis tavolsag).

d = ming yecdu(z,y). A d kodtavolsagu (n, M)-, illet-
ve (n, k)-kodot (n, M,d)-kédnak, illetve (n, k,d)-kédnak is
mondjuk.

e Ha egy koéd e hibat tud jelezni, akkor d = e + 1.

e Ha egy kod ¢ hibat tud javitani, akkor d = 2t 4+ 1 vagy
d=2t+2.

e Forditva, a d kédtavolsdgu kod t = [952] hibat tud
javitani és e = d — 1 hibéat jelezni.

2.7. példa (Kodok paraméterei).

Ismétlg kod: k=1, R=1/n,d =n.

Paritaskod, nullosszegt kod: k=n—1, R=1—1/n,d=2.
Binaris [7,4, 3] Hamming-kod: k=4, R=4/7, d = 3.
Binéaris kiegészitett [8,4,4] Hamming-kod: £k =4, R =1/2,
d=4.

Ternér [4,2,3] Hamming-kod: £k =2, R=1/2,d = 3.

2.4. Dekoédolas, hibajavitas

A dekodolasnak kiemeljiik azt a részét, amelyben a zajos
csatornan atjutott ¢ kddszo megvaltozik, helyette egy x szét
kapunk, melybdl megprébaljuk c-t kitalalni.

A maximum likelihood vagy ML-dontés az, amikor -
hez tgy valasztunk c-t, hogy a

P(kimenet = x | bemenet = ¢)

maximalis legyen.

2.8. allitas (ML dekodolas BSC-re). Mivel

n 1-p, » d(z,c)
= — 1_ n -
11{ (1-p) (1_p>

p, ha z; # c;.
ami anndl nagyobb, minél kisebb d(x,c), tehdt az x-hez leg-
kozelebbi kddszo keresendd.

ha z; = ¢;,

P(z | c)

A MAP-dekdodolas vagy MAP-doéntés (maximum a pos-
teriori — a posteriori = a tapasztalatbdl szarmazoé, a pri-
ori = a tapasztalatot megel6z6 tudas) az, amikor z-hez ugy
valasztunk c-t, hogy a

P(bemenet = ¢ | kimenet = x)

maximalis legyen. Ekkor legkisebb a hiba val6szintsége.
Ha minden kédszé egyformén valészini, akkor igy ugyanazt
kapjuk, mint ML-dontés esetén, mert

P(z | P(c)

P(c|z) = Pla)

2.5. Csatornakodolasi tétel
Egy DMC kapacitasa

C=supl(X,Y).
X

Ez az X bizonytalansdganak maximaélis csokkenése, amit
Y ismerete okoz, ha az X Osszes lehetséges valosziniiség-
eloszlasaira nézziikk. C csak a csatornastatisztikatol fligg,

amelynek matrixa P = [p;;], ahol p;; = P(y; | x;). Ez
sorsztochasztikus matrix, mert

> pij =1

j=1
2.9. példa (Zajtalan binaris DMC kapacitasa). Zajtalan

binaris DMC esetén a lehetséges két bemenet (0 és 1) valto-
zés nélkiil jelenik meg a kimeneten, igy a csatornastatisztika
P =[}Y%]. Hatarozzuk meg kapamtasat‘

Megoldds. A feltételek szerint P(0 | 0) = P(1 | 1) = 1.
Ha P(X =0) = p, P(X = 1) = 1—p, akkor H(X|Y =
0) = —P(0]0) log P(0]0) —P(1]0) log P(1]0) = 0, hasonléképp



H(X|Y =1) =0, tehat H(X|Y) = 0, vagyis I(X,Y) =
H(X) - H(X|Y) = H(X) = H(p). Igy

C= sup Hip)=H(z)=1.
pelo.1] 2

Azaz a zajtalan binaris DMC csatorna kapacitiasa C = 1.
O

2.10. feladat. Mutassuk meg, hogy p valészintiségi binéris
szimmetrikus csatorna (BSC) kapacitésa 1 — H(p). (Utmu-

tatas: a csatornastatisztika [ﬂp 1?’} )

2.11. feladat. Tekintsiik azt a diszkrét memoriamentes
csatornat, melynek csatornastatisztikaja az m x m-es

1=p d=p
p m—1 T m—1
1=p 1=p
m—1 e m—1
—p 1-p
m—1 m—1 e p

méatrix. Mutassuk meg, hogy kapacitasa

1-p
m—1"

C =logm+plogp+ (1 —p)log

2.12. tétel (Shannon csatornakodolasi tétele). Az elérhetd
R kodsebességek szuprémuma eqgy diszkrét memdriamentes
csatorndn egyenld a csatornakapacitdssal, tehdt barmely, a
csatornakapacitasndl kisebb kodsebesség tetszdlegesen nagy
biztonsag mellett meguvaldsithato, mig a csatornakapacitds-
ndl nagyobb kédsebesség nem.

2.13. tétel (Shannon csatornakédolasi tétele BSC,-re).
Minden 0 < p < % és 0 < ¢ < %—p szamhoz van
olyan 6 > 0 szdm és egy olyan kod, melynek kodsebes-
sége % = 1— H(p+ ¢), kiddolo és dekddols fiiggvényei
E:{0,1}* — {0,1}" és D : {0,1}" — {0,1}*, hogy minden
m € {0,1}* iizenetre

P(D(E(m) + zaj) #m) < 2o

ahol zaj a BSC,-bdl szarmazo zaj.

2.6. Korlatok kéd méretére

2.14. tétel (Singleton-korlat). Ha C egy (n, k, d)-kdd, akkor
M < q’l’L—d-‘rl.

Ha M = ¢*, akkor a korldt alakja d < n —k + 1.

Bizonyitds. Ha d a koédtavolsag, akkor nincs két kodszo,
mely az els6é n — d+ 1 jelen megegyezne, igy a szavak szama
legfsljebb ¢"~9*!. Ha M = ¢*, akkor k < n —d + 1, azaz
d<n-—k+1. O

Azokat a kodokat, amelyekre a Singleton-korldtban
egyenlSség all MDS-kédoknak nevezzitk (maximum dis-
tance separable). A ternér [4, 2, 3] Hamming-kéd MDS-kéd.
Lasd még a Reed-Solomon-kddokat.

2.15. tétel (Hamming-korlat). A d tdvolsdgu C C Y
(Y| = q) kddra

n J

qu]t,n)a ahol Vy(j,n) =Y (7;) - 1),

=0

€l <

ést =92

Bizonyitds. Ha d a kodtavolsag, akkor két ¢ = Ldglj—sugarl’l
gémb nem metszheti egymast. Egy ilyen gdmb ,térfogata”
— azaz kodszavainak szdma — V;(t,n), és az egymast nem
metsz6 gombok szamanak maximuma a kddszavak szdmara

is felss becslést ad. O

Azokat a kddokat, amelyekben itt egyenl@ség all perfekt
kodoknak nevezziik. A binaris [7,4,3] Hamming-kod per-
fekt kod. Minden F, feletti perfekt kod (n, k, d) paraméter-
harmasa megegyezik az alabbiak valamelyikével:

-1
(q 1 ’an73> b
q4- q

ezek az 1-hibajavit6é kodok, kozéjiik tartoznak a Hamming-
kodok, valamint

(23,12,7)5 és (11,6,5)s,

ez utobbiak neve binaris, illetve ternér Golay-kod. A ternért
valojaban Golay el6tt 2 évvel, 1947-ben Virtakallio publikal-
ta a Veikaaja cimi fociajsdgban.

3. Linearis kéd

3.1. Alapfogalmak

3.1. definicié. Az F, test folott értelmezett C C JFZL ko-
dot linearis (n, k)-kodnak nevezziik, ha C az Fy; vektortér
egy k-dimenziés altere. A lineéaris kodra (n, k), helyett az
[n, klg, illetve az [n, k,d|, jelolés is hasznalatos. Az X — C
kédolasban altalaban X = IFZ.

A definiciobol kovetkezben a zérus kodszé minden linearis
kédnak eleme, és kodszavak minden lineéris kombinécidja is
kédszo.

A 2] példa kodjainak mindegyike linearis.

3.2. feladat. Mutassuk meg a[2.1] példa kodjairol, hogy az
ismeétls kod [n, 1,n]-kod, a paritasellendrz6 kod [n, n—1, 2]o-
kod, a nulldsszegi kod [n, n—1,2],-kod, a binaris Hamming-
kod [7,4,3]a-kod, a binéris kiegészitett Hamming-kod
[8, 4, 4]2-kod, a ternér Hamming-kod [4, 2, 3]3-kod.

Egy ¢ € C kodsz6 Hamming silyan (weight) a nem-
nulla komponenseinek wt(c) szaméat értjiik, azaz wt(c) =
{i : e #0, i =1,...,n}. A C koéd minimalis salya
a legkisebb Hamming stulyt nemnulla kédsz6 w silya, azaz
w = mincee,e£0 Wt(c).



3.3. tétel. Egy linedris C kod kédtavolsiga megegyezik mi-
nimdlis sulydval, azaz d = w.

Bizonyitdas. Mivel C linearis, ezért kodszavainak barmely
linearis kombinécidja is kodszo, igy, ha x,y € C, akkor
x—y € C. A tavolsag kiszamitésa igy a 0-tol valé téavol-
sag szamitasava valtoztathato:

d= i d = i d - -
fbygcnnz#y u(@y) xygélr;sﬁy @ =9,y =)
= min wt(c) = w. [
ceC, c¢#£0

3.4. tétel (sulyeloszlas = tavolsageloszlas). Bdrmely line-
aris kodban a szavak silyeloszldsa megegyezik a tdvolsagok
eloszlasaval.

Bizonyitds. Legyen a C kddban a w silya kédszavak szama
Ay. Ha c € C egy tetszoleges kodszo, akkor az M? szamu
rendezett (¢, ") kodszé-par kozott pontosan M olyan van,
ahol ¢ — ¢’ = ¢. Igy a w tavolsagu szoparok szama MA,,.

O

3.2. Generatormatrix

Az, hogy C lineéris altér, egy egyszert F’; — Fy kodolasi
eljarast tesz lehet6vé. Legyen g1, ga,..., gr a C egy bézisa.
Egy tetszoleges = € IF"; vektor (lizenet) ¢ € C kodja legyen
c=12191 +x292 + - - - + 9. Ez egy egyszerd matrixszor-
zassal is elGallithato:

c=zG,

ahol a k x n-es G métrix — az Ggynevezett generatormat-
rix — sorvektorai C bazisanak elemei. (A kodelméletben a
kodszavakat inkabb sorvektorokkal szokas reprezentélni.)

3.5. példa. Irjuk fel a[2.1] példa kodjainak generatormat-
rixait!

(a) Ismétls kod.
Természetesen feltessziik, hogy YV = F,. Ekkor C az
(1,1,...,1) kodsz6 éltal general egydimenzios altér Fy-ben.
fgyG=[11...1].

(b) Paritasellendrzé kod, nullésszegi kod.

Az (al,...,an_1) c Fg_l — (a1,...,an_1,z’;z:_11 a,») € Fg
leképezés matrixa
10 ... 0 -1
0 1 0 —1
G:
00 ... 1 —1

(¢) Binaris [7,4, 3] Hamming-kéd.
Az F% — Fg : (b3,b5,b5,b7) — (bl,. . .,b7), ahol b; = b3 +
bs + b7, by = bz +bg + by, by = b5+ bg + by leképezés méatrixa

11100 00
10 01 1 00

G= 0101010 (2)
1101 0 01

Példaul az = = (0,1, 1,0) iizenet kodja

1110000
1001100
c=2G=[0 110y 1 51 g1 g
1101001

=[1 100 1 1 0

(d) Kiegészitett binaris [8,4, 4], Hamming-kod.
Az el6z6 generdtormétrixot itt csak egy nulladik oszloppal
kell kiegésziteni a by = b3 + bs + bg Osszefiiggésnek megfele-
16en:

11110000
c_lt 1001100
10101010
01101001

(e) Ternér [4,2,3]; Hamming-kéd.
A F% — Fi: (a,b) — (a,b,a+ b,2a + b) leképezés métrixa

101 2
G[0111}

Vilagos, hogy a generdtormatrix nem egyértelmt, hisz a
kédban maga a C altér fontos, az F’;—nak erre valo bijektiv
leképezése nem. Az altérnek tSbb bazisa van, és egy bazis
is tobbféleképp sorolhato fel. Tudjuk, hogy G elemi sormii-
veletekkel redukalt 1épcsés alakra hozhato, ami egyértelmd,
és hogy ennek sorvektorai ugyanazt a teret generaljak, mint
az eredeti matrix. A vezets egyesek oszlopait kiemelve egy
egységmatrixot kapunk, igy ezeken a helyeken megjelenik
az tizenetvektor.

Azt mondjuk, hogy az F’; — C kodolas szisztematikus
az i1,..., i helyeken, ha az iizenet k jegye megjelenik a
kodszo i;-edik,. . ., ig-adik helyein. Példaul a 2.3} példaban
megadott Hamming-kédolas szisztematikus a 3-, 5-, 6-, 7-
dik helyeken.

3.6. feladat. A C kodnak pontosan akkor van IE"; — C szisz-
tematikus kodolasa az i1,..., ix helyeken, ha a G métrix
i1-edik,. .., ig-adik oszlopai linearisan fliggetlenek. Ekkor
elemi sormtveletekkel G mindig atalakithaté olyan G’ mét-
rixsza, mely ugyancsak C generdtormatrixa, és a vele valo
kodolas szisztematikus az iq,. .., i, helyeken.

Ha azt mondjuk, hogy egy kédolas szisztematikus, de nem
adjuk meg hogy mely helyeken, akkor az azt jelenti, hogy
az els6 k helyen. Ilyenkor a generatormatrix alakja

G=[ I | Aexn—r |

Ezt nevezziik a generatorméatrix standard alakjanak. Ek-
kor barmely x iizenethez tartoz6 ¢ = zG kodszd ¢ =
[-73|«TAk><n—k] alakq.

Azokat a koordinatékat, ahol a kodolas szisztematikus
lizenetszegmensnek (information set), a maradék n — k
koordinatabol allo részt ellendrzd szegmensnek (vagy pa-
ritasszegmensnek) nevezziik, hisz ezek valoban az iizenet-
szegmens koordinatainak bizonyos ,ellen6rzé linearis kom-
binécidi”.



3.3. Kbédok ekvivalencijja

Elemi sormiiveletekkel nem mindig érhet6 el, hogy egy kédo-
las az els6 k helyen szisztematikus legyen, de a koordinatak
valensnek vagy egyszertien ekvivalensnek neveziink, ha
a koordinataknak egy adott permutécidja erejéig megegyez-
nek, azaz C pontosan akkor ekvivalens C’-vel ha létezik egy
P permutaciomatrix, hogy c € C <= cP €. HaG aC
generatorméatrixa, akkor G/ = GP a (C’-é.

Példaul a2.1] példaban megadott Hamming-kodolas és ki-
egészitett Hamming-koédolas egy vele permutacioekvivalens
szisztematikus valtozatanak generdtormatrixa:

1 00 0 0 1 1 100 0 01 11
01 00101 01 001011
060010110 (060101101
0 00 1 1 11 0 0011110
A permutéaciok: (1745263), illetve (184)(2763)(5), a permu-
taciomatrixok:
00 00 0 0 1 000 O0O0OO0OTO 071
000 O0O0O0OT1FPO
00 0O0O0OT1F®O
01 00 O0O0O0O0
10 0 00 0 O
i 10 000 0 0O
0 00 0 1 0 0feés
0 00O01O0O0O0
01 00000
001 00O0TO0O0
0010000
0001000 000 O0O0T1PO0FO
: I looo100 0 0f

A C és (' kodok diagonélisan ekvivalensek, ha létezik egy
olyan D diagonalis méatrix, hogy ¢ € C <= ¢D € C'. E
két ekvivalencia egyesitése a monomiélis ekvivalencia, ahol
c e C <= cM € (', é M monomialis matrix, azaz
minden sordban és oszlopaban egyetlen nemnulla elem &ll.
Itt is fennall a G’ = GD, illetve a G' = GM 0sszefiiggés.

3.4. EllenSrzd matrix

3.7. definicié. A C kéd dualisan a
Ct={ve [y : v-c= 0 minden c € C kédszora }

kodot értjiik, mely egy linearis kod. A Ct kod H gene-
ratormatrixat a C kod ellendrzd matrixanak nevezzik.
(Hasznélatos még a paritasmatrix vagy a paritasellenérzé
matrix elnevezés is, bar paritasrél csak a ¢ = 2 esetben van
$70.)

Azonnal latszik, hogy az ismétls kod és a nulldsszegii kod
egymés dualisa, valamint hogy az ismétl kéd generator-
matrixa a nullosszegl kod ellenérzé matrixa és forditva.

3.8. tétel. Ha C egy linedris [n, k]-kdd, akkor
(1) Ct={velF;:vG" =0},

(2) Ct egy [n,n — k|-kdd,

(3) ¢+ = (Ch) =,

(4) C={ceF}:cH" =0},

(5) GHT = Opxn—t, HG" = Op_jxii,

(6) ha G = [I;|A] a C kéd standard alaki generdtormdtriza,
akkor ellendrzé mdtriza H = [—AT|I,,_].

ként fogalmazva a C+ kod megegyezik G bal magterével.
Mivel a magtér dimenzi6janak és a matrix rangjanak Ossze-
ge megegyezik a sorok szaméval, ezért dim(C+)+k = n, azaz
dim(C*) = n— k, ami bizonyitja (2)-t. Ezt az érvelést meg-
ismételve C++-re kapjuk, hogy C*+ egy [n, k]-kod. E kod
tartalmazza C-t, és dimenzidjuk megegyezik, igy C++ = C,
azaz fennall (8) is. Ezutan (1) bizonyitja (4)-et. Mivel min-
den z € F% vektorra #G € C, azaz xGHT = 0, ezért GHT
csak a zérusleképezés lehet, ami bizonyitja (5)-6t. A (6)-
ban megadott G és H matrixokra a blokkmétrixok szorzasi
szabalya szerint GHT = O, igy barmely ¢ = G kodszora
cHT = 2GHT = 20 = 0, tehat (4) szerint H valoban ellen-
6rzé matrix, feltéve, hogy sorai linearisan fiiggetlenek, ami
meg nyilvanvalé. O

3.9. tétel (C kodtavolsaga — H oszlopai). Legyen H a C li-
nedris kod egy tetszdleges ellendrzé mdtrixa, és s > 0 egész.
A C kod kddtdvolsdga pontosan akkor nagyobb s-nél, ha H
barmely s kilonbozd oszlopa linedrisan figgetlen. Kévet-
kezésképp a C kod d minimalis tavolsiga megegyezik o H
mdtriz linedrisan dsszefliggd oszlopai minimdlis szdmdval.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a H matrix s kiilénb6z6
(i1-edik,. . . i5-edik) oszlopa pontosan akkor linearisan Gssze-
fliggd, ha van olyan nem nulla ¢ k6dsz6, melyben a nem nulla
koordinatak indexei az {i1,...,is} halmazba esnek.

A ¢ € C kodszo stlya legyen s. Mivel Hel' = 07, ezért
H-nak van s oszlopa, melyek linedrisan Gsszefiiggék. For-
ditva, ha H-nak van s linedrisan Gsszefiiggs oszlopa, akkor
az ezek kozti c¢;, hy, + -+ + ¢ hi, = 0 linearis Osszefiiggést
matrixalakba irva egy olyan nem nulla, és legfeljebb s silyu
¢ vektorhoz jutunk, melyre Hc” = 07, azaz amely benne
van C-ben. Tehat pontosan akkor van C-ben legfeljebb s
sulyt kodszo, ha H-ban van s lineérisan Gsszefiiggs oszlop.
Ez azt jelenti, hogy ha C kodtavolsaga d, akkor H-nak min-
den d — 1 oszlopa lineérisan fiiggetlen, de van d linearisan
Osszefiiggd oszlopa. O

Ezzel — kihasznalva, hogy H rangja n—k — a lineéris kodok
esetére egy 1j bizonyitast adtunk a Singleton-korlatra.

3.10. tétel (Singleton-korlat linearis kodra). Tetszdleges C
linedris [n, k,d] kddra

d<n-—-k+1.

A tétel atfogalmazhaté a H matrix nélkiil is a C*
kédra valé hivatkozassal.

3.11. lemma. A k-dimenzids C < FZ altér generatormdt-
rizdnak valamely t oszlopa pontosan akkor linedrisan fig-
getlen, ha e koordindtapozicickon C-ben minden lehetséges



t

t-hosszi vektor ugyanannyiszor, nevezetesen ¢"~t-szer for-

dul eld.

Bizonyitds. Nyilvanvald, hisz ha az adott ¢ oszlop linearisan
Osszefiiggs, akkor nem &llhat el minden vektor e koordina-
tapozicidkon, ha pedig e t oszlop filiggetlen, talalhaté C-nek
olyan béazisa, mely e poziciékban standard, igy minden t-es
épp ¢"t-szer all elé. O

Egy C kod szilardsagan (strength) azt a legnagyobb ¢
szamot értjik, amelyre igaz, hogy barmely ¢ pozicién min-
den t-es ugyanannyiszor fordul el§. Az ilyen kod szavaibol,
mint sorvektorokbdl képzett matrixot t-szilardsagu orto-
gonalis tombnek (orthogonal array) nevezziik. Szokésos
jelolése OA(t,n,q), ha minden t-es A-szor fordul eld.

3.12. tétel (Dualitas elve). Bdrmely C linedris kédra
d(C) = t(C*t) + 1.
Egy kodnak és duélisanak szisztematikussaga Osszefiigg.

3.13. tétel. A C kodnak pontosan akkor van szisztematikus
kddoldsa adott k helyen, ha a C*+ kédnak van a maradék
n — k helyen.

Bizonyitds. Feltehets, hogy C-nek az els6 k helyen van szisz-
tematikus kodolasa. Legyen C ellenérzé méatrixa H. Meg
kell mutatni, hogy H utolsé n — k oszlopa linearisan fligget-
len. Indirekt médon tegyiik fel, hogy linearisan Gsszefiiggdk,
azaz van olyan 0 £y = (0,...,0,Yk+1,- - -, Yn) vektor, hogy
yHT = 0. Ekkor y € C, ami ellentmondasra vezet, hisz C-
nek van G = [I|A] alaku generatormétrixa, igy y = [z]...]
alaki, ahol x = 0, igy y = G = 0G = 0, ami ellentmond az
y # 0 kikotésnek. Megmutattuk tehat, hogy ha C-nek van
szisztematikus kodoldsa valamely k helyen, akkor C*-nek
van a tobbi n — k helyen. Ezt a dudlis kédra is alkalmazva
kapjuk a tétel allitasat. O

3.14. példa. Irjuk fel a példabeli generatormatrixok-
hoz tartoz6 ellen6rzé méatrixokat egy esetleges koordinata-
permutacié utan a tételbeli H = [—AT|I,,_;] képlettel.

(a) Ismétlé kod. A generdtormétrix [1]1...1] alaku,
18y

-1 1 0 ... 0
-1 01 ... 0
H=1. . . . :
-1 0 0 ... 1

(b) Paritasellendrzs kéd, nullosszegi kod. Itt H =
[1...1], ahol az utolso 1-es egy 1 X 1-es egységmatrix.

(c) Binaris [7,4,3]; Hamming-kéd. A (2) generator-
métrix a (34) permutacioval [A|I] alakot olt, amelyhez az
[I| — AT] ellen6rz6 matrix tartozik. Ezen a (34) permutaci6
inverze — ami dnmaga — a kovetkez6 méatrixot adja:

1010101
H=1{0 110 0 1 1 (3)
0001111

(d) Kiegészitett binaris [8,4,4], Hamming-kod.
Az el6z6h6z hasonloan:

O = OO
o O O
=

0
1
1
1

SO O
o O = O
O~ =
—_ O =

(e) Ternér [4,2,3]s Hamming-kéd. —1=2¢és -2=1

felhasznéalasaval
2 2 1 0
H= L 2 0 1}

Egy C linearis kod 6nortogonalis, ha C* > C, és dndu-
alis, ha Ct = C.

3.15. feladat. A paros hosszi binaris ismétls kod és a
[7,4] Hamming-kod dualisa 6nortogonalis, mig a kiegészi-
tett [8,4]2 és a [4,2]; Hamming-kédok 6nduélisak is.

3.16. feladat. Mutassuk meg, hogy egy 6ndudlis binaris
kéd minden kédszava péaros silyid, egy ondudlis ternér kod
minden kédszavanak 3-mal oszthato a silya. Mutassuk meg
tovabbé, hogy ha egy 6ndualis binaris koédnak van olyan ba-
zisa, amelyben minden kdédszoé sulya oszthatd 4-gyel, akkor
minden kodszé silya oszthatd 4-gyel.

3.17. feladat. A SET®) nevii jaték 81 olyan kartyabol all,
melyek rajzolatan négy kiilonbo6z6 tulajdonsag 3-3 valtoza-
ta kiilonboztethets meg. A négy tulajdonsag: az dbra szine
(piros, zold, lila), a figurak szama (1, 2, 3), alakja (karo,
kor, pikk), és a szinezés telitettsége (iires, csikos, teli). A
négy tulajdonsagot egy vektor 4 koordinatajanak gondolva,
a kirtydk mindegyikének megfelel F3 egy eleme. A jatek
célja kartyak egy halmazabdl minél tobb un. SET-et kiva-
lasztani. A SET héarom olyan kartya, melyek minden tu-
lajdonsag szerint vagy azonosak, vagy kiilonbozsk. Példaul
az alabbi 6t kiartya kozott két SET is talalhato. A kartyak
alatt az Fi-be val6 kodolasukat is megadjuk:

A B C D E
piros piros z0ld lila lila
1 3 1 1 2
karo kor kor pikk kor
iires csikos teli csikos iires
0000 0211 1012 2021 2110

SET-et alkotnak az ACD és a BCE kartyaharmasok. Pél-
daul az ACD kartyak kiilonbozé szintek, azonos figurasza-
muak, kiilénb6z6 figurdk vannak rajtuk, és kiillonbozé a te-
litettségiik is.

Megmutathato, hogy ki lehet valasztani a 81-b6l 20 kar-
tyat ugy, hogy ne legyen koéztiikk SET, de 21-et mar nem.
Példaul az alabbi matrix 20 oszlopa 20 ilyen kartya kodja:

oooooo00011111111122
00011122200011122211
00111200101100201101
02102102110202110211

M =



Konstruéljunk e tablazat felhasznélasaval egy [20, 15, 4]3 ko-
dot!

Megoldds. Harom F3-beli vektor pontosan akkor alkot SET-
et, ha Osszegiik a nullvektor, ugyanis 0+1+4+2 =0, a+a+
a=0 (a=0,1,2), és mas szamharmas Osszege nem 0. Az
M matrixnak tehat nincs harom oszlopa, melynek Gsszege
0 lenne. Ez még nem jelenti, hogy barmely harom oszlop
fiiggetlen, de ha kiegészitjiik M-et egy csupa-1-sorral, akkor
semmilyen 3 oszlopvektor linedris kombinaciéja nem lesz a
0-vektor, igy az ezzel az 5 x 20-as métrixszal, mint ellen6rzé
métrixszal képzett linearis kod [20, 15, 4]5 kod lesz. O

3.5. Deko6dolas, szindroma

Tegyiik fel, hogy egy ¢ € C kbédszo helyett egy v = c+ e
érkezik, ahol e az un. hibavektor. Mivel cH” = 0, ezért

vHT = (c+e)H' = cH" + eH" = eHT,

vagyis vH” csak a hibavektortol fiigg, igy e vektor jelzi a
hibét, orvosi hasonlattal élve olyan, mint a szindréma, mely
jelzi a betegséget. Az

s=vHT

vektort szindroméanak nevezziik. A szindréma arra is le-
hetGséget ad, hogy segitségével megbecsiiljiik a hibavektort,
és igy tippeljlink az iizenetre. A ML becslésnél a minimé-
lis tavolsagi kodszora tippeliink. Ha tobb kdédszo is azonos
tavolsdgra van, véletleniil valasztunk koziiliik. A dekodo-
las modjat egy tablazatba is foglalhatjuk, amit standard
elrendezési tablazatnak neveziink. Ennek els§ sordba a
C kodszavai vannak irva, és minden sordba C egy mellék-
osztalya, azaz valamely e vektorral valo eltoltja. Arra kell
csak iigyelni, hogy minden sorban a legkisebb stlya vekto-
rok valamelyikét valasszuk e-nek. Vilagos, hogy egy mel-
lékosztalyhoz egyetlen szindréma tartozik, hisz barmely két
c1,co € C kodszora (¢; +e)HT = (o +e)HT = eHT = s.
Igy a tablazatnak ¢"~* sora van, vagyis ennyi hibamintat
tudunk javitani.

szindréma hiba

so=20 eo=c=0 . Cqk_1
S1 el c1+ e . Cgh—1 + e
Sqn—k_1  Egn-k_1 €1+t egm—k_1 ... Cgh_1+ Egn-k_1

3.18. példa (T4blazatos dekodolas). Tekintsiik azt a ko-
dot, melynek ellenérzg méatrixa

o = O

01
0 1
11

S O =
_ o

Adjuk meg egy standard elrendezési tablazatat. Hany ilyen
kiilonb6z§ tablazat 1étezik, azaz hany kiilonb6z6 dekdédolas?
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(1) Trjuk fel a tablazat elsé soraba C C Fy kodszavait, elsé-
nek a 0-szot.

(2) Valasszunk ki az Fj megmaradt szavai koziil a legki-
sebb sulyu e szét, és irjuk a hibaoszlopba. Adjuk ezt
hozz4 mindegyik kédszohoz, és a c + e Osszeget irjuk c
oszlopéba.

(3) Ismételjiik meg az el6z6 lépést, amig Fy' vektorai el nem
fogynak.

(4) Irjuk minden sor fejlécébe a sorhoz tartozoé szindrémat.

szindroma  hiba

000 00000 11110 10101 01011
100 10000 01110 00101 11011
010 01000 10110 11101 00011
001 00100 11010 10001 01111
111 00010 11100 10111 01001
101 00001 11111 10100 01010
110 11000 00110 01101 10011
011 01100 10010 11001 00111

A tablazatban félkovéren szedtiik azokat a vektorokat, me-
lyeket egy adott lépésben hibavektornak valaszthatunk. Igy
e kodnak 4 kiilonb6z6 ML-dekdédolasa lehetséges.

A standard elrendezési tablazat tulajdonsagai tehat a ko-
vetkezdk:

1. A tablazat az Fy vektortér ¢" elemét tartalmazza, ezek

q"* oszlopba és ¢"* sorba vannak rendezve. Minden sor
fejlécébe az adott sorhoz tartozé szindréma keriil.

. A tablazat minden sora a C egy mellékosztalya, igy az
egy sorban 1évs két vektor kiilonbsége mindig kédvek-
tor. Kiilonb6z6 sorok kiilonb6zé mellékosztalyok, amik
igy diszjunktak, de egy sorban sem lehet két azonos vek-
tor, hisz ¢; + e; = ¢; + e; esetén ¢; = c; lenne, ami ¢ # j
miatt nem lehetséges.

. Minden sorban az els6 elem a legkisebb lehetséges stuly,
igy e sorba azok a vektorok keriiltek, amelyeket ezzel a
vektorral, mint hibavektorral javitunk.

A tablazattal valo dekodolashoz valdjadban elég a fenti
hibaoszlopa és a szindromék oszlopa, ezt nevezziik szindré-
matablazatnak. Ekkor ugyanis egy tetszéleges v vektorra a
tablazatbol kikeressiik az s = vH” szindrémahoz tartozo e
hibavektort, és a ¢ = v — e kddszora tippeliink.

Példaul a fenti kod szindrématablazata szindréma szerint
rendezve:

szindréma hiba

000 00000
001 00100
010 01000
011 01100
100 10000
101 00001
110 11000
111 00010



3.19. feladat. Hatarozzuk meg a példabeli [4,2,3]; 4.4. példa. Irjuk fel a Ho 3 és Hy 4 kodok ellenérzé és ge-

paramétertii Hamming-koéd szindromatablazatat! Dekodol-
juk a 2112 és az 1101 vektorokat!

3.6. Kod konstrukciéja kodbol
4. Hamming kéd

4.1. A Hamming kéd tulajdonsagai

4.1. példa. Keressiink olyan 1-hibajavité lineéris IF, feletti
kédot, melyre k£ a lehet6 legnagyobb, ha a javitasra hasznal-
haté jegyek r = n — k szdma, azaz a redundancia rogzitve
van! Mutassuk meg, hogy e kod perfekt!

Megoldds. E kod H ellenérzé méatrixa r x n-es, a H' mét-
rix i-edik sorvektorat jelolje h;. Legfeljebb 1 hiba esetén az
e hibavektor Hamming-silya legfoljebb 1, igy az s = eH”
szindréma vagy a O-vektor, vagy e;h; valamely i-re, ahol e;
az e vektor egyetlen nem-0 koordinataja. Mivel e kéd mini-
malis tavolsaga 3, ezért a tétel szerint H-nak barmely
1 és barmely 2 oszlopa linearisan fiiggetlen (azaz nincs koz-
tiik a O-vektor, és egyik sem konstansszorosa a masiknak).
Rogzitett r = n — k mellett & maximalis, ha n maximalis, és
n maximaélis értéke (¢" — 1)/(q — 1). Fogalmazhatunk ugy
is, hogy e feltételeknek megfelel6 H matrixot ugy kapunk,
ha az F, feletti » — 1-dimenziés projektiv tér pontjainak
koordinatas alakjat irjuk H oszlopaiba. Ha h; elsé nem-0
koordinataja mindig 1, akkor az s = e;h; szindréma els6
nem-0 koordinataja épp e;, vagyis a szindrémébol az e hi-
bavektor azonnal leolvashato.

E kod perfekt, mert n = (¢"—1)/(g—1), azaz 1+n(q—1) =
q" %, tehat a Hamming-korldtban egyenldség 4ll. O

4.2. definici6. Vegyiink egy olyan H matrixot, melynek
oszlopai kézott F minden nemnulla vektordnak pontosan
egy nem nulla konstansszorosa szerepel. (Példaul ilyen az
a matrix, mely az 6sszes olyan nemnulla oszlopvektorboél
all, melynek utols6 nemnulla koordinataja 1.) Azt a kodot,
melynek a H métrix az ellen6rz6 méatrixa, r paramétert
F, feletti H, , Hamming-kédnak, dualisat S, ; szimplex
kédnak nevezziik. (Rogzitett r és g esetén minden H, , kod
monomidlisan ekvivalens, hasonloképp a szimplex kodok.)

4.3. tétel. A H, , Hamming-kod

paraméterd perfekt kod, a Hy 4 kéd g > 2 esetén [n,n—2, 3],
paraméterd MDS-kdd.

Bizonyitdas. A Hamming-kod paraméterei a definiciobol
adodnak, d = 3, mert H-ban barmely két oszlop filigget-
len, de van harom Osszefiiggs. A kod perfektségét belattuk
a[d] példaban. Az r = 2 esetben a Singleton-korlét szerint
d <n—k+1=3, masrészt d = 3, igy itt egyenlGség all. [
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nerdtormatrixat!

Megoldds. A g = 3 esetben (felhasznalva, hogy —1 = 2 és

b eb

A ¢ = 4 esetben legyenek a test elemei 0, 1, o, a + 1, ahol
az [, £516tt irreducibilis o + a 4 1 polinommal végezziik a
testbgviteést.

10
01

2 2

1 1
2 1

10
1 2

0 1

1 0 01 1
A A
00 1|1 a+1

4.5. feladat. Dekodoljuk a fogadott 1212121212121 sz6t,
ha a kod ellenérz6 matrixa

101 201201201 2
011100011122 2
0000111111111

4.6. példa. Az[1.4] példaban n érme koziil k méréssel keres-
tiink egy hamisat. Mi lenne a mérések sorozata az n = 12,
k = 3 esetben?

Megoldds. Irjuk fel a szamokat —12-t6l 12-ig a 3-as szam-
rendszerben a {—1,0, 1} jegyeket hasznalva. Irjuk e szamo-
kat egy tablazatba:

1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12|X%
31 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1-1 00
3o 1 1 1 -1 -1 — 0 0 0 1 112
3200 0 0 0 1 1 11 1 1 1|8

E tablazat a Hs 3 ternér Hamming-kod ellen6rzé matrixa-

nak els§ 12 oszlopa (egy jegycsere utan). Sor0sszegei nem
nullak, de példaul a 8-, 9-, 10-, 12-dik oszlopok elGjelét el-
lenkezGjére valtoztatva ez is elérhets:

|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12|X%
1 -1 01 -1 0 1 1 0-1-1 00
30 11 1 -1-1-1 0 0 0 1-1/0
30 00 0 1 1 1-1-1-1 1-1[0

Ezutan megsorszamozzuk az érméket, és az i-edik mérés
soran a j-edik érmét aszerint kezeljiik, hogy mi all a tablazat
i-edik soranak j-edik oszlopaban. Ha ott

e 1 4ll, a jobb serpeny&be,

e —1 &ll, a bal serpenyé&be,

e 0 &ll, félre
tessziik. Ha nincs az érmék kozt hamis, mindharom mérés
egyensilyt mutat. Ha pl. az 5. érme nehezebb a tobbinél, az
1. és 2. mérésnél balra, a harmadiknal jobbra billen a mérleg,
azaz egy (—1,—1,1) vektort kapunk, ami épp a téblazat



5. oszlopa. Ha a harom eredmény: balra—egyensuly—jobbra,
azaz a mérés eredménye (—1,0,1), akkor a 8. érme hamis,
és konnyebb a tébbinél, mert a 8. oszlopban e vektor —1-
szerese szerepel.

Az példabeli n < (38 — 1)/2 becslésbél k = 3 esetén
n < 13 jon ki. Vajon 13 érmébdl is ki tudjuk valasztani
a hamisat? Igen, ha mindazt a lehet&séget kihasznaljuk,
amit a bizonyitas nem zart ki, példaul hogy egy érmét ketté
vagjunk, vagy felhasznéljunk egy tovabbi szabélyos érmét.
Keressiink ilyen megoldast! Viszont nem a vélasz, ha a
fentihez hasonl6 megoldést keresiink. O

4.2. A szimplex koéd tulajdonsagai

A szimplex kod elnevezés onnan szarmazik, hogy — mint
a szimplex csicsi — a kédszavak egyenld tavolsagra vannak
egymastol. Ez a tavolsag ¢" 1. A tétel szerint ezzel
ekvivalens, hogy barmely nem nulla sz6 stlya ¢"~*.

4.7. tétel (A szimplex kod egyenls sulya). Egy C € S,
szimplex kod minden nemnulla kédszavinak ¢" ' a silya.

Bizonyitds. Legyen G a C € S, 4 egy generdtormatrixa. Te-
gyiik fel, hogy van olyan sz6, amelynek silya > ¢"~!. Va-
lasszunk olyan G-t a koédhoz, melynek elsG sordba ezt a
kédszot irjuk, majd G minden oszlopét osszuk el az oszlop
legfolss elemével, ha az nem 0 vagy 1. Igy egy ekvivalens
kodot kapunk, melyben a skatulyaelv miatt van két azonos
oszlop, hisz, 7 — 1 sorba legfeljebb ¢"~! kiilénb6z6 vektor ir-
hat6. Ez ellentmond annak, hogy e matrixnak barmely két
oszlopa lineérisan fiiggetlen, hisz a Hamming-kéd minimalis
tavolsaga 3.

Tegyiik fel, hogy van olyan szd, amelynek stlya < ¢" 1.
Az el6zGekhez hasonldéan egy generdtormatrix elsG sordba
ezt e vektort irva, majd minden 0-kezdetd oszlopot leosztva
az elsé nem nulla koordinataval, (¢" — 1)/(¢ — 1) — ¢"*
q¢" 2+ - -4q+1 darabnal tbb 0-kezdeti vektort kapunk, igy
ismét a skatulyaelv miatt van olyan ¢ szam, hogy a pontosan
i darab 0-val kezd6d6 vektorbol ¢"—!1~%-nél t&bb van, vagyis
van koztiik két azonos. O

4.8. kovetkezmény. S, , paraméterei

[,

4.9. feladat (Binaris Hamming kéd dekddolasa). A bina-
ris Hamming-kéd H ellen6rzé matrixat lexikografikusnak
nevezziik, ha i-edik oszlopdban az i szdm binéris alakja sze-
repel (a legkisebb helyiértéki bittel az els6 sorban). Példaul
Hs > lexikografikus ellenérzé méatrixa . Hogyan egyszerti-
s0dik a szindréma dekédolas?

q-—1
, T
qg—1

4.10. feladat (Kodtomorités). Tegyiik fel, hogy egy 40 jeles
szavakbol 4ll6 ternér kodot hasznalunk, melyben mind a 340
sz0 el6fordulhat lizenetként, és ha az iizenet tovabbitasaban
egy jelhiba torténik, azt a szovegkornyezetet felhasznalva
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még ki tudjuk javitani. Hogyan tudnank ezt felhasznélva
informécidveszteség nélkil tomoriteni az lizenetet?

4.3. Bévitett binaris Hamming-kod

A binaris Hamming-kodbol egy ellenérzé 6sszeg hozzaadasa-
val konstrualt kodot bévitett binaris Hamming-kédnak
nevezziik. Jele EH, ».

4.11. tétel. Az EH, 5 kéd paraméterei [27,2" —r — 1,4].
Ha egy bindris Hamming-kdd ellendrzé mdtriza H, akkor
az ellendrzd dsszeq elsé helyre irdsdval kapott bovitett kod
eqyik ellendrzd mdtriza

Bizonyitds. A bovités eggyel noveli n értékét, k pedig nem
valtozik. A d érték is né, mivel a minimalis 3-stulyu szavak
mindegyikébsl 4-stlyt lesz. Igy e kod paraméterei

(27,27 —r —1,4].

Legyen H egy binaris Hamming-kod egy tetszéleges el-
len6rz6 matrixa. Mivel H r X n-es, ezért a paraméterek-
bdl kovetkezben egy (r + 1) X n-es métrix lesz a bovitett
kod ellenérzé métrixa. Elég tehat megmutatnunk, hogy H
sorai linearisan fiiggetlenek (ez nyilvanvald), mésrészt ha
c¢=(c1,...,cn) egy Hamming kodszo, azaz cH = 0, akkor
ac= (D1 cicly...,cn) szora cH = 0. Ez is nyilvanvalo,
a ¢-nak a H sorvektoraival valé szorzatara vagy a cH = 0
osszefliggés vagy a > -, ¢; + ¢ + -+ + ¢, = 0 Osszefliggés
hasznéalhato. O

Példaul EHLQ, EH272, EH3,2, EH472 egy-egy ellenérzdo
méatrixa a Hamming-kod lexikografikus ellen6rzé méatrixbol
konstrualva:

111111 1 1 1
{11]8131 0‘1010101 (@)
010011 0/0 1 1 00 1 1

0/0 001 1 1 1
111111111 111111 1]
01 010101[01010T10°1
00110011{00110011
000O01111{0000711T11
000000O0OO0|1 111111 1]

4.4. ElsOrendii binaris Reed—Muller-kod

A bévitett binaris EH,,, » Hamming-k6d dudlisat elsérend
Reed—Muller-kédnak nevezziik, jeloléese RM; .. (Mivel
itt az m paraméter mar nem a redundanciat jelenti, nem az r
bettit hasznaljuk.) Kis m-ek esetei: RM; ; = F3, RM;» = a



4-hosszt paritasellenérzé kéd, RM; 3 = E'H3 o, mert 6ndué-
lis. Az RM; 5 kod érdekessége, hogy 1969-ben ezt hasznélta
a Mariner 6 és 7 a Marsrol késziilt képek tovabbitasanal.

A métrixai tehat generatorméatrixai e kodoknak. Ezek
rekurziv tulajdonsaga leolvashaté e matrixokroél, ha masként
blokkositjuk:

111 1)1 111
113}%} 0 1.0 1)0 10 11
01 g5t |00 1 1]0 011

0000l 1 1 1
111111111 1111111]
01010101/01010101
00110011/0011001°1
00001111/00001111
0000000CO0[1T 111111 1}

A rekurziv Osszefiiggés tehat:

_ _Hm—le—l
Ho =11}, Hm_[oo...o 11...1}

4.12. tétel. Az RMy , kdd bindris [2™,m + 1,2™ y-kdd.

Bizonyitds. Az n = 2",k = m+1 vildgos a definiciébol. Az
RMj ,, kéd generatormatrixanak konstrukciojabol kovetke-
zik, hogy az S,, 2 kod kodszavai egy vezets 0-val, valamint
ezek komplementerei (az 111...1 vektorral valo 6sszeg mi-
att) mind kodszavak, ezzel viszont meg is kaptuk mind a
2m+1 kodszot. E szavak stlya a 000...0 és az 111...1 kod-
szavakat kivéve 2m~1L. O

Az RM, ,, kod is ekvidisztans, hisz — a komplementer
vektorparokat kivéve — barmely két sz6 tavolsdga 21
4.5. Hadamard dekédolas

Végezziik el az RM; ,,, kod szavain az aldbbi Fo — R jelcse-
rét: 0 1, 1+ —1. A ¢ kodsz6 képét jeldlje ¢+ € {1, -1},
az igy kapott kédot RMfm.

4.13. lemma. RMfm kodszavaira igazak az aldbbiak:
1. Ha ¢t € RME,,, akkor —c* € RMT,, igy a kod 2!

1,m>’ 1,m>’
szava indexelhetd gy, hogy ¢ = —c;t, ha |j—i| =2™.
2. Ha cii,cf S RMfm, akkor
2m ha cli = c;-—L
cii . cji =< =2" ha cii = —c}t

0 ha cijE #* ic;-—L.

—_ct

Bizonyitds. A csupa-1 kédszéra (1 + ¢)* =
zolja az els6 allitast.

Ha 2%,y € {1, —1}" két tetszéleges +1-vektor, akkor
.yt =n —2dg(at, yt), ugyanis a skalaris szorzat meg-
egyezik azon koordinatak szama, ahol a két kod megegyezik
(n—dgu (2T, yT)), minusz azon koordinaték szdma, ahol kii-

16nbéznek (dp(z*,yT)). Az 2+ = cl-i, y*t = c;[, c;*L = cj[,

, ami iga-

-

-

| |
i,
3. abra. A .14l feladatban konstrualt Hadamard méatrixok
abréazolasa az 1+ fehér, —1 — fekete megfeleletéssel.

k= —cjt esetben dy(z*,y*) = n/2, ami bizonyitja a ma-

sodik allitast. O

A lemma szerinti indexeléssel készitsiink egy M métrixot
az RMY,,, kod els6 2™ szavibol. Peéldéul az RM;, kodnal
az —beli generatormatrixabol kiindulva, és az 1-vektor he-
lyett a O-vektort hasznalva:

111 1 00 0 0
G=1010 1]=1010 1| =
00 1 1 00 1 1
00 0 0 1 1 1 1
010 1 1 -1 1 -1
0011 =M= 1 1
011 0 1 -1 -1 1

Mivel igy egyik kodszo ellentettje sem szerepel e méatrix
soraiban, ezért fennall az MM7T = nl sszefiiggés.

Azokat az n x n-es £1-matrixokat, melyek eleget tesznek
az

MM =nI, (6)

Osszefiiggésnek, n-edrenddi Hadamard-matrixoknak ne-
vezziik.

4.14. feladat. Ha M,, egy n-edrendii Hadamard métrixot
jelol, akkor
1. n=1,n=2vagy n =0 (mod 4).
2. M,, ® M,, egy mnm-rendi Hadamard-méatrix (® a
Kronecker-szorzatot jeloli).
3. Ha My = [1 1], akkor a rekurziv Mon = My ® Man-—1
osszefiiggés Hadamard-métrixokat ad (Id. a[3] &brat).

Az mindmaéig nyitott kérdés, hogy milyen n-ekre létezik
n-edrendid Hadamard-matrix. Sejtés, hogy minden 4-gyel
oszthatd értékre létezik. 1000 alatti eldontetlen értékek:
668, 716, 892.
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Mivel 2% - y* = n — 2dg(z*, y*), ezért a ML-dekédolas
azzal ekvivalens, hogy egy fogadott x szé ahhoz az ¢ kod-
szohoz van legkozelebb, mellyel vett skalaris szorzata maxi-
malis abszolut értékd. A Hadamard-dekodolas az az eljaras,
melyben a fogadott x szoéhoz az M métrixnak azt a sorat
valasztjuk, amellyel vett skalaris szorzata maximalis abszo-
lat értékd, azaz amely az Ma” legnagyobb abszolut értékd
koordinatajihoz tartozik.

Példaul  legyen a  fogadott  vektor «
(-1,-1,-1,1,1,1, -1, -1). Ekkor az MgxT legna-
gyobb abszolut értékid koordinatidja a 7-dik, és negativ
elGjelii:

1 1 1 1 1 1 1] [-1] [—2]
1 -1 1 -1 1 -1 1 —-1] |-1 -2
1 1 -1 -1 1 1 -1 —-1] |-1 2
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1l 2
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1] | -2
1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -2
1 1 -1 -1 -1 -1 1 1] |-1 —6
-1 -1 1 -1 1 1 =1} -1 | 2]
Ezért az M 7-dik sorvektordnak —1-szerese lesz =
Hadamard-dekédoltja, azaz a
Cr4+8 = C15 = (717 71, 1, 17 1, 1, 71, 71)

kodsz6. E modszer 1lagy dekodolasndl is ugyantugy hasz-
nalhaté (azaz amikor nem a dekoder altal meghataro-
zott jelet, hanem a demoduldtor altal nyujtott, bizony-
talanabb értéket kapjuk vissza). Peéldaul ha az y =
(-1.3,0.1,0,0.6,1.6,—1.1,0.2,0.1) vektort mérjiik a csator-
nan, az My’ = (0.2,0.8,-1.6,1.8, —1.4, —4.8, —2.0, —3.4)
alapjan a 6-dik sor ellentettje a legvaldszintibb iizenet.

4.15. feladat. Az r-edrendd RM, ,, Reed-Muller-kod.....

5. Ciklikus ko6d

5.1. Alapfogalmak

5.1. definicié. A C linearis kéd ciklikus, ha barmely ¢ =
(Co, cey Cn—l) € C esetén ¢ = (Cn_l,Co, ey Cn_g) eC.

Konnyen ellenérizhets, hogy az ismétls kod és a nullossze-
gl kod ciklikus, és hogy a Hz » Hamming kéd megfelels ko-
ordinéatacserével ciklikussa tehetd.

A ciklikussag és a linearitas fliggetlen egymastol. Pél-
daul a {000,110,101,011,111} kédban minden szo6 ciklikus
eltoltja is kodszo, de e kod nem lineéris.

Hasznaljuk a kolcsénosen egyértelmd

a=(aop,...,an—1) € Fy <> a(z) = ao+-- Fap_1z" e F,[x]

megfeleltetést. Az a(x) az a vektorhoz (szohoz) rendelt po-
linom, a az a(x) polinomhoz rendelt sz6. A ¢ <> ¢(z) hozza-
rendeléssel azonositjuk a kodszavak e két megadéisat, amit
a c(z) € C jeloléssel is kifejeziink.

., Cn—2), akkor a hozzarendelt polinom
"l = ge(x) —cpq (2™ — 1)

Hac= (Cn_l,CQ, ..
Ax) =cp1+cox+-+cp_ox
azaz

éx) = ze(z) mod (2™ — 1).

Ennek alapjan tetszéleges f(x) € F,[z] polinomra f(x) € C
(mod z™ — 1) azt jeloli, hogy f(z)mod (™ — 1) hozzéa-
rendelt kodszava C-ben van. Elegansabb, ha tugy tekin-
tink a kodra, hogy C C F,[x]/(z™ — 1). Példaul a binaris
C = {000, 110,101,011, 111} kédra 1 +z* € C (mod 3 —1),
mert 14+2* = 1+ mod (23 —1), amihez az 110 sz6 tartozik.

5.2. tétel. Legyen C # {0} egy F, folotti n-hosszi ciklikus
kad.
1. Egyetlen minimdlis foki g(z) € C fdopolinom létezik, és
erre

C={f(z)g(z): f(z) € Fylz]n_r},

ahol r = deg g(x).

2. k=n—r.

3. g(z) | 2" —1 azF,[z]-ben, azaz van olyan h(z) € F,lz],,
hogy g(x)h(z) = 2™ — 1.

Bizonyitds. ElSszor belatjuk, hogy mod (z™—1) polinomok
idedlt alkotnak: C ciklikus ~ z’c(z) € C (mod z" — 1), C
lineéris ~ Y a;x’c(z) € C (mod 2" — 1), ~ Va(z) € Fylz] :
a(xz)c(z) € C (mod 2™ — 1).

Mivel C # {0}, van (legalabb) egy minimalis foka 1-
foegytitthatoju kodpolinom, legyen egy ilyen g(x), foka le-
gyen r. Az el6z6ek szerint minden f(z) € Fylz],—, poli-
nomra f(z)g(z) € C. Megmutatjuk egyrészt, hogy g egy-
értelmd, méasrészt, hogy minden ¢(x) € C polinomhoz van
olyan f(z) € Fy[z]n—r, hogy f(z)g(z) = c(x).

g(z) egyértelmt, hisz ha létezne egy ¢'(z) # g(x) t6po-
linom is, akkor g(z) — ¢’(x) # 0 kisebb foku lenne, ami
ellentmondéas. (Tudjuk, az F[z] polinomgytirtd f6idealgyt-
ri.)

Legyen c(z) € C. Ekkor létezik olyan f(z) és s(z) poli-
nom, hogy c(z) = f(z)g(z) + s(x), és deg s(z) < degg(z) =
r. Mivel s(z) = c(z) — f(z)g(x) és a jobb oldal C-beli,
ezért s(x) is, ami csak akkor lehet, ha s(z) = 0 és ¢(x) =
f()g(a).

A C idedl altér is, melynek dimenzioja a konstrukcioboél
leolvashato: n — 7.

A fentihez hasonlé érveléssel: egyértelmien létezik olyan
h(z) és s(x) polinom, hogy deg s(x) < degg(x), és 2™ —1 =
h(z)g(x) + s(x). Ekkor s(x) = (—h(x))g(x) (mod z™ — 1),
azaz s(x) € C, ami a fokszama miatt csak s(x) = 0 esetén
lehetséges. O

A tételbeli g(x) polinomot a C linearis ciklikus kod ge-
"neratorpolinomjanak, a h(z) polinomot ellendrzd poli-
nomjanak nevezziik.

A fenti tétel kiterjeszthets a nullvektorbol allo C = {0}
kédra is azzal a megallapodéssal, hogy ekkor ™ — 1 a gene-
ratorpolinom.
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5.3. példa. Soroljuk fel az Osszes 4- és 7-hosszu bindris,
ciklikus kodot!

Megoldds. A 4-hosszu kodok generdtorpolinomjai osztoi az
zt —1=2"+1= (z +1)* polinomnak.

9(x) IC|  kod

1 16 T3

r+1 8 {1100%,1010*,0000,1111}
2 +1 4 {1010*,0000, 1111}
¥+a?+x+1 2 {1111,0000}

zt+1 1 {0000}

A 7-hosszti koédok generatorpolinomjai osztéi az x7 — 1 =
2"+ 1= (x+1)(z® + 2+ 1)(23 + 2% + 1) polinomnak.

g(x) €| kod

1 128 FJ]

z+1 64 paritasellenérzé kod
B 4z+1 16 [7,4] Hamming-kod
3+ 22 +1 16 [7,4] Hamming-kéd
zt4 a3+t +1 8 [7,3] sziplex kod

422+ x+1
B+t d 42 +a+1
7+ 1

[7, 3] sziplex kod
ismétls kod
£0000000}

— DN 0o

5.4. tétel. Ha C egy ciklikus n-hosszu kod, akkor
: € :
c(@)h(x) = f(x)g(x)h(zx) = fz)(z" —1)

5.5. feladat. Egy ciklikus kédra szindréoma a kovetkezs-
képp is definidlhaté: mivel a C kdédhoz tartozd kédpolino-
mok pontosan azok, amelyek a g(x) generatorpolinom t&bb-
szOrosel, ezért egy tetszoleges p(x) polinom s(x) szindromé-
ja lehet a g(x)-szel valo osztéasi maradéka, azaz
p(z) = f(z)g(x) + s(x), ahol degs < degg,

hisz s(x) pontosan akkor 0, ha p(x) kodpolinom. A p(z)
szindrémapolinomjat jeldlje s(z), az eltoltjahoz, azaz a p(x)
polinomhoz tartozé szindromat jelolje sq(z). Mutassuk
meg, hogy s1(z) az xs(z) polinom g(z)-szel val6 osztasi ma-
radéka. (Masként fogalmazva mutassuk meg, hogy a p(z)
eltoltja modulo ™ — 1 polinom szindréméja a p(z) szindro-
majanak eltoltja modulo g(x).)

5.2. Generatormatrixok

Vilagos, hogy a g(x) = go + - -+ + g-x" generatorpolinomt
koéd generdtormatrixa

g0 9 gr—1 g O . 0

0 g9 ¢ 9r—1  Gr 0 0
Lo . ' - .o @
0 N 0 9o g1 .. Gr—1 gr 0

0o ... ... 0 9o g1 gr—1 Gr

ugyanis e matrix valoban n—k rangu, hisz g, = 1, (n—k) xn-
es, és sorvektorai kddszavak. Ezt nevezik ciklikus genera-
tormatrixnak. Sorlépcsds alaka a f6atloban nemnulla ele-
mekkel, ugyanis g(x)h(z) = 2™ — 1 miatt goho = g(0)h(0) =
0" —1=-1,1igy go # 0.

Példaul az 23 + 2% + 1 generétorpolinomi [7, 4]-kod és az
2%+ 22 + 2 + 1 generatorpolinomi [7, 3]-kod generdtormat-
rixai:

OO =

é 11 0 1
. .o 1 10
00 11

— =

0 0
1 o] (8
0 1

= =0 O

0
0
0
1

OO = O
= O = =
O = = O

0 0

A ciklikus kodok mésik szép tulajdonsaga, hogy a ciklikus
méatrix sorlépcsés alakd, igy elsé k oszlopa linearisan fiig-
getlen, azaz a koédhoz van szisztematikus koédolas, és igy
standard alakt generatormaétrix is.

5.6. tétel. Egy C ciklikus linedris kod

m=(mg,...,mp—1) = (Mo, ..., Mp—1,—80,-+,—Sr—1)

standard kédoldsinak maradék r koordindtdja az x"m(x) po-
linom g(x)-szel valé maradékos osztisdbol kapott s(x) =
Z:;Ol siz’ maradék egyiitthatoibol dll.

Bizonyitds. A maradékos osztas legyen a"m(z) =
f(@)g(x) + s(x), ahol deg s(x) < r. Ebbdl

f@)g(x) =a™m(x)—s(x) <> (—S0y--oy —Sp—1,M0y .o, ME—1)

ami C-beli, és ennek k-szoros ciklikus eltoltja, ami ugyan-
csak C-beli, épp az m lizenet keresett szisztematikus kédo-
lasa. O

5.7. példa. Hatarozzuk meg az 22+ 22 +1 generatorpolino-
mi [7,4]-kod és az 2t + 22+ 241 = (z+1)(2°+2%+1) gene-
ratorpolinomu [7, 3]-kéd standard generatormatrixat, majd
bizonyitsuk, hogy a kédok egymas duélisai.

1. megoldds. A generatormatrixaibél elemi sormtvele-
tekkel megkaphat6 a standard generatormétrix:

1000100 L0011 1 0
0100111

. 101001 1 1
0010110 0011101
0001011



Ha a mésodik kédot az utolsé harom oszlopra szisztemati-
zaljuk, akkor a

1110100
0111010
1101 0 01

matrixot kapjuk, ami bizonyitja, hogy az x> + 22 + 1 gene-
ratorpolinomi és az x4+ 22 +x+1 = (z+1) (2> + 22+ 1) ge-
neratorpolinomu kédok duélisai egymasnak. (Ez meglepd,
mert talan azt varnank, hogy ha g(z)h(x) = 2™ — 1, akkor
a g(x) és h(z) generatorpolinomi kodok legyenek egymaés
duélisai, de ez a sejtés nem teljesiil.)

2. megoldds. A standard generdtormétrix sorai megkapha-
tok a standard bazis koédoléséval. Ezt az[5.6l tétel szerint az
z"z' (i =0,...,k—1) polinomok g(x)-szel val6 osztési mara-
dékabol kapjuk. Példaul az 22+ 22+ 1 generatorméatrixanak
harmadik soraban a 0010 iizenet, azaz az x> {izenetpolinom
kodja szerepel. Az 2322 = (2 + 22 +1)(22 +2+1)+(z+1)
maradékos osztas maradéka x + 1, azaz a maradék koordi-
natak 110, igy a méatrix harmadik sora 0010110. O

5.8. feladat. Mutassuk meg, hogy ha g(x) egy n-hosszi
binéris ciklikus kéd generatorpolinomja, és 1. x + 1 osztdja
g(x)-nek, akkor a k6d minden kédszava péros silyu, 2. ha
x + 1 nem osztéja g(x)-nek és n paratlan, akkor a csupa
1-esb6l allo sz6 kodszo, 3. ha az n-nél kisebb pozitiv m egé-
szekre g(z) nem osztdja ™ — 1-nek, akkor a kod minimalis
salya legalabb 3.

5.9. feladat. Igazoljuk, hogy ha g(z) egy ciklikus
[n, k, d]-kod generatorpolinomja, akkor g(z™) egy ciklikus
[mn, mk, d)-kodot generél.

5.3. Forditott kod

Ciklikus kéddal ekvivalens kéd nem sziikségképp ciklikus.
Pl. a 70 darab [7,4] Hamming-kodbol csak kettd ciklikus, és
ezek a kodszavak megforditasaval kaphatok meg egymasbal.
A C kodbdl a koordinaték sorrendjének megforditésaval
kapott C~ kdodot forditott kédnak nevezziik. Ez olyan
koordindtapermutacié, amely ciklikus kodot ciklikusba visz.
Egy tetszoleges m-edfoki a(x) polinom forditottjan az

m
a”(z) = Zam_ixl =2ma(z™!)
=0

polinomot értjiik. Igy ha a ¢ = (co, ..
rendelt polinom c¢(z), akkor a ¢ = (¢p-1,...
forditott széhoz rendelt polinom

.yCn—1) € C szbhoz
,c0) € C™

n—1
¢ (z) = ch_l_ixl =" (™).
=0

5.10. allitas. Ha a ciklikus C kdd egy generdtorpolinomja
g(z), akkor a gy g~ () polinom a C~ kédot generdlja.

Bizonyitds. A ciklikus generdtormatrixbol a sorok nem-
nulla részének megforditasaval kapott alabbi matrix a C~
generatormaétrixa:

gr Gr—1 --- §1 90 0 oo ... 0
) 0 9 g1 .. a g 0 ... 0
o | . - . e . . .
0o ... 0 g Gr—1 --- g1 g0 O
0o ... 0 9  Gr—-1 --- 91 9o

Mivel g, = 1, ezért e matrix sorai fiiggetlenek, mindegyikiik
a C~ kodbol valo, és a sorok szama a kod dimenzidjaval
megegyezik, igy e matrix valéban a g, 19~ (z) f6polinomhoz
tartoz6 generatorméatrix. O

5.4. Ciklikus kéd dualisa

Jellemezziik ciklikus kod duélisat. Ehhez a forditott kodot
hasznaljuk.

5.11. tétel. Ciklikus kod dudlisa ciklikus. Ha az n-hosszi
C ciklikus kéd ellenérzé polinomgja h(z), akkor Ct generd-
torpolinomga hy *h™(x).

Bizonyitds. A dudlis kod ciklikussaga trivialis. Legyen g(x)
és h(z) a C kod generator- és ellenérzé polinomja (tehat
g(z)h(z) = 2™ — 1), és legyen a h(x) altal generalt kod D.
Igy

C ={a(z)g(z) : a(z) € Fylz]n—r},

D = {b(z)h(z) : b(x) € Fylz].}.

Legyen ¢ € C, d € D két kédszd, és a hozzajuk ren-
delt polinomok ¢(z) = a(z)g(x), d(x) = b(x)h(z). Ekkor
c(x)d(z) = a(x)g(x)b(x)h(z) = alx)b(x)(z™ — 1). Mivel
dega(z) < n—r—1ésdegb(z) < r—1, ezért deg(a(z)b(z)) <
n—r—1+r—1=n-2,igy c(r)d(z)-ben 2"~ ! egyiitthatoja
0, azaz

n—1
0= Zcidnflfi = (Co, .. .,Cnfl) . (dn,17 .. .,do) =c-d”
=0

Eszerint C minden koédszava mergleges D~ minden kodsza-
véra, tehat D~ C Ct. Masrészt dimC+ = r = degh™ (x) =
dim D™, tehat Ct = D~. O

Az példa dualis kodjainak generdtorpolinomjai a
g(z) = t* 4224 2+1 = (x41) (23422 +1) és h(z) = 2>+ +1
jelolésekkel g(z) és h=(z) = 23h(z7 ) = 23(x 3+ 1 +1 =
14 x2 + 23

A. Fiiggelék: Véges testek

Véges test Ha egy F testnek véges sok eleme van, véges
testnek nevezziik. Ekkor létezik egy legkisebb pozitiv p
egész, hogy p darab 1-es Osszege 0, ezt a p szdmot nevezziik
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a test karakterisztikajanak. Véges test karakterisztikija
primszam. A test p kiilonb6z6 eleme elGall az 1 ismételt
Osszeadédsaval: 0,1,2=1+1,....p—1=1+---+1. Ezek
az elemek az T test egy résztestét alkotjak, mely izomorf a
modulo p maradékosztalytesttel, és amelyet a test primtes-
tének neveziink, és IF,-vel jeloliink. F egyuttal egy IF), folotti
végesdimenzids vektortér is, igy elemeinek szama ¢ = p” va-
lamilyen pozitiv egész r-re. ¢ elemi test izomorfia erejéig
csak egy van, ezt I, jeloli.

Véges test additiv és multiplikativ csoportja F, ad-
ditiv csoportja az el6bbiek szerint p-csoport (minden elem
additiv rendje p), a test multiplikativ F; csoportja ¢ — 1-
edrend ciklikus. Az} csoport generatorelemeit, azaz g—1-
edrendii elemeit a test primitiv elemeinek nevezziik. Ha
g egy primitiv elem, akkor

F,={0,1=¢%g,9°....9° %}.

Egy e € F, elemet n-edik egységgyoknek neveziink, ha
e" = 1 és primitiv n-edik egységgyodknek, ha e™ # 1
semmilyen m < n esetén. F,-ban pontosan akkor van primi-
tiv n-edik egységgyok, ha n | ¢ — 1. Egyik ilyen egységgyok
g9=1/" ahol g primitiv elem.

Egy a € F, elem rendje az a legkisebb pozitiv n egész,
melyre o” = 1. Jele ord(a).

Az F, test barmely « elemére ord(a) | ¢ — 1, és ha va-
lamely m > 0 egészre o™ = 1, akkor ord(«) | m. Példaul
ha g jeloli Fqg egy primitiv elemét, akkor o = g% rendje 5,
mert o? = g2, o = ¢%3 = ¢3, ot = g% = ¢°, és végiil
a® = g3 = 1. E testben méasodrendd elem nincs, mert
21 15.

Ha m | ¢ — 1, akkor az m-edrendd elemek szama F,-ban
©(m), speciélisan a primitiv elemek szama (g — 1).

Az F,[z] polinomgytdrd Az F,[x] polinomgytrd eukli-
deszi gytrd, mert létezik rajta egy euklideszi norma, azaz
egy olyan ¢ fliggvény, hogy barmely két a(x),b(z) € F,lz]
polinomhoz van olyan ¢(z) és r(z) polinom, hogy a(z)
b(z)q(z) + r(x), ahol p(r(z)) < ¢(b(zx)). Itt ¢ a poli-
nom foka. Az f(x) € F4[z] polinomot irreducibilisnek
nevezziik, ha nincs nemtrivialis F,[z]-beli tényez6kre bon-
tasa, azaz nem konstans, és nem bomlik fel alacsonyabb
foka polinomok szorzatdra. Minden euklideszi gytiri, f6ide-
algytrd, ezért F,[z] is, tehat minden idealt egyetlen polinom
general. Az f(x) polinom altal generalt idealt (f(x)) jelo-
li. Féidedlgytdrikben igaz a szamelmélet alaptétele, tehat
F,[z] minden polinomja skalarszorzotol és sorrendtdl elte-
kintve egyértelmtien el64ll irreducibilis polinomok szorzata-
ként. Polinom irreducibilitdsanak eldontésére vannak haté-
kony algoritmusok. Az elséfoku polinom mindig irreduci-
bilis, a masod- és harmadfokt pontosan akkor irreducibilis,
ha nincs gydke.

Euklideszi algoritmus Az F,[z] gytrtiben barmely két
a(x), b(x) polinomnak egyértelmden létezik az (a(x),b(z))
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kitiintetett kozos osztdja, mely az a fGpolinom, amely kozos
0szt0, és minden kozos oszténak tobbszorose. A legnagyobb
kozOs osztéd elnevezés is hasznélatos, mivel nincs ennél na-
gyobb foku k6zos osztd. A kitiintetett kdzos oszté meghata-
rozasara az euklideszi algoritmus hasznalhaté, mellyel azok
az s(x), t(z) polinomok is meghatarozhatdk, melyre
a(x)s(x) + b(z)t(z) = (a(x),b(x)).

Véges test konstrukciéja F, a modulo p maradékosz-
talytest. Legyen

a(x) =" +a,_12" M+ Faz+ag € Fyplz].

Az F,[z]/(a(x)) faktorgytrd (maradékosztaly-gytri) pon-
tosan akkor test, ha a(z) irreducibilis polinom, és ekkor
megegyezik az Fy testtel, ahol ¢ = p”. Jelblje o az x+ (a(x))
maradékosztalyt. Erre a(a) = 0 az F,[z]/(a(z)) mara-
dékosztalytestben. Igy a test elemeit az r-nél kisebb foku
by_1a" " 4 -4+bya+by alakt polinomok reprezentaljik. Az
Osszeadés koztiik a szokasos, a szorzas a polinomszorzat mo-
dulo a(a), amit a gyakorlatban az " = —a,_1a" "% —
a1 — ag helyettesitéssel érhetiink el. Az elemek egy mésik

s sz

kezeljiik, melynek bazisa {a"71,... a,1}, és amelyben a
by_1a" 1 4. +bia+by polinomot a b,._1 ...b1by vektorral
reprezentaljuk. Test konstrukciéjdhoz gyakran valasztunk
primitiv polinomot, amelynél a fenti « elem rendje ¢ — 1,
tehat o hatvanyai kiadjak a test nemnulla elemeit. Példdul
2% + x + 1 € Fy[x] primitiv polinom, a vele megkonstruélt
Fg elemei harom reprezentaciéban:

0 o0 000
a® 1 001
a a 010
o a? 100
o a+1 011
ot ?+a 110
a® o2+a+1 111
af a?+1 101

A fenti konstrukci6 tetszéleges F, testbdl kiindulva is elvé-
gezhetd, példaul Fi megkaphaté az Fo[z]/(x* + 2 +1) vagy
az Fy[r]/(2% + x + B) faktorstrukttirabol is, ahol Fy pedig
az Folz]/(2? + z + 1) test.

Résztestek Ha K és L két test, K < L és ay,...,a; €
L, akkor K(ayq,...,ax) azt a legsziikebb testet jeloli, mely
K-t és az ag,..., o elemeket is tartalmazza. Ha pedig
egy f(z) € Klx] polinom 0sszes gyoke L-beli, azaz f(x)
clx—aq)...(x —ag), ahol a; € L, akkor K(ayq,...,ax) az
f(z) polinom felbontéasi teste.

Mivel a test barmely nemnulla a elemére a9~ = 1, ezért
F, elemei mind gyokei az 29 — « € Fp[z]| polinomnak. Az
F, (¢ =p") test az 7 — x € F,[z] polinom felbontési teste.
Ha m pozitiv egész, akkor F,--nek pontosan akkor létezik



Fola]/(z* + 2 + 1) Falz]/(2® + 2z + )

Oli FQ (a) F% FQ (ﬁ) F4(O{) FZ
0 0 0000 0 0 00
a1 0001 1 1 01
« « 0010 o 10
a? o 0100 a+p 18
o ol 1000 Ba+ B BB
ot a+1 0011 a+1 11
a®  o?+a 0110 B B 08
ab  ad+a? 1100 Ba 50
o P4 a+l 1011 Ba+ B BB
o o?+1 0101 a+ 8 18
o P +a 1010 Ba+ B 8B
al® ?+a+1 0111 A+1 8 03
al P +a’+a 1110 Ba 50
at? o +a’+a+1 1111 Ba+1 51
a® o +a’+1 1101 Ba+1 A1
at a®+1 1001 Ba+ B B8

1. tablazat. F14 elemeinek kiilonbo6z6 reprezentacioi, ahol o
a test egy primitiv elemét jeloli.

p™-elemt részteste, ha m | r. Ez a K résztest egyértelmd,
és F, azon elemeibdl all, melyek gydkei az xP” — z poli-
nomnak, azaz K = {f | g?" — 8 = 0}. Ha Fpr-nek o egy
primitiv eleme, akkor a K test multiplikativ csoportjanak
ol egy generatora lesz, ahol t = (p" — 1)/(p™ — 1). Igy
K ={0,1,a%,02,..., a2t}

Testautomorfizmusok p-karakterisztikiju test barmely
két 3, v elemére (8+7)P = SP+~P, ami a binomialis tétellel
kénnyen igazolhaté. Mivel (B)P = PP is fennall, ezért az
¢p + = — P leképezés a test egy automorfizmusa. Ezt
nevezziik Frobenius (vagy Galois) automorfizmusnak.
Az [F,- test Gal(Fp-) teljes automorfizmuscsoportja r-elemtd
ciklikus csoport, melyet ¢, generdl. Ebbdl adodik, hogy
barmely p-karakterisztikaju testben barmely m > 0 egészre
(B =" "

Ha m | r, és K < F,r egy p-elemd résztest, akkor K
a ¢,' leképezés fix elemeibdl &ll. A K-t fixen hagy6 auto-
morfizmusok egy r/m-edrendii ciklikus csoportot alkotnak,
melyet ¢)" generél. E csoportot Gal(F,- : K) jeldli.

Konjugalt elemek Mivel

k 4 k
o= (S aw) =3 g
i=0 i=0
ezért ha f(x) € Fylz], akkor fi(z) = f(z?). Eszerint
ha v az f(z) egy gySke F, egy testbGvitésében, akkor ~7,
7‘12, 7‘13,. .., is, azaz minden n > 0 esetén 74" is. Ez ve-

zet a kovetkez$ definiciohoz: ha v € Fyx, akkor a v, 9,

2 3 . . . o .
¥4, 9 ,... elemeket a v elem F, szerinti konjugaltjai-
nak nevezziik (ezek kozt nyilvan csak véges sok kiilonb6zd
van). A ~ elemmel konjugalt elemek halmazat a v elem-
hez tartozd, vagy az altala generalt I, szerinti konjugal-
tosztalynak nevezziik. Példaul az Fi¢ test Fo szerinti kon-
jugéltosztalyai (o az Fyg test [Il tablazat szerinti primitiv
elemét jeloli): {0}, {1}, {a,a? o, a8}, {a3, a8, a'? a%},
{a®, a0}, {a7, o' a3, o'}, Az Fy szerinti mellékosz-
talyok pedig {0}, {1}, {a°}, {a'%}, {a,al}, {a%a%},
{a%,01%}, {a%,0%}, {a’,a13}, {all, ol

Azt a legkisebb pozitiv d egész szdmot, melyre n | ¢% — 1,
a ¢ multiplikativ rendjének nevezziik modulo n. Példaul
a ,,2 multiplikativ rendje modulo 57 értéke az 5 1 2 — 1,
5422 —-1,5¢12% -1, 5] 2% — 1 oszthatésagok miatt 4-nek
adodik, mig a ,4 multiplikativ rendje modulo 5” az 514 —1,
5| 42 — 1 oszthat6sagok miatt 2.

Ha v € Fy és v rendje n, valamint d a ¢ multiplika-
tiv rendje modulo n, akkor qu =,ésa~y, 9, 'yqz,. .. 7‘1d71
szamok mind kiilonbozbek. A v elemet tartalmazo konjugal-
tosztaly mérete tehat ¢ multiplikativ rendje modulo ord (7).
Példaul Fig-ban az o elem rendje 5, igy az 6t tartalma-
z6 Fy szerinti konjugaltosztaly mérete 4, mig az F, szerinti
mérete 2.

Minimélpolinom A v € Fyx elem F; szerinti minimal-
polinomja az a legkisebb foku nemnulla m(z) € Fy[x] {6-
polinom, melynek v gyoke, azaz melyre m(vy) = 0. Ilyen
polinom mindig létezik, hisz a «-ban eltiiné nemnulla poli-
nomok halmaza nem {ires (pl. 29" — z benne van). A y-ban
eltting polinomok idealt alkotnak Fy[x]-ben, amely f&ideal,
igy egyetlen polinom generalja, a minimélpolinom, mely igy
egyértelmd. A minimalpolinom legfontosabb tulajdonsagai:
(1) egyértelmt, (2) minden ~-ban elting polinomnak osz-
toja, (3) irreducibilis, (4) osztdja az P polinomnak,
(5) foka osztoja k-nak, (6) m(z) = H?z_ol (x — ~9"), vagyis
m(x) gyokei pontosan v konjugaltjai, ahol d a ¢ multiplika-
tiv rendje modulo ord(7y). Tehat minden minimélpolinom-
nak egy konjugaltosztaly elemei a gyokei. A [2] tablazat két
kis testre megadja a konjugaltosztalyokat és a minimalpoli-
nomokat.

Az 29" "1 -1 polinom gyokei az F*, elemei, igy e polinom
felbomlik a minimalpolinomok szorzatara. Példaul [Fj4-ra

P —l=(z+ D@ +z+ D)@t + 22 + 22+ +1)x
(2 +x+1)(z* + 23 +1)
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test  konjugaltosztaly minimalpolinom (m(z))

]FS {O} T
{1} z+1
{a, a2, %} P+ ar+1
{a3,a5% a5} w3+ a?+1
Fie {0} x
{1} z+1
{a, a2, a*, a®} rt+r+1
{a3,a% al? o} a2+l
{a®, 1%} ?+ax+1

{047,0414,0(13,0411} $4+l‘3+1

2. tablazat. Fg és Fi6 minimalpolinomjai a Hf;ol (x — aqi)
képlettel a konjugaltosztalyokbdl kiszamolva.
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