Fels6bb matematika vizsga — 2011-12-20

Név Neptun

Minden feladat 1 pontot ér, kivéve ha meg van adva a pontszam. Az dsszesen szerezhetd 25 pontbdl
legaldbb 10 pontot el kell érni. A bekeretezett részbe kell a wvdlaszt beirni. Csak annyit irjunk be,
amennyit a feladat kér! Részletszamitdsokat sehol nem kérink. A vizsgdn segédeszkdz nem haszndl-

hato.

1. Irjuk fel a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-
egyenl6tlenséget!

2. Mi az a tulajdonséag, mely elemi sormtveletek koz-
ben — egy tanult tétel szerint — a sorvektorokkal kap-
csolatban nem valtozik és mi az a masik, mely az
oszlopvektorokkal kapcsolatban nem valtozik?

3. A valés m X n-es A métrix szingularis érték sze-
rinti UEVT felbontasanak ismeretében irjuk fol az
R™ és az R™ egy bazisat és e bazis elemei kézt az
x — Ax leképezés hatasat!

4. Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak,
hogy egy matrix (a) diagonalizalhaté (b) unitéren
diagonalizalhato, (¢) ortogonalisan diagonalizalhato
legyen? (1.5 pont)

5. Mit tudunk egy (a) 6nadjungalt és egy (b) unitér
maéatrix determinansarol?

6. R* egy 2-dimenzids alterének bazisvektorai az
(1,-1,1,—1) és a (8,6,2,0) vektorok. A Gram-—
Schmidt-eljarassal adjuk meg az altér egy ortonor-
malt bazisat.

7. Az el6z6 feladat eredményét folhasznalva irjuk fel
8

az A = métrix QR-felbontésat!
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8. Mit értiink egy vektortér dimenziojan?

9. Irjuk fel a E _;1 matrix redukalt szingularis

felbontasat! (1.5 pont)
1 2

10. Irjuk fela |0 1| matrix pszeudoinverzét!
0 0

-yl < [x|lyl

Nem véltozik a sortér (a sorvektorok &ltal
generéalt altér) és nem véltoznak az oszlop-
vektorok kozti linearis kapcsolatok.

Az U oszlopvektoraibol allo {u;}7, az R™,
a V oszlopaibol all6 {v;}* , az R™ bazisa,
AVZ‘ = o;u;.

Hogy (a) létezik a métrix sajatvektoraibol
allo bazis, vagy a geometriai multiplicitasok
megegyeznek az algebraiakkal, (b) a matrix
normaélis, (¢) szimmetrikus legyen.

(a) valos, (b) abszolut értéke 1.

Vo = (8,6,2,0) —
(8,6,2,0)(1,-1,1,—1 _

S (L 1,1, 1) = (7,7,1,1),
igy az ortonorméalt bazis vektorai:

$(1,-1,1,-1), 5(7,7,1,1)

Az ortonormaélt bazis vektoraiboél 4ll6 matrix
aQ,és R=QTA, azaz a felbontas:
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a bel6le kivalaszthaté maximaélis linearisan
figgetlen vektorrendszer elemszamat.

_2]

(@1

Sl

=T




11. (a) Adjunk meg olyan egyenletet, mely az ellent-
20 + 4y =12
r+2y=1
tartozé normalegyenletrendszerrel egyiitt egy egyér-
telmiden megoldhaté egyenletrendszert ad, melynek
az optimélis megoldéas a megoldéasa. (b) Mi az opti-
malis megoldés? (2 pont)

mondasos egyenletrendszerhez
Az egyenlet: 2z —y = 0. A megoldas z =1,

y=2.

12. Hatarozzuk meg a A = 2| matrix 1-, 2-,
L2 [AlL = [[Allee =4, [|A[l2 = 3, [[AllF = V13

oo- és Frobenius-normajat! (2 pont)

13. Irreducibilis vagy reducibilis az aldbbi métrix?
0 5 0 0 6
00 0 2 0 R . . .
0 3 0 9 4| (Rajazal igazolhato!) reducibilis, a {2,4} halmazbol nem indul él.
01 0 0 O
7 0 0 8 0

14. Mit neveziink Perron-vektornak?

Pozitiv matrix spektrilsugardhoz, mint sajatértékhez tartozd pozitiv p sajatvektorat Perron-
vektornak nevezziik, ha koordinatainak osszege 1.

15. Mutassuk meg, hogy unitér méatrixok szorzata unitér! (2 pont)

Ha A és B unitér, azaz A~ = A és B™! = B | akkor (AB)"! =B 'A~' = BYA" = (AB)”.

16. Milyen tételt tudunk hasonlo matrixok karakterisztikus polinomjarol? Bizonyitsuk is be! (8 pont)

Hasonlé méatrixok karakterisztikus polinomja megegyezik.

17. Roviden igazoljuk, hogy ha A szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, akkor sajatértékei és szin-
gularis értékei megegyeznek. (8 pont)

1. mo.: Ha A pozitiv szemidefinit, akkor sajatértékei nemnegativak, ha szimmetrikus, akkor
ATA = A%, igy AT A sajatertékei az A sajatértékeinek négyzetei, melyek gyckei a szingularis
értékek.

2. mo.: Mivel A szimmetrikus, ezért ortogondlisan diagonalizalhato, azaz A = CDCT, ahol C
ortogonalis, D diagonélis, és atlos elemei az A sajatértékei. Mivel A porzitiv szemidefinit, ezért D
atlojaban csak nemnegativ szdmok allnak, igy az el6z6 felbontas egyuttal szingularis érték szerinti
felbontés is, tehat a sajatértékek és a szingularis értékek megegyeznek.




